Corrigé de ’examen partiel OLMA201

Exercice 1. [Questions de cours] (6pts)

1

1. Non. lim, .. = = 0 mais la série Bertrand
+%0 Inn n= 1 nlnn

n’est pas convergente.

2. Oui. Par la condition nécessaire de la convergence |u,| — 0. Donc, pour n assez grand,
(un)? < Juy| et la série D7 (uy,)? est convergente par le principe de comparaison.

3. La série ——— a termes positifs converge par le critere de Cauchy:
()" i

1
Vi o\ n 1
( n ) = (n/d)" = 24 S0,
(vn)"
nn + sinn
La série Z + ne converge pas car
n + cosn
n +sinn n +sinn
‘(_1)71 = —1#0.
n 4+ cosn n 4+ cosn

4. On utilise I'encadrement du reste pour les séries de terme général u, = f(n) ou f :
[1,+o0[— R, est une fonction continue et décroissante vers 0. Dans notre cas, f(x) =
- Il suffit de trouver n tel que

-i-oodr i
Z;&/ = L0,

k=n+1

Par exemple, n = 10 suffira.

Exercice 2. [Séries numeriques| (5pts)
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Alors, Y |v,| converge. Par conséquence, > u, converge aussi puisque la série %

est convergente par le critere de convergence pour les séries alternées.
La méthode DL:

tn = (—n1)“ 1+ (_11)”%5 - (—;)” (1 - (_Dn% e <%>) - (_nl)n - +n

1+4o(1)
Le série 3" u,, est convergente car 3" &% et 3 +03 convergent.

1. On considere v,, = u,, —

(1)

wlw| O

2. La série ) ., u, est télescopique car

est ZnZQ u, = (1 — \/Li — lim,, 10 <\/Lﬁ an) 1 — LQ

Uy =
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Exercice 3. [Convergence simple et uniforme](5pts)
1. Oui. Pour tout x > 0, lim,, ,;,, nln (1 + %) =x.

2. Non. Soit z,, = n,

lim f,(z,) = lim nln 1+E> = lim nln2 = +oc.

n—-+4oo n—-+4oo ( n n—-+oo

3. On calcule la dérivé (z —nln (1 + %))/ =1- ﬁ > 0 pour tout = € [0, 1] et tout

n € N*. La fonction auxiliaire est croissante.

4. Oui. Par croissance de la fonction auxiliaire et DL d’ordre 1 de In(1 + z) en 0,

1
sup |fn(x)—x|§1—nln(1+—) — 0.
n

0<z<L1

Exercice 4. [Intégration](6pts)
1. Les fonctions f, sont continues car elles sont linéaires par morceaux.

2. Pour tout n € N, f,(0) = 0. Si x > 0, alors pour tout n > %, fa(x) = 0. Donc,
lim,, oo fn(z) = 0 pour tout x € [0, 1]. La fonction limite f est une fonction nulle.

3. Non. [If — full = 1fa(5;)| =5 ~ 0.

4. Pour tout n € N, fol fa(t)dt = 1. fol lim,, 1o fn(t) dt = 0. Les hypotheses du Thm 3
demandent que la convergence soit uniforme. Le Thm 3 n’est donc pas vrai sans
I’hypothese de la convergence uniforme.



