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Feuille d’exercices 5 : Parties négligeables - Intégrales a
parametres - Correction

Correction 1.

1. Fixons x € R. On a
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pour tout ¢ € |1, +o0o[. Or ¢ — t~* est une fonction intégrable de référence sur [1, +oc[, alors t +— f(x,t)
est une fonction intégrable sur [1, 4o0].

2. Pour tout z € R, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur [1,+oo[ par la premiére question. Fixons
iwt2int

t € ]1,+oo[. Alors la fonction € R — f(x,t) = %57 est une fonction continue car la fonction

exponentielle complexe est continue. En outre, par la question précédente, pour tout x € Ret t €
]1,400[, on a

1
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et t — t~% est une fonction intégrable de référence sur [1,+o0o[. On peut donc appliquer le théoréme
de la continuité sous l'intégrale, donc la fonction

est continue.

3. Pour tout x € R, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur |1, +oo[. Pour tout ¢ € |1, +o0o[, la fonction
x — f(x,t) est C! sur R. De plus, on a
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pour tout z € R et t € [1,400[. En outre ¢ — t~2Int est une fonction intégrable sur [1,+oo].
En utilisant le théoréme de dérivabilité C' sous l'intégrale, on obtient que la fonction F : =z —
f[l oo f(x,t)d\(t) est de classe C! sur R et

Fz) = / F (. Dan(t) = / itfinte™"” |
[1,400] OT M4oo 1+14
pour tout = € R.
4. La fonction considérée est la partie imaginaire de F'.
Correction 2.

1. Soit h(x,t) = f(t)e~*!. Comme le module de e~ ™! est toujours 1 on a |h(x,t)] < |f(t)] qui est
intégrable sur R par définition (f est intégrable sur R) donc g est intégrable sur R.

2. On applique ici le théoréme de continuité sous le signe intégrale. On sait déja que pour tout x € R la
fonction ¢ — h(z,t) est intégrable et dominé par la fonction f qui est intégrable et indépendante de z.

Il reste & voir la continuité en  pour presque tout ¢ fixé. Soit N = {t € R, tel que f(t) = £oo}. Obser-
vons tout d’abord que N est de mesure nulle car f est intégrable : A(N)x(+00) = [, 1n(t) | f(2)] dA(t) <



Je lf@®)]dX(t) < +oo donc A(N) = 0. Donc N U { 0} est aussi de mesure nulle et pour tout
teRC NU{O}ona f:aw h(zx,t) est continue donc pour presque tout ¢.

On peut donc appliquer le théoréme de continuité sous le signe intégrale qui dit que f est continue sur
R.

Correction 3.

1. La fonction ¢ — % est intégrable sur ]0,1] (c’est une intégrale de référence). Pour tout ¢ € 0, 1],
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donc ¢ — \/ﬁ est également intégrable sur |0, 1].

2. Pour tout ¢ € [1,00[, on a t < t2, d’ou
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or t — 1 n’est pas intégrable sur [1,4oo[ donc la fonction ¢ — ﬁ n’est pas intégrable sur [1, +ool.

3. Soit & > 0. On considere f, : t — Pour tout t €0,1], on a e <1 et
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donc f, est intégrable sur 0, 1] par la premiére question. Pour tout ¢ € [1,00[, on a vVt +t2 > 1 et

()] < 7™

et, comme, t — e~ est intégrable sur [1,+o0o[ (c’est une intégrale de référence), on obtient que f, est

intégrable sur [1,4o00[. Donc f, est intégrable sur ]0 +o0].

Soit maintenant z < 0. On considere f, : t — Pour tout ¢ € [1,+o0[ on a et >1et
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Or, la fonction ¢ — \/;7 n’est pas intégrable sur [1,4o00[. Donc f, n’est pas intégrable sur [1,+oo[ et

fo(t) =

donc sur ]0, +00].

Donc application ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ si et seulement si z > 0.
4. Soit a > 0.

e Pour x > a, la fonction t — f(z,t) est intégrable sur ]0, +o0o[ par la question précédente.

e Pour ¢t > 0, la fonction z — f(x,t) = \/W est continue sur |a, +oo[ car la fonction exponentielle
est continue.

e Pour tout ¢t > 0 et tout > a, on a e~ < e~ et donc
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et t — f(a,t) est intégrable sur |0, +o0l.

Le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un parametre s’applique donc et F' est continue
sur Pouvert Ja, +o0o[. Par conséquent F' est continue sur U,>¢la, +0o[ = |0, +-00].



5. Soit a > 0.

e Pour x > a, la fonction ¢t — f(z,t) est intégrable sur |0, +o00[ par la question précédente.
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e Pour t > 0, la fonction z — f(z,t) = \;ﬁ est C! sur Ja, +oo[ car la fonction exponentielle est
C! et pour tout x > a, on a
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e Pour tout t > 0 et tout z > a, on a e~ < et et t < v/t + 12 et donc
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et t — et est intégrable sur ]0, +oo].

Le théoréeme de classe C' des intégrales dépendant d’un parameétre s’applique donc et F est C' sur
I'ouvert |a, +oo[. Par conséquent F est C! sur U,sola, +oo[ = ]0, +o00[. En outre, pour tout z > 0, on
a
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6. Comme x, > 0 pour tout n € N et lim,_ ., z, = 00, il existe a > 0 tel que pour tout n € N, on ait
Zn > a. Pour tout n € N, on consideére f, : ]0,+o00[ — R définie par f,(¢t) = f(zn,t). Alors

e Pour tout n € N et pour tout ¢t > 0, on a par les calculs précédents,

e*tfn efta
()] = < = f(a,t
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et t — f(a,t) est intégrable sur ]0, +o0l.
e Soit t > 0, alors lim,,_,o —tz, = —oco d’oil lim, 4. 7" = 0 et lim, ;o fn(t) = 0. Par con-

séquent (f,) converge simplement vers la fonction nulle.

Le théoréme de convergence dominée s’applique a la suite (f,,) et on obtient que (jiO oo fn(t)d/\(t))
converge vers 0. Or pour tout n € N, on a
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Par conséquent (F(z,)) converge vers 0 quand n — +o0o. Par caractérisation séquentielle de la limite
F' a pour limite 0 en +oco0.

7. Pour tout n € N, on considére g, : ]0,4+00[ — R définie par g,(t) = f(z,,t). Alors

e Pour tout n € N, on a g, > 0.

e Soit ¢t > 0 alors lim, oo —tz, = 0 d’oit lim, oo e = 1 et lim, o0 gn(t) = ﬁ Par
1

conséquent (g,) converge simplement vers la fonction ¢ +— N
e Montrons que (g,,) est croissante. Soit n € N et ¢t > 0. Alors z,11 < z, dou —tz,11 > —tz,
(car —t < 0). Ainsi, par croissance de I'exponentielle, on obtient e tn+1 > e~ tn et donc

gn+1(t) > gn(t). Par conséquent (g, ) est croissante.

Par le théoreme de convergence monotone, la suite ( f]o oo fxn, t)d)\(t)) converge vers

1
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Ainsi (F(x,)) converge vers 400 quand n — co. Par caractérisation séquentielle de la limite, F' a pour
limite +o00 en 0. (Attention, on utilise ici une variante de la caractérisation séquentielle de la limite
un peu plus forte que d’habitude : on se contente de vérifier la convergence séquentielle pour les suites
monotones. C’est le moment de revoir la preuve de la caractérisation séquentielle de la limite dans
votre cours de premiére année et de vérifier que le critére monotone utilisé ici est également correct.)

Correction 4.

1.

Soit n € N*. Pour pour z € ]0,1], on a |f,(z)| < 1 et une fonction constante est intégrable sur un
intervalle borné donc f,, est intégrable.

Pour z = 1/m, on a f,(z) = (—1)" pour tout n € N donc la suite (f,(x)) ne converge pas.

Soit € ]0,1]. On a |cos (%)| < 1 si et seulement si cos (1) # +1, c’est & dire si et seulement si

1 ¢ {kr k € N*}, c’est a dire si et seulement si z € {1,k € N*}.

. On pose = (7=, k€ . Comme N est dénombrable, est également dénombrable et donc
o N k17rk N* C N dé brable, N égal dé brabl d

négligeable. En outre, soit € ]0,1] \ N. Par la question précédente, on a |cos (%ﬂ < 1. Ainsi
lim,, 00 frn(x) = 0. Par conséquent, (f,,) converge simplement vers la fonction nulle en dehors de N.

On applique le théoréme de convergence dominée (version avec presque partout) a la suite (fy,).

e Pour tout n € N*| f,, est intégrable et, pour tout = € ]0,1], on a |f,(z)] <1 avec 1 intégrable sur
10, 1].

e La suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle presque partout.

Par conséquent la suite ([, fndA) converge vers [, 0dA = 0.

Correction 5. Faire un dessin, pour ¢ fixé la fonction f(¢,-) est une "tente" de base entre [0,¢] et de point
culminant %

1.

pour tout ¢ €] — 1, 1], la fonction x — f(¢, x) est continue donc mesurable et intégrable sur [0, 1]. Pour
la continuité il suffit de vérifier les compatibilités en x = % et x =1t.

pour tout x € [0,1], la fonction ¢t — f(¢,x) est continue. Elle vaut 0 tant que ¢t < x. Puis quand
t > x> t/2 elle vaut t%(t — z) avec donc la continuité en ¢ = z. Finalement quand ¢ > 2x elle vaut
;%(x) avec encore la continuité en ¢ = 2x. Son maximum est atteint en ¢ = 2x et vaut %

Pour tout z € [0, 1], la fonction ¢ — f(¢,2) converge vers 0 quand ¢ converge vers 0 par continuité de
t— f(t,z). On a méme vu que cette fonction vaut 0 pout ¢ < x.

Pour calculer F(t) on remarque déja que par définition pour tout t < 0 x — f(¢, ) est la fonction nulle
donc F(t) = 0. Sit > 0 on peut soit faire le calcul directement (intégration de fonctions affines par
morceaux), soit se rappeler du dessin et que pour tout ¢ < 0 z — f(t,z) est une fonction tente donc
Dintégrale est égale a l'air du triangle sous la tente soit base*hauteur/2 cela donne F(t) = $t2 =1

donc F n’est pas continue en ¢t = 0.

On ne peut pas appliquer le théoréme de continuité sous le signe [, en effet la meilleure domination
possible de f indépendante de t doit dépasser f(2z,z) = % pour presque tout x qui n’est pas une
fonction intégrable sur [0, 1].

Oui, il suffit de réduire la base de la tente pour que l'aire du triangle tende vers 0. Une base de longueur
t? suffit par exemple avec la méme hauteur maximale.



