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Feuille d’exercices 5 : Parties négligeables - Intégrales a
parametres

Exercice 1. Soit f: R x [1,400[ — C définie par
ezt Int

) =35

1. Montrer que pour tout z € R, ¢t — f(z,t) est intégrable sur [1, +o0].

On considére F' : R — C définie par

2. Montrer que F' est continue.
3. Montrer que F est C!.

4. Montrer, sans refaire de calculs, que

o (f2
. n—>/ sin(xt 14nt) (1)
Moo LH+1

est bien définie et de classe C' sur R.

Exercice 2 ( Transformée de Fourier.). Soit f € L'(R) une fonction intégrable.
1. Montrer que, pour tout x € R, la fonction t € R — f(t)e " € C est intégrable.

2. Montrer que la transformée de Fourier f : R — C de f définie pour z € R par f(z) = Jp f(t)e e dt
est une fonction continue.

Exercice 3. Soit f : R x |0, +oo[ — R définie par

efta:

Vit e

1. Les fonctions t — % et t — —~— sont-elles intégrables sur ]0, 1] ?

f(:C,t) =

Vit
2. La fonction ¢ — ﬁ est-elle intégrable sur [1,00[?

3. Montrer que lapplication ¢ — f(x,t) est intégrable sur |0, +oo[ si et seulement si x > 0.

On considere F : ]0, +oo[ — R définie par
Plz) = / Fl )dA®).
10,+00]

4. Soit a > 0. Montrer que I’ est continue sur ]a, co[. En déduire que F' est continue sur R .
5. Soit a > 0. Montrer que F est de classe C! sur |a, co[. En déduire que F est C! sur R%.

6. Soit (z,) une suite de réels strictement positifs ayant pour limite +oco lorsque n — +o00. Montrer que
(F(x,)) converge et déterminer sa limite. En déduire que F' a une limite en +o0.

7. Soit (z,,) une suite décroissante de réels strictement positifs ayant pour limite 0 lorsque n — +o0.
Montrer que (F(z,)) a une limite dans [0, 00] et la déterminer. En déduire que F' a une limite en 0.



Exercice 4. (Convergence dominée, version presque partout)
Pour tout n € N*, on considére f, :]0,1] — R définie par f,(z) = (cos (l))n pour x € 0, 1].

x

1. Montrer que f, est intégrable pour tout n € N*.

2. Etudier le comportement de la suite (f,(z)) pour z = 1/7.

3. Soit @ € ]0,1]. Montrer que |cos (2)] < 1 si et seulement si z ¢ { =,k € N*}.

4. Montrer qu’il existe un ensemble négligeable N tel que la suite (f,) converge simplement vers la
fonction nulle en dehors de N.

5. On pose I, = |;

10.1] fndX. Montrer que (I,,) a une limite et la déterminer.

Exercice 5. (Contre-exemple & la continuité sous le signe |[)
Soit f:] —1,1[x[0,1] — R™ définie par 0 si t <0 et pour ¢t >0 :

;%x &xE[O,%},
flto) =8 S(t—=) size]it],
0 si x €]t,1]

1. Montrer que la fonction f(t,-) est intégrable sur [0,1] pour tout ¢ €] — 1, 1].
2. Montrer que la fonction f(-,z) est continue sur | — 1, 1] pour tout « € [0, 1].

Pour t €] — 1, 1], on pose

Ft)= |  f(t,z)d\(x).
10,1]

3. Montrer que f(t,x) — 0 lorsque ¢t — 0, pour tout z € [0, 1].

4. Montrer que F(t) /4 F(0) lorsque ¢ — 0, ¢ > 0. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de
continuité sous le signe [ ?

5. Pouvez vous adapter I’exercice pour que F'(t) — F'(0), donc la continuité en 0 mais qu'il n’y ai pas
de domination ?



EXERCICES BONUS

Exercice 6. (Une intégrale, des paramétres) Soit f : R — R intégrable.
Pour tout y > 0 et z € R, on considere g, . : R — R définie par

_ yf(=@)
Qy,Z(I) - (,’E—Z)2+y2'

1. Montrer que pour tout y > 0 et tout z € R, la quantité suivante a un sens :
F(2) = [ gy-()dA@).
R

2. Soit @ > 0. Montrer que la fonction F' est continue sur [a, +oo[ X R. En déduire que F' est continue
sur ]0, +oo[ X R
Indication. Utiliser une stratégie analogue da celle de la preuve de théoréme de continuité des intégrale
a parametre : utiliser un critére séquentiel de continuité et appliquer le théoréme de convergence
dominée.

3. Montrer que, pour tout z € R fixé, F(y, z) — 0 lorsque y — +o00. A-t-on convergence uniforme ?

4. (Plus délicat) On suppose de plus (et uniquement dans cette question) que f est continue et bornée.
En utilisant les propriétés de I'intégrale de Lebesgue par homothétie, montrer que, pour tout z € R,
ona F(y,z) = nf(z) lorsque y — 0.

5. (Plus délicat et un peu long) Montrer que F est de classe C!.
Indication. On pourra utiliser (sans le redémontrer) le résultat suivant. Une application g : U C R? —
R est de classe C' si et seulement si ses dérivées partielles existent et sont continues sur U. Pour
montrer la continuité des dérivées partielles, on pourra utiliser une stratégie analogue da celle utilisée
dans la question 2.

6. (Plus délicat et plus long) Montrer que F est de classe C2.
Indication. On pourra utiliser (sans le redémontrer) le résultat suivant. Une application g : U C R? —
R est de classe C? si et seulement si ses dérivées partielles d’ordre 2 existent et sont continues sur U.

7. Montrer que F satisfait I’équation aux dérivées partielles
0’F 0’F
— + =5 =0.
022 Oy?

Exercice 7. (Continuité et dérivabilité des intégrales & parametres)
Soit f : R — R une fonction mesurable bornée et v : R — R la fonction définie pour tout z € R par

u(z) = /R e~ @=0% F(1)dA (1),

1. Montrer que u est bien définie.
2. Soit a > 0,
(a) Montrer que pour tout t € R et pour tout z € [—a,al,

—(x —t)* < —t? + 2alt|.

2
(b) Montrer que la fonction ¢ — e~ T t20ltl est bornée sur R.
(c) Montrer que u est continue sur |—a, a.
(d) En déduire que u est continue sur R.

3. Soit @ > 0, Montrer que u est de classe C* sur ]—a, a[. En déduire que u est de classe C! sur R.



