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Controle des connaissances 2

Relations, arithmétique, nombres complexes

A partir du 2 décembre 2024, au début d’un TD, votre enseignant.e vous soumettra quatre exercices,
choisis dans la liste ci-dessous. Vous aurez une heure pour y répondre. Le baréme est de cing points
par exercice.

Exercice 2.1. Sur I'’ensemble R?, on définit la relation R par :
(@, y)R(=,y) & a?+y?=a"+y”

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Représenter graphiquement dans le plan R? la classe d’équivalence de I’élément (0, 1).
Exercice 2.2. 1. On définit la relation R sur N par :

Ry <& JzeNy=zx+z

Montrer que R est une relation d’ordre. Donner une autre caractérisation de la relation zRy.
2. On définit la relation R sur Z par :

cRy & JzecZy=z+z2

Montrer que R est une relation d’équivalence. Combien y a-t-il de classes d’équivalence pour la
relation R.

Exercice 2.3. Soit S l’ensemble des suites de réels u = (uy)nen. Pour deux éléments u et v de S,
on définit
uRv & w=wvou (3ng €N (up, < vy, et Vn < ng,u, =vy))

Autrement dit, u = v ou uy, < v,, pour le plus petit entier ng tel que uy,, # vp,.
Montrer que R est une relation d’ordre total sur S.

Exercice 2.4. On écrit Z* pour Z \ {0}. Sur 'ensemble Z x Z*, on définit la relation R par :
(a,b)R(d',b') & ab =d'b

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z x Z*.

2. Soit I'application canonique p: Z x Z* — (Z x Z*)/R et

f Zxzr - Q
(a,0) — 7§



Montrer que pour tous (a,b) et (a’,b') dans Z x Z*, si (a,b)R(d’,V'), alors f(a,b) = f(da’,b'). En
déduire qu’il existe une application g : (Z x Z*)/R — Q telle que f =gop.
3. Montrer que g est une bijection.

Exercice 2.5. 1. Montrer que 96 et 37 sont premiers entre eux, et trouver u et v dans Z tels que

96u + 37v = 1.
2. On se place dans Z/967Z. Déduire de la question précédente un élément y de Z/96Z tel que
3T xy=1.

3. En utilisant ce qui précéde, résoudre dans Z/96Z 1’équation 37 x z = 8.

Exercice 2.6. 1. Montrer que 23 et 15 sont premiers entre eux, et trouver u et v dans Z tels que

23u + 15v = 1.
2. Soient x et y dans Z, on pose n = 23uy + 15vx ol u et v sont les entiers trouvés a la question

précédente. Montrer que n = x [23] et n = y [15].
3. Application : trouver un entier n € Z tel que n =5 [23] et n = 3 [15].

Exercice 2.7. On se place dans Z/7Z.
1. Calculer les premiéres puissances de 2 jusqu’a trouver un entier ng > 1 tel que 2" = 1.

2. Avec 'entier ng de la question précédente, montrer que pour tous ¢ et r dans N, ot _ 37,
3. Quel est le reste de la division euclidienne de 10'! par 3.
4. Montrer que 7 divise 910" 4 5.

Exercice 2.8. 1. Calculer la valeur de 2% pour tous les éléments x de Z/7Z.
2. Dresser un tableau avec la valeur de x2 4 y? pour tous x et y dans Z/77Z (on donnera les résultats

sous la forme 7 avec 0 < n < 6). A quelle condition a-t-on 22 +y? =07
3. Application : soient a et b dans Z. On suppose que 7 divise a? + b%. Montrer que 7 divise a et 7

divise b.
Exercice 2.9. Résoudre dans C l'équation 22 — 4z +4 4+ 2i = 0.

Exercice 2.10. Pour tout entier n > 1, on pose w, = €'77, a, = cos( g ) et by, = sin(g ).
1. Justifier que b, > 0 pour tout n > 1.

2. Trouver les racines carrées de w, sous forme trigonométrique.
3. Calculer les racines carrées de w,, sous forme algébrique. [On écrira le résultat en fonction de a,

et by, sans utiliser la question précédente.|
4. Déduire de ce qui précéde un expression de a,41 et de b, en fonction de a,, et b,.



