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TD IV — Convexité I

1 Généralités
Exercice 1.1 (TOPOLOGIE ET CONVEXITE). Soit C' une partie convexe de R™.

1. Soient x,y € C et t € [0;1]. On considére une suite (2, )nen d’éléments de C' qui converge vers = et
une suite (ypn)nen d’éléments de C' qui converge vers y. Alors, pour tout n € N,

Zn = Tp + t(yp — xp) € C
et z, — x +t(y — x) quand n — +o0, donc x +t(y — z) € C.
2. Soient x,y € C et t € [0;1]. Posons z = & + t(y — x) et considérons § > 0 tel que B(y,d) C C. Soit
2’ € B(z,t0). Posons ¢y =y + (2/ — 2)/t € B(y,0) C C. Alors

r+ty —x)=x+ty+ (2 —2)—tx
=z+tly—x)+2 —2
=2,
Ainsi, 2’ est combinaison convexe de deux points de C' donc est lui-méme dans C. Autrement dit,

B(z,t0) C C et z est donc bien dans l'intérieur de C. En conclusion, l'intérieur d’un convexe est
convexe.

3. Soient C et D deux parties convexes. Soient z,y € C N D et t € [0;1]. Alors, z + t(y — x) € C par
convexité, et de méme = +t(y —x) € D. Donc x + t(y — z) € CN D, ce qu'il fallait démontrer.

Exercice 1.2 (INEGALITE DES PENTES). 1. On a

() = DO _JO 2@ ),

2. Posons A\ = % ‘est un nombre compris entre 0 et 1 par hypothese, et

—x T —a a—xa—+ Yy —ya
N+ (1-Ny=2L"Lay y =" vy—y
y—a y—a y—a

On a alors, par convexité de f,

f(x) = f(Aa+ (1= A)y)
<Af(a) + (1 =N f(y)
Y

— T r—a

— f@)+ = —fw).

3. Le raisonnement est le méme qu’a la question précédente, excepté qu’il faut cette fois poser A = z_;;



4. Soient x < y et supposons que a < x. Alors, d’apreés une question précédente,

- 11 1
f(y) y—= B
Sy—a  W-aE-0 r—a
fly)  y—r—(y—a)

y—a ' Goa)e—a)
_ Sy fle)

y—a y—a
:ga(y)'

On procede de méme dans lescas z <a < yet x <y < a.

Exercice 1.3 (EXEMPLES DE FONCTIONS CONVEXES). 1. Les dérivées partielles de f sont

8f_ a—1, 1—-« ﬁ_ a —a
o~ Y & ay—(l a)r®y~ Y,

d’ou

ala—1)r*2yl=* ol —a)z ly=@ —g0 2yl pasly—a
Hf(.ilf,y) = < a(l _ a)xaflyfa —a(l _ a)xayfozfl = a(l - Oé) .,L.afl —a _ 0, —a—1 .

Le déterminant de cette derniere matrice est
det(Hf(ac,y)) — x2a—2y—2a . l,2a—2y—2a =0.

Par conséquent, cette matrice n’a qu’une seule valeur propre non nulle si (z,y) # (0,0). Comme sa
trace est égale & —x22¢y1=* — %~ < 0, on en déduit que cette seule valeur propre est négative,

donc que la fonction f est concave.

. On calcule les dérivées partielles

@ — _ Yoy = @ _ . S _ 1-y
B ala+ (1 —a)y’z7) & 9y (1—-a)(ax"y "+ (1—a)) 7,
d’ou
A 1— Y 12y
29 (0) = L2 (a1 = )y (a4 (L= aa)
=—a(l—a)(l— 'y)yvx_v_l (a +(1- a)y%;—v)%
82 ]. - o~ _ 1—2v
% a0 = (=) 2 ) (- 0)
1—2~
=—a(l—a)(l- w)aﬂy_"’_lxl_%’y%_l (a +(1- a)gﬂm_V) I
— —a(1—a)(1 = )2y (a4 (1 —a)ya™)
0? 1-— _ _ o 1-2y
ayg:c (#,9) = a—9(1 — @)™y (a+ (1 —a)y?a™7) =

1—2~

=a(l—a)(l— ’y):cf'yy'yfl (a +(1- a)y'yx*”) 2!




On en déduit que

N R A L L A F Ve
Hg(l‘,y) = a(l - a’)(l - 7) (CL + (1 - a)y’yx 7) 7 < m‘”y“"l _xl—'yyy—Z :

Le déterminant de la matrice ci-dessus est égal a

det(Hy(x,y)) = zy b — a2,

Cette quantité est positive si et seulement si 22771 > y?Y~1 et négative si et seulement si 27T < >~ 1,

Comme aucune de ces deux inégalités n’est vérifiée sur tout R2, la fonction ¢ n’est ni convexe, ni
concave.
2 Optimisation
Exercice 2.1 (ECHAUFFEMENT). On considere, pour a € R, la fonction f : R? — R définie par
folz) = 2% + % — azy — 22 — 2.

1. On calcule d’abord le gradient de f, :

2r —ay — 2
Vfa(x,y): ( 2y—a§c/—2)’

dont on déduit la Hessienne de f :

Hy, (z,y) = ( _2a _2a )

On notera que cette matrice ne dépend pas de x ni de y, ce qui est normal puisque la fonction est
quadratique.

2. Le déterminant de la Hessienne est 4 — a2, donc pour que cette matrice soit positive il faut que
a € [—2;2]. De plus, la trace de la matrice est 4 > 0, donc si les valeurs propres sont de méme signe
elle sont positives. Ainsi, f, est convexe si et seulement si a € [—2;2].

3. Comme f, est convexe, pour trouver le minimum, il suffit d’annuler le gradient. Rappelons que

20 —ay — 2
Vi = (3.

Si ce vecteur est nul, alors en soustrayant les deux lignes on trouve (2 + a)(x —y) = 0 donc =y, ce
qui donne finalement

J— 2 J—
T=5_—_ =Y
Le minimum correspondant est alors
8 —4a 8
fa('ray) = (2 —CL)2 - (2 _a>
_ —8+4a
S 2-a)?

4. (a) Ona

fa(xvy)—;<Hfa(§),(§>>:—2x—2y.



(b) Sila| > 2, alors la matrice Hy, a une valeur propre strictement négative A puisque son déterminant
est strictement négatif. Si v = (¢, yp) est un vecteur propre associé, alors

fa(txo, tyo) = (Hy, tv, tv) — 2t(xo + yo)
= M2||v||? — 2t(wo + yo)
=t (tA(25 +y5) — 2(z0 +y0)) -
Cette quantité tend vers —oo quand ¢ tend vers o0, donc f, n’a pas de minimum global.

5. Pour a = 2, on observe que V f; ne s’annule jamais. En effet, on aurait sinon 2(z —y) = 2 = 2(y — ).
Pour a = —2, on peut remarquer que f_s se factorise de la fagon suivante :

foo(z,y) = 2° + y? + 22y — 2(z + )
=(z+y)P?—1-2x+y)
:(x+y—1)2—2.

On voit alors que f_o a pour minimum —2, qui est atteint en tout point tel que =z +y = 1.

Exercice 2.2 (MINIMISATION SUR UNE BOULE). Pour a € R" et p > 0, on considere la fonction f : R — R
définie par .
f(@) = el + (a,2).

On cherche & minimiser f sur la boule fermée Bf(0, p).

1. La boule fermée étant compacte et f étant continue, cette derniére y admet en particulier un minimum
global.

2. Le plus simple est de poser h(x) = ||z]|* — p?.

3. Il faut d’abord calculer les gradients, en notant que le gradient de la fonction z + ||z[|? = (z, x) est la
fonction x — 2x. Ainsi, les conditions KKT sont

)
(=i

2elel’y 4 ¢
|l? - p?
p(llz)* = p?)
1

8

NN

4. On suppose p # 0.

(a) Comme p # 0, on a d’apres la troisieme condition |z|? = p? et donc par positivité ||z|| = p. La
premiere condition devient alors ,
(2¢? —2u)x = —a,

qui en prenant la norme (et en utilisant le fait que p < 0 donc 2P’ — 2 > 0) donne la relation
attendue.

(b) La relation précédente donne
W= _M + ePQ
2p ’
qui réinjectée dans la premiere condition donne finalement

_ b
Tr=———-a.
lall

On remarquera que ce point est bien dans B¢ (0, p).



(c) 11 faut et il suffit que [ja|| > 2pe?”.
5. On suppose maintenant u = 0.

(a) Il suffit de prendre la norme de la premiere condition puisque le terme avec p s’annule.

(b) La fonction ¢ est continue et méme dérivable. De plus, on a ¢(£) = 2e'* + 4t2¢"” > 0, donc ¢ est
strictement croissante. Comme en outre ¢(0) = 0 et ¢(t) — 400 quand ¢t — 400, on conclut que
¢ est bijective par le THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES.

(c) La premiere condition nous dit que z est négativement colinéaire & a, donc

]
lall

Or, d’apres ce qui précede, ||z|| = ¢~ 1(||al|), donc

e~ (llall)

(d) Pour vérifier la contrainte, il faut que ||z|| < p, c’est-a-dire que ¢~ !(||al|) < p. Comme ¢ est
croissante, ceci est équivalent 2 |ja|| < p(p) = 2pe?”.

6. Remarquons que la fonction x — (a, z) est convexe car elle est linéaire, et qu’il suffit donc de montrer
que T — elel® est convexe puisqu’une somme de fonctions convexes est convexe. Or, la fonction
x > ||z]|? est convexe et la fonction exponentielle est convexe et croissante, donc leur composée est
convexe.

7. Par convexité, dés qu'un point vérifie les conditions KKT, on a un extremum global. Or, si ||a| > 2pe?”
alors le point —pa/|al| vérifie les conditions, et si |la]| < 2pe?”, le point —p~1(||al|)a/||a|| vérifie les
conditions. Nous avons donc dans tous les cas trouvé un point auquel le minimum global est atteint.
Dans le premier cas, ce minimum vaut e 7" — p|al| et dans le second cas, il vaut

lall

-1 2
e lel®) _ gl o~ (lla]) = —
lalle™"(llall) 2ol

— Jlalle™ (llall).

Exercice 2.3 (RADIO LONDRES). 1. Le Lagrangien est

n n n
£(3§'1, Ty My (15 0 7,un) = Zln(al +l‘z) — M (Z$l - 1) + Zlu’lml
=1 i=1 i=1

et les conditions KKT correspondantes s’écrivent

1
o; + x;

==
iz = 0

La fonction f est concave et les contraintes sont affines, donc en particulier convexes. D’apres le cours,
les conditions KKT sont alors suffisantes pour avoir un maximum global.

2. Pour tout 7 on a

+ i
o + x; H

Comme p; > 0, on a bien p > 0.



3. Supposons tout d’abord p; = 0. Alors,

1
Ty = — — Q4

mais cette quantité n’est positive que si p < 1/a;. Ainsi, si > 1/, on ne peut avoir p; = 0 et par

conséquent on a x; = 0. Pour résumer

1
——q; si p<1/a;
-

(A

0 sip>1/q

4. Il suffit d’observer que le résultat de la question précédente peut s’écrire
r;=max | 0,— —a; | .
I

n
F:tt—)Zmax(O,t—ai)

=1

5. La fonction

est continue et strictement croissante. De plus, F'(0) = 0 et F(t) — 400 quand ¢ — 400, donc par
le THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES, il existe un unique to > 0 tel que F(tp) = 1. Alors,
i = 1/tp donne 'unique maximum de f.

Exercice 2.4 (METHODE DE PENALISATION). Soit f : R™ — R™ une fonction strictement convexe telle que

f(x) = +o0.

im

ll]|—+o0

Pour une matrice H € M,,,(R), on s’intéresse a 'optimisation de f sous les contraintes Hz < d.
1. Par linéarité, si x,y € D et t € [0;1], on a

H(tz+ (1 —t)y) =tHx + (1 —t)Hy
<td+ (1—1t)d
=d.

. Ainsi, D est bien convexe.

2. L’unicité du minimum découle de la convexité stricte de f.

3. Pour € > 0, on définit une fonction f.: U — R par
1
fe(z) = f(2) + 5 |max(Hz — d, 0)[1*.

(a) L’application z — Hx — d est convexe, de méme que la norme au carré et que ’application
t € R +— t2. 1l suffit donc de montrer que 'application s € R + max(s,0) est convexe pour
conclure par composition. Nous allons pour ce faire distinguer plusieurs cas :

e Sis1,s9 <0, alors ts; + (1 — t)s2 < 0 donc 'inégalité de convexité se réduit a 0 = 0.

e De méme, si s1, s9 > 0, alors I'inégalité de convexité est trivialement vérifiée.



(b)

(b)

e Si maintenant s; < 0 et s2 > 0, on a pour t € [0; 1]

max(ts; + (1 — t)s2,0) < ts1+ (1 —t)s9
(1 — t)SQ

= tmax(s1,0) + (1 — t) max(s2,0)

<
<

et I'inégalité de convexité est encore satisfaite.

Considérons la fonction F : s € R — max(s,0)2. Elle est dérivable en tout point de R*, de dérivée
s +— 2max(s,0) puisqu’elle coincide alors soit avec la fonction nulle soit avec la fonction carré.
EnOon a

F(h)—F0) [ h si h>0
h 10 si h<O
qui tend vers 0. Ainsi, F est dérivable sur R et F'(s) = 2max(s,0), ce qui signifie qu’elle est

méme de classe C!. Considérons maintenant, pour 1 < k < n, la fonction Gy, : 2 +— F((Hx —d)).
Elle est de classe C' par composition, et

9G, (z) = d
8:@ N 6.70@

n
F Zij.’L’j — dk
j=1
= Hy;2 max((Hz — d)g, 0).

Pour conclure, il suffit de remarquer que

= ZHMQ max((Hx — d)g,0)
k=1
= (H"2max(Hz — d, 0))k .

La fonction f. est strictement convexe et tend vers 'infini a I'infini, donc elle a un unique min-
imum. Rappelons pourquoi. Posons M = f(0) et remarquons que comme f tend vers I'infini,
il existe 7 > 0 tel que f(x) > f(0) des que ||f(z)|| > . Comme la boule fermée Bf(0,r) est
compacte et que f est continue, elle y admet un minimum que nous noterons m. Alors, on a
m < M et pour tout x € U,

e Si||z]| <, alors f(x) > m par définition d’un minimum ;

e Si||z|| > r,alors f(x) > M > m.

Ainsi, m est bien un minimum global de f.

On a par définition f(z¢) < fe(we). De plus, par minimalité, fc(z.) < fo(Z). Mais comme T
appartient & D, on a max(Hz — d,0) = 0, donc f(z) = f(Z), ce qui conclut.

Supposons maintenant que (x.) n’est pas bornée. Alors, il existe une suite (e,)nen telle que
| ze,, || = +00. Par conséquent, f(z.,) — 400, ce qui contredit le fait que cette suite est bornée
par f(Z).

Considérons la suite (1, )nen. Elle est bornée, donc elle admet une sous-suite convergente.



(¢) Comme z, est un point critique de f,, on a pour tout € > 0 que
2H'F(Hx. —d) =0
et donc en passant a la limite que
2H'F(Hzxo — d,0) = 0.

Comme H? est injective, on en déduit que Hxg — d = 0, c’est-a-dire que xg € D. Mais alors,
linégalité f(xo) < f(x) obtenue en passant a la limite dans la question précédente donne par
unicité xg = 7.

Nous avons montré que (z¢). posséde une unique valeur d’adhérence et ceci implique qu’elle
converge vers cette valeur.

Exercice 2.5 (THEOREME DE SLATER ). On considere la fonction f : R? — R définie par

flay)=e
qu’on veut minimiser sous la contrainte h(z,y) < 0, ou h: R x R} — R est définie par
2
x
Yy

1.

2.

La fonction (x,y) — —z est linéaire donc convexe, et la fonction exponentielle est convexe et croissante,
donc f est bien convexe. Quant & h, son gradient est Vh(z,y) = (2x/y, —2%/y?) et sa Hessienne

2/y  —2z/y?
H = .
n(z,y) < —2:):/3/2 sz/yzﬂ
Son déterminant vaut 0 et sa trace est positive puisque y > 0. Ainsi, Hy(x,y) est une matrice positive,
ce qui d’apres le cours implique que h est convexe.

Il suffit maintenant de constater que la contrainte ne peut étre satisfaite que pour x = 0, ce qui donne
1 comme valeur du minimum de f.

(a) Le Lagrangien du probléme est

332

£(x,y,,u) =e " - M?

Comme g < 0, cette quantité est toujours positive. De plus, elle tend vers e™* quand y — +o0,
et cette derniere quantité tend vers 0 quand z — —oo. Ainsi, on a

fH () =0,

avec pour seule contrainte p < 0. Le maximum est donc 0, atteint pour n’importe quelle valeur
de p < 0.

(b) Par définition, le saut de dualité est la différence entre les valeurs optimales du probléme primal
et du probleme dual :
S=1-0=1>0.

Comme il n’est pas nul, le probleme ne vérifie pas la dualité de Lagrange forte, ce qui signifie que
les hypotheéses du THEOREME DE SLATER ne sont pas satisfaites. De fait, il n’existe pas de point
tel que h(z,y) < 0.



3 Optimisation quadratique

Exercice 3.1 (MEILLEUR ANTECEDENT PAR UNE MATRICE NON INVERSIBLE). Soit A € M,,(R) une ma-
trice et b € R™. L’équation Au = b n’ayant pas nécessairement de solution, on cherche la “meilleure
approximation” possible en minimisant la quantité ||Au — b sur w.

1. Il s’agit de minimiser la fonction f : R™ — R définie par

f(x) = [|Au—b]?
= (Au — b, Au — b)
= (Au, Au) — 2(Au, b) + (b, b)
= (A" Au,u) — (u, 2A%) + ||b]|2.

On a donc bien un probleme d’optimisation quadratique. De plus, on peut oublier le terme ||b[|?, qui
n’influe pas sur I'existence d’un minimum ni sur les points auquel il est atteint.

2. La matrice A*A est symétrique positive, donc le probléme est convexe. De plus, u réalise le minimum
si et seulement si le gradient s’annule, c¢’est-a-dire si et seulement si

Al Au = A'b.

3. Soit x € R™. On peut le décomposer sur la base de vecteurs propres de A'A :

n
xTr = E T;U;.
i=1

Alors d’une part,

<Z Aiviv;?) (x) = Z Aivivf(l’jvj)
i=1

4,j=1
n
= Nz
i=1

et d’autre part

At Ax = Z x; A Av;
i=1

n
= E xi)\ivi.
i=1

d’ou 'égalité.

4. On a

P = (En:)\ivivf> ( i ;vlvf)
i=1

i=ig+1 "

n n 1
= < Z Awwf) ( Z )\lvlvf)
i=ig+1 i=ig+1



Comme Tm(A?) = ker(A)*, z € Tm(A?) si et seulement si  est une combinaison linéaire de vecteurs
propres associés & des valeurs propres non nulles. Autrement dit, 'image de A’ est engendrée par les
vecteurs (v;)i>;, qui en forment un base orthonormée. Et P est exactement la projection orthogonale
Sur ce sous-espace.

5. On sait que le minimum est atteint en un point u tel que
AtAu = A'b.

Or,

1

A ( Z vag) Alb = P(A')
i=10+1

d’ou le résultat.

Exercice 3.2 (CONTRAINTES QUADRATIQUES). On considére la fonction f : R? — R définie par

flx,y) = 2% +y.

= (30) <o (0)

La matrice A est positive, donc f est convexe. Par contre, on a

(0:3)

r(300+ 3100 - 00])

1. Il suffit de poser

£(0,0) + 3(0.1) = £(0,0)) =

e

donc f n’est pas strictement convexe.
On considére maintenant I'ensemble D = {(z,y) € R? |22 + 2 < 13 & z+y > —1}.

2. (a) Voici la figure




(b) 11 s’agit de l'intersection d’un disque et d’'un demi-plan, qui sont tous les deux convexes. C’est
donc bien une partie convexe.

(¢) On pose, en faisant attention aux signes,

hi(z,y) =2® +y> =13 & ho(z,y)=—-1—2 —y.

3. On calcule les gradients des contraintes :

2z

Vhi(z,y) = ( 2 ) & Vha(r,y) = < j )

Il suffit de vérifier la qualification quand les contraintes sont actives. Si seule h; est active, le gradient
est alors non nul, donc c’est bon. De méme si seule hy est active. Si les deux contraintes sont actives,
alors on est sur I'un des deux points d’intersections du disque avec le demi-plan. Ces deux points
ont pour coordonnées (2,—3) et (—3,2) et on voit alors directement que la qualification linéaire des
contraintes est vérifiée.

4. Les conditions KKT sont nécessaires puisque les contraintes sont qualifiées et suffisantes parce que la
fonction est convexe. Elles s’écrivent

2x = 2zu1 — Yo

1 = 2yu1 — 2
may?-13) = 0
po(-l—z—y) = 0

5. Il faut distinguer suivant les contraintes qui sont actives.

e Si aucune contrainte n’est active, la seconde équation n’a pas de solution.

e Siles deux contraintes sont actives, alors on est au point (2, —3) ou (—3,2). Dans le premier cas,
on a alors le systeme
{ 4 = A — p2
I = —6p1—pe
En soustrayant la seconde ligne a la premiere, on obtient 3 = 10u; ce qui contredit g1 < 0. Dans
le second cas, on a le systeme
{ 6 =~ —
I = 4 —pe
En soustrayant cette fois la premiere ligne a la seconde, on obtient 7 = 10u1, qui contredit une
nouvelle fois p1 < 0.

e Si seule la premiére contrainte est active, alors la premiere équation s’écrit 2(1 — )z = 0, qui
n’a pas de solution si  # 0 puisque p1 < 0. Par conséquent, z = 0. Quant a la seconde équation,

comme ps = 0 elle implique alors que y < 0. On doit donc avoir y = —+/13, mais le point
(0, —V13) n’est pas dans D.

e Si seule la seconde contrainte est active, alors la seconde équation donne ps = —1 et la premiére
par conséquent = 1/2. Comme de plus on doit avoir z +y = —1, on a y = —3/2, qui est bien
dans D.

En conclusion, il n’y a qu’un point critique sous contraintes, a savoir (1/2,—3/2) et le minimum est
par conséquent atteint en ce point et vaut



Exercice 3.3 (CONTRAINTES D’EGALITE LINEAIRES %). 1. Les contraintes sont données par les fonc-
tions g; : © — (Gx); — ¢;. Ces fonctions sont de classe C! car linéaires, et le gradient de g; est la
fonction constante égale au vecteur Lf, ou L; est la i-me ligne de la matrice G. Par conséquent la
famille des gradients des contraintes est libre si et seulement si la famille des lignes de G est libre. Or,
celle-ci est libre si et seulement si elle est génératrice, et génératrice si et seulement si G est surjective.

2. Soit A; la plus petite valeur propre de A. Alors, pour tout = € R”, ||f(x)| = Aill=||* — ||b]|||=]]. T
suit que la fonction f tend vers +o0o quand ||z|| tend vers +oo, donc elle admet un minimum global.
Comme de plus f est strictement convexe puisque A est définie positive, ce minimum est unique.

3. On applique la méthode des multiplicateurs de Lagrange : si le minimum est atteint en € R™, alors
il existe A1, -+, Ay € R tels que

P
V(@) =) AiVgi(@),
i=1
c’est-a-dire
AT +b=G"'\
ot A= (A1, , ) € RP. Cette équation donne ¥ = A~H(G'A —b).
4. 1l suffit de prendre en compte la contrainte : on doit avoir
c=Gz
=GAIGIAN—-GA™ Y,

ce qui peut également s’écrire GA™'G'A = ¢+ GA~'b. On sait que f admet un minimum, donc un
tel \ existe.

5. Pour tout y € RP, on a
(GAT'G(y),y) = (AT'G'(y), G (y)) > 0

puisque A~! est définie positive. Ainsi, GA™IG? est définie positive et en particulier inversible. On a
donc A = (GA™1G?) "L (c + GA™1b) et en remplacant dans I'expression précédente, on conclut que

T=AT'G'N— AT
= A7 IGcATIG) e+ ATGN (GATIGH) TtGAT D — AN,

6. Nous avons montré plus haut que f tend vers +o00, donc elle n’a pas de maximum.

Exercice 3.4 (UN PEU DE DUALITE % ). On considére le probléme de minimisation de la fonction f : R? — R
définie par
fla,y) =2® + 3

sous les contraintes z +y =1et x > 0.

1. Le Lagrangien du probléme est

L((z,y),\p) =2 +y* = Mz +y—1) — p(—2)
= (@® = A+ pwz)+ (1* — My) + A



2. Pour déterminer le probleme dual, il faut minimiser £ par rapport & la variable (x,y). Comme on
le voit, on peut minimiser indépendamment selon x et y. Dans les deux cas, on doit minimiser une
fonction de la forme ¢ — 2 — at. La dérivée de cette fonction est est 2t — o, qui s’annule pour t = a /2.
Ce point critique est un minimum global par convexité de la fonction, et la valeur de ce minimum se
calcule directement pour donner —a?/4. Ainsi, comme pour  on a o = A + 1 et pour y on a a = \,

la fonction duale est
A+p)? N

Frvp) == 2

Aucune contrainte n’est apparue lors de la minimisation, il ne reste donc que la contrainte p < 0.
3. On cherche maintenant a résoudre le probleme dual.

(a) L’ensemble {(A, p) | < 0} est un ouvert, donc si f* admet un maximum local sur cet ensemble,
son gradient s’y annule. En particulier,

o=

(A, )

De méme, on doit avoir

Ainsi, p = —Xet donc A =2 et p=—2.
L’unique point critique de f* est (2, —2), et comme f* est concave elle a un maximum global en
ce point et f*(2,-2) = 1.

(b) Si g = 0, on cherche le maximum de la fonction A ~ A — A\?/2. En dérivant on voit que le
maximum est atteint en A = 1 et vaut 1/2.

(¢) En comparant les deux valeurs obtenus, on voit que le maximum de f* sous la contrainte p < 0
est 1.

4. Commengons par vérifier les hypotheses du Théoreme de Slater : la fonction f a optimiser est convexe,
les contraintes d’égalité sont linéaires et les contraintes d’inégalités sont linéaires donc convexes et de
classe C'. De plus,

(a) Le point (1,0) satisfait les contraintes et vérifie h(z) < 0;

(b) La fonction g est surjective, donc son image est R et 0 en est bien un point intérieur.

On peut donc appliquer le THEOREME DE SLATER qui affirme que le minimum du probléme primal
est égal au maximum du probleme dual, c’est-a-dire —1/2. On sait que ce minimum sera atteint en
un point pour lequel les multiplicateurs seront donnés par le maximum du probleme dual. Ainsi, en
écrivant les équations KKT on doit avoir

2 = A—p =1
20 = A =1

Autrement dit, z = y = 1/2, qui donne bien 1/2 comme valeur de f.
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