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Licence 3

>
Liconce 3 > Institut Villebon
Analyse 1 k
Intégrales généralisées : définitions, calculs
1. Rappels : primitives usuelles & connaitre. Déterminer les primitives des fonc-
tions f définies par les relations suivantes :
1
a f(t)= 1 i f@) =1, neZ;
b. f(z) = cosx ; o fl@)=aY, yeR;
c. f(y) =siny; k. fly)=2¥, 2>0;
d. f(s) =cos®s sins ; L f(z) = 1 ;
e. f(xr)=cos’z; x+41
f. f(z)=Inx m. f(t) = ;
’ t+4)(t—3
g-f(y)zeyl; £ ( 1)( )
n. f(y) =
h. — 2
f(a) 7z l+y
Réponses.

L F(t)=l|t|+C, CeR;

(
F(z)=sinz+C, CeR;
F(y)=—cosy+C,CeR;
4
F(s):—COZ 40, CER;
in 2
. F(x):§+81n4x+C,CER;

Utiliser que cos 2z = 2cos?z — 1 et donc :

cos?z = (1 + cos2x)/2.
Flz)=zlnz—2+4+C,CeR;

. Fy)=eY+C,CeR;
.F(a):*éaJrc,c@R;

i. Sin#—-1: F(z)=2""/(n+1)+C,C€R

Sin=-1: F(x)=lnhz+C,CeR;

j. Remplacer n par y dans ce qui précéde.
. Noter que z¥ = eV %,

y
Sim#l:F(y):hai—w—&—C,CeR;
cFy)=y+C,CeR;

Siz=

. Fz)=In(zx+4)+C,CecR;
1 1 1

t+4)(t—3) Tt=3)  T(t+4)"
1 t—3
F(t) = =1 R ;
) =7 t+4‘+c’ce :
F(y) = arctany + C, C € R.



2. Rappel : calcul d’intégrales. Calculer les intégrales suivantes.

3 ™
a.I:/(x2+2)daz; g.I:/ e’ cosw dr ;
0 0
(n+1)m " ¢
b. In:/ sint dt ; h. I(t / 2z % dr ;
nm
3/2 .
c. I:/ cos(mt) dt ; 1. :/ lnt
0 2
d. I :/ xcosx dx ; J- :/1 1+2y
t hl
= 5 dt; k. I—/ ;
o 24+ 4 0 1+2€z
fowxI(a)= [ dt (IPP) Lo«1 /3 dz
. (a ; . = T
0 t2 +1)2 0o 1++vVax+1
Solutions.
g. Deux ipp successives conduisent & : [ = —e™ — 1 — 1.
a. I =15, Donc: I =—(n+1)/2;
b. I, =2(-1)"; 2
n ( ) ; h. I(t) = = (14 (nt — 1)e™) ;
c. [=-1/m; . ¢
i. I=1/2;
1 jo ————— =~ ; I =1n(6/5
e. I(a) = 3 In(a® +1) ; b STy Ty T iaay WA
2 ¢ k. Le changement de Varlable y = e” raméne a 'intégrale
f. (2 1) =1 2+ 1) ; IPP - précédente ; ' o '
a arctan a 1. Changement de variable y = v/x 4+ 1 puis décomposi-
I(a):_2<a2_|_1)+ 9 tion : i :1+y— L = —L.
14y 1+y 14y 1+y

Finalement : I =2 —In 3.

3. Intégrales généralisées : intégrale sur [a,+oo[ d’une fonction continue sur
[a, +0o[. Dans chacun des trois cas suivants :

e déterminer 'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction a intégrer est définie et
continue ;

e calculer I(c) ;

e si la limite existe, calculer lim._, 1 I(c).

€dt
a. I(c)= | —,avec a € RT.
1t

C
b. I(c) :/ e “dz, avec a € R.
1

dz

C
e = | 2 € R
c. I(c) /2 w(nz) avec o

Solutions.

a. La fonction est définie et continue sur 0, +oof ;
e Sia#1:1I(c)=:1(c'"*—1). Donc :
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— Sia > 1: ¢ 7 tend vers 0 quand c tend vers I'infini donc : lim._s o0 I(c) =

_1
a—1"

— Sia < 1: ¢ 7 tend vers +oo quand ¢ tend vers I'infini donc : lim,_, o I(c) =
+o00.
e Siao=1, I(c) =Ine donc lime—s 10 I(c) = +00.
La fonction est définie et continue sur R.
b. e Sia=0:1(c)=c—1donclim., - I(c) =+0c0.

e Siao#0: I(c)=(1—e*)/a. Donc :
— Sita>0:lim o I(c)=1/c.
— Sia<0: lime,i00 I(c) = 400.

c. La fonction est définie et continue sur |1, +-00[ ; Le changement de variable y = Inx
méne a : I(c) = /lh;c y—a Comme a la premiére question, on trouve :
e Siaa=1: I(CI; =In(lnc) — In(In2) et lim,, o0 I(c) = 400 ;
e Sia>1:1I(c)=(lnc)'"*— (In2)1" et lime 400 () = (1na2111*a ;

e Sia<1l:1I(c)=2(lnc)"™® — (In2)'~* et lim, s, o I(c) = 400.

-«

Définition : Intégrale généralisée sur un intervalle [a, 00|

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, +oo et soit I(c) = [ f(t) dt,

pour ¢ > a.

Si I(c) admet une limite quand ¢ tend vers
+00, on la note : [7°° f(t)dt. Ainsi :

'Jr'X:
/ F(t)dt = lim

Ja c—+o0 ’ f

Attention : cette limite n’existe pas tou-

jours. >
RN o’ %
a c 1
—+o00
Quand cette limite existe et est finie, on dit que l'intégrale f(t)dt est

a
convergente. Dans le cas contraire, I'intégrale est dite divergente.

4. Exemples

“+00 dt “+o00 +o00 1
/ 5 =1 / costdt n’est pas définie / e 3Ty = 56
1 t T 2 3e

5. Intégrales généralisées : intégrale sur un intervalle ]a,b] d’une fonction
continue sur |a,b|. Dans chacun des trois cas suivants :



e déterminer U'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction & intégrer est définie et
continue ;

e calculer I(c) ;

e si la limite existe, calculer lim._,o I(c).
(a) I(c)= / a0 Avec o€ Rt (b) I(c) = / Inz dz.
C &

Solutions.

a. La fonction est définie et continue sur |0, 1] ;

e Sia#1:1I(c)=:(1—-c"%). Donc :
— Sia <1 : ¢~ tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 donc : lim. ¢ I(c) =
1

l1—a-
— Sia>1: 7 tend vers +0o quand ¢ tend vers 0 donc : lim. o I(c) =
+00.
o Siao=1, I(c) = —Inc donc lim. 0 I(c) = +o0.

b. La fonction est définie et continue sur |0, 1].

I(c)=[zlnz —z]l = -1 -clnc+ec

Nous savons que cln ¢ tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, donc : lim._,¢ I(c) = —1.

Définition : Intégrale généralisée sur un intervalle lﬁorné la, b]

Soit f une fonction continue sur un intervalle
semi-ouvert |a, b] et soit I(c) = fcb f(t) dt, pour
¢ €]a,b]. Si I(c) admet une limite quand ¢ tend
vers a, on la note : fab f(t)dt. Ainsi :

b f
f(t)dt = lim . <
@ c—at
<
Attention : cette limite n’existe pas toujours.
_ - +
a ¢ b
+oo
Quand cette limite existe et est finie, on dit que l'intégrale f(t)dt est

a
convergente. Dans le cas contraire, 'intégrale est dite divergente.

Attention : une intégrale généralisée est définie comme une limite. Si cette limite
n’existe pas, l'intégrale généralisée correspondante n’a pas de sens. Par exemple,
A . ~+00 B . . . L .

Iécriture _]0 cosz dx n’a aucune signification mathématique.
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6. Premiers exemples Les intégrales suivantes sont des intégrales généralisées. Pourquoi
7 Quelle est la définition précise de chacune d’entre elles ? Calculer ces intégrales

quand c’est possible.
/ — = 7 / Intdt= 7
0 \/7E 0

Réponses. Ces intégrales sont généralisées car les fonctions & intégrer ne sont pas
continues sur l'intervalle fermé [0, 1] mais seulement sur 'intervalle |0, 1]. On a :

Lt i Lt
= lim

e 29
0\/E C_>Oc\/i

et

1 1
/ Int dt = lim Int dt = -1
0

c—=0 J.

(calculs fait & I’exercice précédent).

7. Mémes questions que dans l'exercice précédent.

1
a. I:/ ?Inz de. ;
0

1
b. I(s):/ z’lnzdr, s e R;
0

+o0 d
C.I:/ 27/!/,
0 y+1

oo dx
d. I(y) = _

+oo d
e. I:/ @ ;
0 et 4+ e %

+oo
f. I:/ __ 8T g
o (2+sinx)?

1
Inz
.**I: 7dl‘
& /0 (1+ )

—+o00
h. 1:/ Ay
1 y(1+42y)

+o0o
i. I(p):/ xePdr,peR;
0

“+00
j- I(p) :/ sinx e % dx
0
—+o00
k. I_/ dr
2 TVT

€ dt
1. I = .
/1 tvint




Réponses.

a. Fonction pas définie en 0.
1
1
I =lim z?Inx de = —=. Faire une ipp et utiliser le fait que ¢3In¢ — 0 quand
c—=0 /. 9
¢ — 0 (croissances comparées).
b. Fonction pas définie en 0. Se traite comme ’exemple précédent.
1
1
I(s) =1 °1 =
(s) lim Cw nx dx ek
c. Intervalle non borné.
: ¢ dy
I = lim 5 =m/2;
c=too fog 14y
d. Intervall bomé. I(y) = lim [ —%  — " (@ t de variabl
. Intervalle non borne. (y = C_EEIOO ) m = @ Changemen € variaple
u = 2xy).
e. Intervalle non borné.
) ¢ dr ™ . _
I = lim ———— = — (changement de variable : u=e"7).
c=+oo Jo eP+e A4
¢ cosw
f. Intervalle non borné. L’intégrale I n’est pas définie car la quantité / ——dx =
o (24 sinz)?
L 1 ’ de limit dec— +
— — ———— n’a pas de limite quand ¢ 00 ;
2  2+4sinc P d ’
L' Inz
g. Fonction pas définie en 0. I = lim I, avec I, = ——— dx. IPP. I. =
c—0 c (1 + .%‘)2
In(l14+¢)—In2— <1j_> Inc. Croissances comparées : [ = —In2.
c
h. Borne infinie. Il faut décomposer la fraction en éléments simples :
112
y(1+2y) vy 1+2y
(&
d
On obtient : I = lim .
etoo Ji y(1+2y)
1
= lim In ¢ —In(z) =In3—1In2.
c—+00 1+ 2¢ 3
i. Borne infinie. IPP :
C
1
— 1 —PT o —
I(p) C£I+noo ; x e P* dx el
j. Borne infinie. Double IPP :
C
1
I(p) = lim sinz e * dr = = ;
c—=+oo J 2
k. Borne infinie.

I= lim —/ @ _ /5
2

c—400 [Eﬁ -



1. Fonction pas définie en 1.

I—1 ° dt
= J1m =
=1l Je tvInt

2 (changement de variable : u = Int) ;

A retenir : Intégrales généralisées de référence

e L’intégrale f1+oo 4 ot convergente si et seulement si v > 1.

t(!
Ldt

e L’intégrale [, 5

est convergente si et seulement si a < 1.
e L’intégrale f0+oo e~ dt est convergente si et seulement si o > 0.

e [’intégrale fol Int dt est convergente.

8. * Intégrale faussement généralisée. On considére la fonction f définie par :
V>0 f(z)=zlnz.

a. Quel est le domaine de définition de la fonction f 7
b. Quelle est la limite de f(z) quand x tend vers 0 ?

c. Soit g la fonction définie sur R par :

=175 1020

La fonction g est-elle continue en 0 7 L’intégrale fol g(z) dx est-elle une intégrale
généralisée 7

1 1
d. Expliquer pourquoi on a : Ve €]0, 1] / f(z) de = / g(x) dux.

e. Expliquer, sans calcul, pourquoi 'intégrale fol f(z) dzx est convergente et pourquoi

[ sordo= [ s .

f. Donner la valeur de 'intégrale fol f(z) dx.

Proposition 1 : intégrale faussement généralisée

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur un intervalle ]a, b]. Si
f admet une limite finie [ en a, alors l'intégrale généralisée :

/abf(a:) dz

est convergente.




g.

* » FEn s’inspirant des questions précédentes, rédiger une démonstration de cette
proposition.

Solutions

a.
b.

C.

La fonction est définie sur R% (c’est I'ensemble de définition de In).
Par croissances comparées, la limite est 0.

Oui la fonction est continue en 0 car d’aprés la question précédente la limite de
g(z) quand z tend vers 0 est g(0) = 0. Il ne s’agit donc pas d’une intégrale
généralisée car g est continue sur [0, 1].

Sur |e, 1], f = g par définition de g donc les intégrales sont égales.

Cette intégrale est convergente si elle admet une limite finie quand ¢ tend vers 0.

Or
Ve €]0,1] /clf(a:) dx:/clg(x) dz.

Donc

1 1 1
lim/ f(x)de=1m [ g(x) dx :/0 g(z)dx

c—0 c—=0 J.

Par ailleurs, fol g(x)dz est un réel fini donc fol f(z)dz converge et est égale a
1
Jo 9(x)dz.

Intégration par parties : on pose u'(z) = z et v(x) = Inx. Alors : u(z) = 22/2 et
v'(z) = 1/x. L’intégrale devient :

1

1 2 1
/ zlnx dx = [mlnzx] —/ z dz.
0 2 o Jo 2

En utilisant la propriété des croissances comparées revue auparavant, on voit que

la fonction
SN 22lnz siz>0
’ 0 siz=0

est bien définie et continue sur lintervalle fermé [0, 1]. Le crochet d’intégration

vaut : [aﬁlm];_w_o.

1 1
/xlnxdx——/ fala::—l.
0 0 2 4

On obtient un résultat négatif, ce qui est cohérent avec le fait que la fonction
intégrée, x — xInx, prend des valeurs négatives ou nulles sur l'intervalle [0, 1].

Donc :

La proposition 2 est-elle encore vraie si b = 400 7

Soit f une fonction continue sur [1, +oo[. On suppose que f(z) tend vers une limite
finie [ en +00. Peut-on en déduire que l'intégrale ffroo f(z) dx est convergente ?

. * x Soit f une fonction continue sur [1,4oc[. Si l'intégrale 1+°° f(t) dt est con-

vergente, peut-on en déduire que f(z) tend vers 0 & Uinfini ?



10. Autres cas :
situations suivantes 7

Comment définir I'intégrale généralisée correspondant & chacune des

—>
a b

A. f continue sur [a, b]

C. f continue sur R

0
REESRNRE

b 400

[ror e [ | [ aem 1,

/

f

a b ‘00| a b d +00

B. f continue sur |a, +o0[ D. f continue sur [a, +00[\{b}

+o0o +0oo

f(z) dx =7 / f(z) de =7

Réponse pour B: on choisit un point b €]a, +o00[ et 'on pose :

dr = lim

[

c—a c

C

b
f(z) de + lim f( ) dz

c—+00




Réponse pour D : on choisit un point d €]b, +o0o[ et I'on pose :
C

~+o00 c d
/ f(x) de=1lim [ f(x)dz+ linll)/ f(z) de + lim f(z) dz
a c=bJe d

c=b J, c—+o0

11. Exemples Les intégrales suivantes sont-elles des intégrales généralisées 7 Ou sont
situés leurs problémes de définition ? Comment les calculer 7

oo dx

1
dx c. [ = _
a. I:/O m ) 1/2 $2\/|CC—]_’

a utilisler I'exercice 2f.

+o0
b. I—/ diw 4 I_/ dt
oo 1tz . o t/[ne|

Solutions

; on pourra avoir

a. Fonction non définie en 1.

[ ¢ dx
= 1m
c—=1 Jy V1 —2x

& intégrer, on peut faire le changement de variable y =1 — .

dx = 2. Si on ne voit pas de primitive évidente de la fonction

) O dx . ¢ dr .
b. I = lim ——5 + lim / ——5 = 7 ; On peut aussi remarquer que la
c——00 J. 1+=x c—+o0 Jy 1+=x

fonction est paire et donc que, si l'intégrale sur [0, +00[ est convergente, alors celle

sur | — 0o, +oo[ 'est aussi et :
+oo +oo
| =2
—00 0

c. Intervalle non borné, fonction non définie en 1. Il faut définir I'intégrale I ainsi :

c 2 c
I = lim di:r + lim dr

dx
———— 4+ lim _
e=1= Jijp 22y /le = 1| =1t Jo a2y /|lz — 1] e=tee )y a2y /|z — 1|
Le choix du point de coupure en 2 est arbitraire. On peut dés lors lever les valeurs
absolues puisque, siz <1, |z —1|=1—xetsiz>1: |z —1] =2 — 1. Donc:
c dax 2

dz
I = lim ————+ lim —————+ lim .
c=1-Jipp a2Vl —x =1t Jo a2Vx —1  cotoo fy 22V/z -1

Changements de variables : u = 4/1 — z dans la premiére intégrale et u = vz — 1
dans les deux suivantes.

¢ dx

V1—c d 1 d c—1 d
[=-2 lim 2 lim 42 lim =
1= Jipya (L=u?)? o1t Jyog (U2 +1)2 emdoo /) (u? +1)

Pour utiliser ensuite I'exercice 2f, on constate que :
1 _ u? 41 u? 1 u?

W+1)2 (W2+12 @+1)2? w?+1 (W2+1)?
et Pon trouve : I =1In(1+ v2) +v2 + (7/2).
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d. Fonction définie ni en O ni en 1 :

12 qt Lat
B /0 t|Int|1/2 * /1/2 t|Int|1/2
avec

12t | 12 at Lat | d o at
/0 t|Int|1/2 05’%/6 t|Int|1/2 ¢ /1/2 t|Int|1/2 il /1/2 t|Int|1/2

Remarquons que, pour ¢t €]0,1[, Int < 0 et donc |Int| = —Int. Changement de
variable x = —Int (et donc dx = —dt/t) :

1/2 dt B ~In(1/2) 4o B C(i/2) my o s
t(—lnt)1/2 - m - _2[\/5]71nc - _Q[ﬁ]ln(l/c) =2 1112—{_2\/m

—Inc
Quand ¢ tend vers 0T, 1/c tend vers I'infini et donc :

e e T

Le méme changement de variable montre que :

d dt —In In(1/d
/1 s = 2l T, = —2lValny ' = —2y/n(1/d) + 2Vin 2.

/2 t(— In t)1/2

Quand d tend vers 1, In(1/d) tend vers In1 = 0 et donc :

4 dt
lim / —— =2VIn2.
d—1 1/2 t| 1nt|1/2
Il ne reste plus qu’a additionner les deux limites trouvées pour obtenir :

I = 4o00.

L’intégrale I est donc divergente.
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2023-2024

Licence 3 «> Institut Villebon
o

Analyse 1

Intégrales généralisées : étude de la convergence

. Intégrales de fonctions a valeurs de signe constant. Etudier la convergence des inté-
grales suivantes. On ne demande pas d’en calculer la valeur.

Série 1 Série 2

+OOd.’E 1
a.I:/ poR a._r:/dt;
2 0 1 —cost
bI—/mdt- bI—/ll_e_tdt'
0 Sint, ° - 0 t\/}? )
+o0 ™
/ et dt ; c. I:/ In(sinx) dx ;
0 0

Lt Foo dt
d. I = - d. I = —
/_1t 9 AVt—10+1

00 1 +o00
e.I—/Jr COs(t)dt; e.I:/ dr
1 0

c. I

t2 1‘1/ 2 + 5x2 ’

Correction.

Série 1

a. La fonction a intégrer est continue sur [1,2] donc l'intégrale est de méme nature
que l'intégrale de référence fﬁoo dx/x? qui est convergente car 2 > 1.

b. Fonction non définie en 0. A valeurs positives sur l'intervalle |0,7/2]. En 0,
sint ~ t. Comparaison par équivalents avec intégrale de référence DV : I DV.

c. Pb en 400. Fct a valeurs positives. Pour ¢t > 1 : et < et Comparaison par
majoration avec une intégrale de référence CV : I CV.

d. Fct non définie en 0, il faut étudier les deux intégrales ff’l et fol. Les deux sont
DV (on peut les calculer) : I est DV.

e. Pb en +o0o. Fct a valeurs positives. Quand ¢t — 400, cos(1/t) — 1 donc
(cos(1/t))/t? ~ 1/t2. Comparaison par équivalents avec intégrale de référence
convergente (2 > 1) : I'intégrale converge.

f. Fonction non définie en 0, & valeurs positives. Quand z tend vers 0, 2'/2 + 522 ~
21/2. Comparaison par équivalents avec intégrale de référence CV (car 1/2 < 1) :
I CV.

Série 2

a. Fonction a valeurs positives, continue sur |0, 1] mais pas en 0. Quand ¢ tend vers

0, cost =1 — 24 o(t?) donc 1 — cost ~ t2 et /1 — cost ~ t. Comparaison par
équivalents avec intégrale de référence DV : I DV.
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b. Fonction a valeurs positives, continue sur |0, 1] mais pas en 0. Quand t tend vers
0,e ' =1—t+o(t),donc 1 —e~! ~ t. Comparaison par équivalents avec intégrale
de référence CV (car 1/2 < 1) : I CV.

c. Le sinus s’annule en 0 et 7, donc la fonction est définie sur ]0,1[ mais pas en 0
ni en 7. Elle est a valeurs de signe constant (< 0), donc on peut raisonner par
équivalences.

On écrit [ = + fﬁ/Q On se rappelle que sin(z) = sin(m—z). Le changement
de variable t = 7r — x permet de voir que

/ In(sinz) dx —/ In(sint) dt.
w/2 0

1l suffit donc d’étudier I'intégrale fow. Quand z — 0, sinz/x — 1. On a :

In(sinz) = In <$smx>
x

7r/2

et donc :
In(sinz) = In(x) + In(sinz/z) ~ Inz

L’intégrale foﬂ/ Inz dx CV (on peut la calculer). Comparaisons par équivalents :
I converge.
d. Fait en cours.

e. Borne infinie et fonction non définie en 0, & valeurs positives.

Etude de Uintégrale I = I = fo $1/2+5 - quand z tend vers 0, 2'/2 4522 ~ z1/2,

Comparaison par équivalents avec intégrale de référence CV (car 1/2 < 1) : I

CV.

Etude de lintégrale Io = I = +OO % : quand z tend vers 400, z1/2 4+ 5z2 ~
522. Comparaison par equ1valents avec intégrale de référence CV (car 2 > 1) : I

CV.

Conclusion : I = I; + I3 est convergente.

2. Quelle est la nature de l'intégrale suivante ?

I—/ Smtdt

Proposition : Intégrale faussement généralisée

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur un intervalle ]a,b]. Si f
admet une limite finie [ en a, alors 'intégrale généralisée

/abf(:n) dz

13




l est convergente. J

3. a. La proposition est-elle encore vraie si b = +oo 7

b. Soit f une fonction continue sur [1, +o00[. On suppose que f(x) tend vers une limite
finie [ en +00. Peut-on en déduire que l'intégrale f1+°° f(x) dz est convergente ?

c. * * Soit f une fonction continue sur [1,+oo[. Si I'intégrale 1+°O f(t) dt est con-
vergente, peut-on en déduire que f(z) tend vers 0 a l'infini 7

4. Convergence absolue. Etudier la convergence des intégrales suivantes.

a. I = /+oo (Sinm>6/5 dx ;
0 x
! 1

b. I :/ sin () e~z k d ;
0 xr

+o0 ;

t

c. I :/ _smb dt, avec a > —1.
o to(1+12)

Correction.

a. La fonction est continue sur |0, 1] et a pour limite 1 quand x tend vers 0. L’intégrale
fol est donc faussement généralisée et [ est de méme nature que 'intégrale Io =
ing)\6/5
() do
Pour tout x > 1 :

. 6/5
sinx /

IN

1
26/5°

T

Comparaison avec une intégrale de référence convergente (car 6/5 > 1) : Iy est
absolument convergente et donc convergente. Donc I est convergente.

b. Fonction continue sur |0, 1] mais pas en 0. Elle n’est pas continue en 0. La fonction
n’est pas de signe constant, on étudie la convergence absolue de l'intégrale.

. 1y 1 _
sin | — e =z k
T

Croissances comparées : e * < 1 /uk pour tout u suffisamment grand. Et donc,

1 —k

<e rx ¥ =uke ™ avec u =1/z.

pour tout z suffisamment petit :

L’intégrale fol 1 dzx est bien définie, donc, par comparaison par majoration, I'intégrale
I est absolument convergente, donc convergente.

c. La fonction est a valeurs positives. En O :

sint t 1
t(1+1t2) o el

Comparaison par équivalents avec une intégrale de référence : l'intégrale I con-
verge si @ — 1 < 1, c’est-a-dire si o < 2.
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5. Etude de la convergence de Uintégrale :

+00 o
sint
I= / Snt g
. t
a. Soit ¢ > 1. Démontrer que :

¢sint cos 1 € cost
x U c U x U

: : T cost
b. Déterminer la nature de l'intégrale / tTdt'

™

c. En déduire la nature de 'intégrale I.

d. Soit & > 0. En procédant de la méme maniére, étudier la convergence de

I'intégrale :
+00 o3
sint
In = / L dt.
tOé
™

e. En procédant de la méme maniére, étudier la convergence de l'intégrale :

+oo
J:/ cos 2t "
2 t(lnt)a

6. Free style. Etudier la convergence des intégrales suivantes.

Série 1 Série 2
+oo o3
t
a. [ :/ Slidt.
0 t

+o00
b. I:/ __dt - ;
1 t(t3 4 2sint)

b. I, _/ sinnz ’
+o00 COS(:L‘2) 0 x
L= ————dx ;
¢ /0 |Inz| + 22 v oo otz
c. I(t) :/ dx
too /541 o 3+cosw
d. I = | 782+\/§d3 ; too g2
2 oo 2—sinz
e.I:/o $+5\/5; oo ginst
e. I(s) = / dt ;
1

o0 ) B t(3 4+ V1)
f.I:/ L;
1 V2 +2

1
UA/ U
N g. I:/ tn(idt.
© Int 0 -
h. I:/ alip 1y
, i1
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Réponses.

Série 1

a. fait en cours.

b. CV : comparaison avec int. de référence
CVecard>1;

c. La fonction tend vers 0 en 0 donc pas
de probléme en 0 (intégrale faussement
généralisée). L’intégrale f1+oo CV ab-
solument par majoration avec int. de
référence CV (2 > 1) donc converge.

d. La fct est & valeurs positives. Elle est
équivalente en 0 & 1/4/s et en 400 a
1/s2. I est convergente.

e. La fct est a valeurs positives. Elle est
équivalente en 0 & 1/5y/x. I est conver-
gente.

f. La fct est a valeurs positives. Elle est
équivalente en +o0o a 1/t2. I est conver-
gente.

g. La fct est & valeurs positives. Elle est
équivalente en 0 & uy/u/u?, c’est-a-dire
a 1/y/u. I est convergente.

h. La fonction est positive et minorée par

Int/t et donc par 1/t. I est divergente.

Série 2, suite

Série 2

a. L’intégrale converge absolument par ma-

joration par lintégrale de référence
1+°O dt/t? qui converge car 2 > 1.

. En 0, la fonction est équivalente a nz/z

et donc tend vers une valeur finie n.
L’intégrale converge.

. Fonction a valeurs positives, majorée

par e %% /2. Comparaison par ma-
joration avec l'intégrale de référence
f0+°Oe_md:c : I converge si t > 0.
D’autre part, la fonction est minorée
par e % /4. Donc, par comparaison par
minoration avec 'intégrale de référence
f0+°° e ™dx : Dintégrale I diverge si
t <0.

. L’intégrale ffoo diverge par comparai-

son par minoration avec l'intégrale di-
vergente fi)oo(l/S)dx. Donc I DV.

. L’intégrale converge absolument par

comparaison par majoration avec une
intégrale de référence convergente (car
3/2>1).

f. Pben 0 : signe constant sur |0, 1], I'intégrale fol CV par comparaison par majo-

ration avec 'intégrale fol Inx dx qui converge (on la calcule).

Pb en 400 : pour z suffisamment grand, Inz < z et e=* < 273 (croissances com-
parées). Comparaison avec I'int. de référence f1+°o x~2dx : Vintégrale ffroo Inze *dx
est CV. Donc I CV.

g. Signe constant ; pben 0 et 1. L’intégrale fol/ 2ov par comparaison par équivalence

avec I'intégrale convergente fol/ 2(— Int) dt (qui se calcule) ; 'intégrale f11/2 s’étudie
en faisant le chgt de variable £ = 1 — ¢ puis en raisonnant par équivalents. Elle
converge, donc I CV.
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