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Chapitre 7

AAV 5 : Limites

Liste des Savoir-Faire du chapitre :

O SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

O SF13:

O SF17:

O SF15 :

Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
Savoir calculer une limite savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Savoir calculer une limite & I’aide des croissances comparées

[0 SF1266 : Savoir calculer une limite par compositions de limites

7.1 Deéfinitions

7.1.1 Mesurer la distance entre deux réels

Qu’est-ce que la notion de limite ?

Quand vous étudiez une fonction, on I’étudie dans le
domaine de définition et vous tracez son allure sur
son domaine de définition. Cependant, on peut se
poser la question du comportement de la fonction
aux extrémités du domaine. Par exemple, considérons

1
la fonction f : x — —. En regardant le dessin, si on
x

va & l'extrémité droite en x (x se rapproche de 400),
f(x) décroit et semble se rapprocher de la valeur 0.
Autrement dit, a la limite droite du domaine, f(z)
semble tendre vers 0. De méme si x se rapproche de
0 par valeurs positives, il semble clair que f(x) croit
et se rapproche de +4o0.

Avec quel outil matérialiser le fait que "x se rapproche de quelque chose" ?

Quand on dit que "z se rapproche d’un point a" ou que "f(x) se rapproche de [", il y a une notion de
distance derriére. "x se rapproche de a" signifie que la distance entre les réels = et a diminue. La distance
entre deux réels x et a est donnée par |z — a|. En effet, si |z — a] < 1 cela signifie que —1 <z —a <1
c’est-a-dire que = € [a — 1,a + 1] comme on peut le voir sur le tracé de |z — al.
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CHAPITRE 7. AAV 5 : LIMITES

Questions :

Traduire mathématiquement avec puis sans valeur absolue : "z et y sont éloignés au plus de 2".

't>fi—x> g— 9100u0 no g > |fi — x| 2111095 nad vRD

7.1.2 Définitions

Comment définir la limite en un réel 7

Prenons l'exemple de cette fonction qui
semble tendre vers | quand x tend vers a.
Prenons un intervalle de taille 2 autour
de [, le fait que f tende vers [ se traduit
par le fait que dans un voisinage de a,
f(z) entre dans cet intervalle. Ici, c’est
pour z € [a — d2,a + 2] que f(z) est dans
Iintervalle. Prenons un intervalle de taille
1 autour de [, le fait que f tende vers [ se
traduit par le fait que dans un voisinage
de a, f(z) entre dans cet intervalle. Ici,
cest pour z € [a — d1,a + 41] que f(z)
est dans lintervalle. En fait, cela marche,
quel que soit la taille de I'intervalle autour
de . Si on prend n’importe quel intervalle
de taille €, on pourra trouver un voisinage
[a—§,a+ 0] de a, pour lequel f(z) est dans
Iintervalle de taille e.

[+2
[+1

-1
-2

Traduisons en mathématiques cette phrase en francais :

a—0y a—90; a a+01  a+do
4+—e—>
« O- >

e Si on prend n’importe quel intervalle de taille € : V[l — €,] + €].

e on pourra trouver un voisinage : 3[a — 6, a + 4.

e pour lequel f(x) est dans 'intervalle de taille € : si x € [a — d,a + 0], f(z) € [l — €, + €] ou encore si

|z —a|] <0 alors |f(z) =] <e.

Les définitions qui suivent sont difficiles :

Définition 1: Limite réelle en un réel

Soient a et [ deux réels, on dit qu’une fonction f tend vers [ quand z tend vers a si :

elle ne sont pas & connaitre pour ce cours, en revanche, il est
important de comprendre d’ou elles viennent.



7.1. DEFINITIONS 7

pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que si « € [a — d,a+ §] alors f(x) € [l —€,]+ €] ce qui se récrit ainsi
avec des quantificateurs :

Ve > 0,30 > 0,Vz,|r —a| <0 = |f(x) | <e

De la méme maniére, on peut définir le fait
qu’une fonction tende vers 400 en un réel ] !
a. Cette fois, quand x tend vers a, f(x)
ne s’approche pas d’un réel [ mais devient
arbitrairement grand. Autrement dit, si on :
prend un réel M quelconque, si on veut que
f(x) tende vers 400, il faut que pour z suf-
fisamment proche de a, f(z) dépasse le réel
M. Ce qui donne cette définition.

a—¢ a_a+0
<o >

Définition 2: Limite infinie en un réel

Soient a et [ deux réels, on dit qu’une fonction f tend vers +oo quand z tend vers a si :
pour tout M > 0, il existe 6 > 0 tel que si « € [a — d,a + d] alors f(x) > M ce qui se récrit ainsi avec
des quantificateurs :

VM > 0,30 > 0,Vz, |z —a| <d = f(z) > M.

On peut également de maniére similaire définir la notion de limite lorsque x tend vers +oc.

Définition 3: Limite réelle en ’infini

Soient a et | deux réels, on dit qu’une fonction f tend vers [ quand z tend vers 400 si :
pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que si & > M alors f(z) € [l —¢,] + €] ce qui se récrit ainsi avec
des quantificateurs :

Ve > 0,aM > 0,Vx,x > M = |f(z) — | < e.

Définition 4: Limite infinie en P’infini

Soient a et [ deux réels, on dit qu’une fonction f tend vers +oo quand x tend vers 400 si :
pour tout M > 0, il existe N > 0 tel que si x > N alors f(z) > M ce qui se récrit ainsi avec des
quantificateurs :

VM > 0,3IN > 0,Vz, 2 > N = f(z) > M.

Une fonction ne peut avoir deux limites différentes en un méme point. C’est un exercice (pas facile)
que de le démontrer en utilisant les définitions ci-dessus.




— Questions :

CHAPITRE 7. AAV 5 : LIMITES

limite en 1 est —oo.

€I CI TT 0T 6 8 L

1o
e
+ <t
o
e

e Dessinez une fonction f dont la limite en +00 est 400, dont la limite en —oo est 2 et dont la

e Expliquez une des définitions de limite sur un graphique.

. v_
4+ g_
4 Z_

+ =

I g—e—p-c-—9—1-3-

7.2 Limites usuelles

L’objectif de cette section est ici de déterminer les limites des fonctions usuelles. Pour s’en faire une bonne
intuition, rien de tel qu'un bon dessin. Pour la démonstration rigoureuse, il faut en revenir aux définitions

ci-dessus.

7.2.1 Fonctions polynomiales

Sur le dessin ci-contre vous avez les fonctions : 31
e ennoir : fo:x+— 1. 5 |
e cnrouge : f1 x> .
e en vert : fo:x— z. ;
e en bleu: fy:a — . \
 Proposton 1. R
Soit £ > 1 un entier naturel, -1+
e Si k est pair, IEI_POO 2 = 400 et zEr}loo z* = 4o0. )
e Si k est impair, mgrfoo zF = 4o et ZEIPOO zF = —o0.
—31

Voici la preuve de : Si k est pair,

mxk

li
r——+00

> M (définition [4).

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

= +-00.

Traduction du but : Montrer que pour tout M > 0, on peut trouver N tel que > N implique que
k
xr

o . . 1 .
Or z > N implique que ¥ > N¥ car la fonction 2 — z* est croissante sur R4.Donc N = M* convient.
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m xk:—i—oo.

e Inspirez vous de cette démo pour montrer que : si k est impair, li+
r—r+00

e Démontrer enfin les limites en —oo : pour cela vous n’utiliserez pas lla définition. Vous exprimerez
(—x)k en fonction de z* selon que k soit pair ou impair et vous en déduirez les limites.

7.2.2 Fonction inverse

~ Proposition 2: .

1
e lim —=0. 37
T—+00 I
. 1 X 1 . 2+
e lim — = +oco et lim — = —oo. La fonction n’a
z—04L T rz—0_ T
pas de limite en 0. Ly

Preuve :

e Prouvez cette proposition a I’aide des opérations sur
les limites vues en section

‘00— 189,D AWIQUI AP ¢ _() UG ‘00+ SO 9IWI[ ©] OUO(]
" 40 1S9 INSJRUIIOUYP NP S[[9D ‘T IS0 INSJRIFWINU NP S B[ ‘, () UF

0 18 231WI[ [ dUO( uog:usodoxd e[ soxde p
OO+ 1S9 IN9JRUIIOUIP NP 9[[92 ‘T 359 INSJRIPUWINU NP )W ©] ‘00+ Uy e

7.2.3 Racine carrée

B |

o lim /= +oo. 4+

T——+00

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

e A laide de la définition [4] prouvez cette limite.

“JUSTAUOD ZW = N 2uo( '+M ans

9JULSSIOND 180 TN <~ T UOIPUO) B 18D N A < TN onb anbrdwr 7 < © 10

' uonIuyep) jy < /N enb enbrdw y <  onb 19y I
N I9anoiy qnad uo ‘g < gy noy anod enb Is1juopy : Ing np uoldnpeLy, 1

O+4 <+

0o+ =z N wy :ong
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7.2.4 Exponentielle, logarithme népérien

e lim exp(xz)=+oo et Er_n exp(z) = 0.

T—>+00
e lim In(z) = —ocoet lim In(z) = +oo.
z—04 r—+00

Preuve a faire par tous :
Commengcons par admettre que lim exp(z) = +oo.
r—+00

e Exprimer exp(z) en fonction de exp(—z). En
déduire la limite en —oo de exp(z).

00 —<4—T
'soqrwaI] op juerjonb red o = (x)dxe wirf
CO4<4—T
ouo( "(0o+ = (x)dxo wy onb siwpe ® U0 IBD) 0O+ SI9A puoy (T—)dxo
—)d

OUOP 10 OO+ SIOA PUD) T— ‘00— SIOA PUd) T pueng) -m = (x)dxe
On en déduit les deux limites de In en exploitant le fait
que In et exp sont symétriques par rapport & y = x comme

on peut le voir sur le dessin.
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Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

On démontre ici que lim exp(z) = +o0.
T—+00

e Exprimer exp(x + 1) a l'aide de exp(z). En déduire que [ = +o0.
0o+ = pouo ‘T < (T)dxo < (z)dxoe ‘T < = 1nod 1ed apansqe 380 199D ‘() = |
ouop T < (T)dxe 10 ‘0 = ((1)dxo — 1)7 ouop (T)dx9] = ] JUSIIO UO ‘0O SISA SIPUD) JUESIR] UD ‘O[[99I 1S9 24TWI] ©[ IS
‘(1)dxe (z)dxe = (T + x)dxoe ‘(991 x N0} INOJ e
‘004 1108 O[[99d }10S 4S9
mb ag1ruI] oUN jowIpe A[H Y INS 9JUBSSIOID 359 UOIPOUO] ] ‘0 < (z)dxe anb 30 (z)dxe = (w)/dxa ‘991 T noj anod swwio)) e

e On admet que la dérivée de I'exponentielle est elle-méme. Démontrer que la fonction exp est
croissante sur R. On en déduit que exp(z) a une limite en +00 qu’on note [.

7.2.5 Fonctions trigonométriques

e Les fonctions cos et sin n’ont pas
de limite en +oc.

sin cOs

Preuve :

Avec les mains : La fonction cos ’_\
oscille entre —1 et 1 sur [0, 27]. Etant |

2w —périodique, elle oscillera indéfini- —4

ment entre —1 et 1. Si elle convergeait,
elle entrerait pour x grand dans un
tunnel de taille 1 autour de sa limite.
Ceci ne peut étre réalisé puisqu’elle os-
cille avec une amplitude de 2.
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Il est temps de consulter la vidéo : SF14 Connaitre les limites de fonctions usuelles.
[ 9

— Questions :

e Dessinez une fonction qui n’a pas de limite en 2 et qui n’a pas de limite en —oo.

'SOIUDIQYIP JUOS 9910IP ¢ 10 9YONeI ¢ S9IIWI] $9S SIOR IRD g Ud
ONUTYUODISTP UOTPOUOJ SUN JIDUTSSOP 9P JIPNS SNOA [T ‘g ud 291wil] op sed e u mb woIOUOJ SUN I10A® INOJ
‘00— ud 9w op sed e U urs

e Faites les 5 premiéres questions de l'exercice [2| page

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions /-
théorémes de la partie.

7.3 Opérations sur les limites

Connaissant les limites usuelles, on peut obtenir des limites de fonctions trés variées en faisant des sommes,
produits, quotients de limites. Cette section recense les opérations essentielles sur les limites ainsi que les
cas de figure ot on ne peut conclure : les formes indéterminées.

Opération || a

Les résultats sont rassemblées dans trois tableaux de la forme

H a Opération b

7.3.1 Somme
+ |1eR | oo | —oo
U'eR || I+ | 400 | —0
+00 +o00 | +oo FI
—00 —00 FI —00

e Calculez la limite de  — 2 en 4oco. En utilisant que 2® — 2 = z(z — 1), calculez la limite en +oo
de 22 — z. Qu’en concluez-vous ?

‘sojdwoxs XNapP SOU JUSANOId S SWIUIOD SOIUSIPIP SSYTUAL]
sop zouuop jnad e[ "PUIMLILIYPUI 489,0 [onbinod udIq JI0A UO : 00 — 0O + , SoULIO} $op Jredop Ne JUOS SAYIWI] XNAP SO

*(00+ SI9A XNOp snoj Juepus) T — T 99 ) sojrwr] 9p jmpoad red oo+ si0a puoy ([ — )T = T — L 0SPAPUN Q=T —T e

7.3.2 Produit
x [[1>0]1<0]|1=0]+00 | -0

>0 i u 0 +o0o | —0o0
<0 w uw 0 —00 | 400
=0 0 0 0 FI FI
400 400 —00 FI 400 | —00
—00 —00 +00 FI —00 | 400



https://www.youtube.com/watch?v=xFyX4mg1a5o
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e Quelle est la limite en +00 de e®e %, e2*e~* ? Qu'en concluez-vous ?

'so[dwoxa XNop sou juaAnoId o] WO SJUSIQHTP SOITI]
sop 1ouuop jnad e[9)) 'QUIULIAIIPUI 359,D Tonbinod ualq 310A UO : () X OO + , SOULIOJ sop jIed9p Ne JUOS SIYIWI] XNAp SO

00+ SIOA PUSY 9 = 9,0 [ SIOAPUS [ =, 2.0 e

7.3.3 Quotient

/ Jl1>0]1<0]1=0"]1=0" | +o00 | -0
[ [
[ [
=0T || 400 | —0 FI FI +o0o0 | —oc0
'=0" | —oc0 | 400 FI FI —00 | +oo
400 0 0 0 0 FI FI
—00 0 0 0 0 FI FI
z 22 =z
e Déterminer la limite en +o0o de —, et S Qu’en concluez-vous ?
T 98
z z2 =z
e Déterminer la limite en 0 de o et s £ Qu’en concluez-vous ?

‘sojduroxa s1011 sou jusAnold o] UMD SIIUSIYPTIP
soqIwI] sop Ieuuop jnad e[a)) ‘PUILILYPUT 959,20 Tonbinod uaiq 310A UO : () X (), SOULIOJ SOp 1Ted9p Ne JUOS SIYIWI] SIOI) SO
T T T T
‘oqTt] op sed © U — = <— 19 () SIOA PUS) T = — ‘[ SIA PUI) [ = — @
1 T 2Z T
‘so[duroxa S101) SOU JUANOId O] SWIUIOD SOJUDIPIIP SOITWI]
sop Iouuop jned e[9)) "PUIULIAIPPUI 189,0 Tonbinod udIq }10A WO : 00 X OO, S9ULIO] Sop jIed9p ne JUOS SIIWI] SIOI) SO

az 2T ap az
‘) SIOA PU) — = ~— 940 OO+ SIOA PUO) & = — ‘] SIOA PUd) [ = — @
T a8 - az

11 est temps de consulter la vidéo : SF13 Savoir calculer une limite par application des régles de calculs,

sans FI.
u [ 9



https://www.youtube.com/watch?v=td-ecAk-Uro
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— Questions :

e Faites les questions 1, 3, 5, 7 de l'exercice [3] page [I7}

e Récapitulez toutes les formes indéterminées et trouvez des fonctions non triviales pour lesquelles
une des formes indéterminées apparaissent.

€+ Ty — g%
o & TV ©%
T—x
0T + & — ¢2T
T+ @

‘0 ue (T)U[T 00 X () e

Tu

‘00— U9 ]

818 oo

0O+ WD T — T 100 — 00+ e

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

7.4 Lever les indéterminations

7.4.1 Factorisation forcée en l’infini

Cherchons la limite de z° — 2 en +00. On obtient ” 4+ 0o — c0” qui est une forme indéterminée. Ce para-
graphe traite d’une méthode pour lever ce type d’indétermination en l'infini. L’idée consiste & déterminer
les termes "les plus gros" au voisinage de l'infini et de factoriser par eux. Par exemple, 2° — 2 a comme
terme prépondérant z3 en 400 : on va donc factoriser par z3.

Pourquoi "forcée" ?

Usuellement, quand on factorise, c’est qu’on peut déceler des termes communs dans plusieurs termes d’une
somme. Pour 2® — z, factoriser par x> c’est "forcer" la factorisation puisque z> n’est pas un terme commun.
Seul x est commun aux deux termes. Cependant, I'objectif étant le calcul de la limite, c’est par z° qu’on va
factoriser.

Il est temps de consulter les 4 premiéres minutes de la vidéo : SF17 Savoir factoriser/simplifier pour
levig“ une FI dans un calcul de limite.



https://www.youtube.com/watch?v=dU0U1fInx1A
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— Questions :

e Faites les questions 1 et 3 de lexercice [5][I8]

e Expliquez pourquoi factoriser par le terme prépondérant fait que la factorisation fait disparaitre la
forme indéterminée. En clair pourquoi ¢a peut échouer si on ne factorise pas par le prépondérant ?

"99A9[ 1S9 UOIRUIULINGPPUIL,] : TUYUI,] SI9A 2IPUSY
mad au sjur)saI SOULID) SOp Uunone ‘310J snid o] 189D SWIWIOD : SOULID) SIUSIQYIP SOP INDYRUTWOUIP Ne 3sd [T sasoyjuared
so] suep 30 oyldwis s [I ‘13I0S SIOJ dU[) ‘TUYUI] SIdA 931a sn[d 9] jJIe[[e oULId) O] II}I0SSAI aIre] op jouriad Iesiioldoeq e

7.4.2 Factorisation en un réel

2
. T4 —4r+3 . 0 . : .
Cherchons la limite de PR en 1. On obtient ”6" qui est une forme indéterminée. Pour lever ce type
x? — 6x
d’indétermination, 'idée est de factoriser les trinémes via leurs racines.

1l est temps de consulter les 4 derniéres minutes de la vidéo : SF17 Savoir factoriser/simplifier pour
lev(la_g” une FI dans un calcul de limite.

— Questions :

2 —4x+3
— ¢
2 —6x+5

e Expliquez quel mécanisme fait que la factorisation fait disparaitre la forme indéterminée.
*99A9] 980 UOoIjRUTILINGYPUIL ] 10 ayIijduurs os

It ‘13308 s1o0j oup) (T — & 101) INOJRUIWOUIP O] 40 INdIRIPUWINU O] le[NUUR M dUIId) O I1}10SSd1 oare] op jourtad I9S11030€,] e
T _ ¥ R
— = —— SIdA puaq — '] SIdA pﬂS') x puenb ouo(
T o— g+ap— @

g—% (¢—x)(1—-7) G+x9— .=

e—z (g—z)(I1—2) ¢g+zp— 2z

e Calculer la limite de nl.

*(j ZosS11090®] 10 SoUTORT SO ZOANOIT,) *

7.4.3 Croissances comparées

Les croissances comparées permettent de comparer les vitesses de convergence des fonctions %, exp(x), In(z)
en +o0o.

Il est temps de consulter la vidéo : SF15 Savoir calculer une limite a l’aide des croissances comparées.



https://www.youtube.com/watch?v=dU0U1fInx1A
https://www.youtube.com/watch?v=UmzirLjslPw

7.4. LEVER LES INDETERMINATIONS

e 1im 2@ _g
r—+oo %

e lim z%In(z) =0.
:E—>0+
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Preuve :
Nous admettons ici les deux premiéres propriétés et nous en déduisons la troisiéme.

1
, exprimer z“In(x) en fonction de In(X). Vers quoi tend X ? En déduire la limite

e Soit X = —
x
lim z%In(x).
I*}O+

to=
‘0 = (z)u] ,x wi ouo( ‘(segredurod

7OX
soouessiord sop 999trdord apuodss el seide,p) ( SIOA puoy ) — OUOp 0O+ sIA PUd) X ‘(0 SIA pudy x puenb 10
xX)ul
X X X X X
‘(x)ur — = (—)uy 1ed — = ()(x)ul— = ()u , (=) = (Z)u ,= e
(x) ) o (7)) (hu,() = (@)

— Questions :

e Expliquez sur un dessin les croissances comparées en +oo.
e Faites les questions 1,5,6 de I'exercice [7] page

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions /-
théorémes de la partie.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.
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Exercices de ’AAV 5

Exercice 1 Comparaison de termes petits et grands

e SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 16 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

1
1. Classer les termes suivants du plus grand au plus petit quand z — 0: 1, z, 22, 23, 2°, '8, =,
x

- ,r YT
. . 11 5 _
2. Classer les termes suivants du plus grand au plus petit quand z — +o0 : 1, z, 22, 23, 2° ', =, -, 2 p718,
x T

Exercice 2

e SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 16 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Déterminer la limite de :

x

1. .+ 2% en 400 et en —oo0. 6.x»—>e—ken—|—oopourk€Z.
2. '+ x en +00 et en —o0. z
3. z— e” en +00 et en —oo. In(z)
7. T— k e N*.
4. z+ In(z) en +oo et en 0. v ok oo pour k €
1
5. T+ —en —oo et +oo0. 8.  + 2" In(x) en 0T pour k € N*.

Exercice 3

e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 17 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Déterminer la limite de :

2 2 1
Lo a” o+ 1en oo 6. 2 T T L 0 et en 3/2.
2. x— 42" — x en —o0. 2z -3
T 3 _ 1
3.m»—>e4—|—x + 1 en 400 et en —oo. 7 ors n(x) en 0.
4. z+— 2* +In(z) + 1 en +oco et en 0. x
1 x
5. x +—> en 2 et —oo. 8. x+— — en —o0.
z—2 z

Exercice 4

17
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e SF'13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 16 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Déterminer, si elles existent, les limites suivantes (on calculera éventuellement les limites a droite et a
gauche).

1. lim —
x—0 |x|

2. il—>mlx—1

. 1
3. il—>H122—:v

4. lim —
z—7 sinw

Exercice 5 Limites

e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 18.1 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Déterminer la limite de f en 400 et en —oo (lorsque cela a un sens) dans chacun des cas suivants :

3 2 B 1
l. z—2°4+22°+3x+1en —c0 6.m|—>\/§—+en+ooeten—oo.
2.z —4a* +52° + 22+ 1 en +oo z*+2
3 '_>5x3+2a:+1 n )
L= ——— — en 400 @1
1+ 22 + 322 7.xl—>62—+en—|—oo.
22% + 2z + 3 e2r + 9
4. z— —— " " en -
i+ +1 () 11
3x+1 n(r) +
8. r+— —F——— 0.
5. x+— 213 en +oo z ln(a:)—2en

Exercice 6 Limites avec exponentielles

e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu la partie 18.1 du cours Calculer la limite d’une fonction?

Déterminer la limite de f en —oo et en 400 dans chacun des cas suivants :

2

1. f(z) =e* —e”, 3. f(z) =" —e* T
e —1
2. e
fo =S,

Exercice 7

e SF15 : Savoir calculer une limite en utilisant les croissances comparées

Avant de résoudre P'exercice, avez-vous lu les parties 18.1, 18.3 du cours Calculer la limite d’une fonction?

Déterminer la limite de :
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x

1. m|—>e—ken+oopourk€Z.
x

2. r+— In(z)

xk

4. ¢+ ze” en —o0.

5. 2 — x —In(z) en +o0.

en +oo pour k € N*,

3.+ z¥In(x) en 0 pour k € N*, 6. =+ 2 —e” en +o0.

Exercice 8 limites avec In

e SF'15 : Savoir calculer une limite en utilisant les croissances comparées
e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu les parties 18.1, 18.3 du cours Calculer la limite d’une fonction?

Calculez les limites des fonctions suivantes en 0 et en +oo
1. z —In(x)

In(z)

2. o

3. zy/1+1In(z)?

In(z) —2

In(z) + 1

4.

Exercice 9 limites fonctions usuelles

e SF15 : Savoir calculer une limite en utilisant les croissances comparées
e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu les parties 18.1, 18.3 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Calculez les limites des fonctions suivantes en 400 et —o0 :

1. (2z+1)e”
2. ze "

3. 2’ —x
A 3e2* +1

e2r —1

Exercice 10 Limites diverses et varices

SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

SF15 : Savoir calculer une limite en utilisant les croissances comparées

SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
SF17 : Savoir factoriser /simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 17, 18.1, 18.3 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

Déterminer les limites suivantes :

1. e +1In(z) + 22 — 2 en 0 et en +oo
x+ 3
20 — 1

3. xe~ " en +00 et en —oo.

en +o0o.



20 CHAPITRE 7. AAV 5 : LIMITES

z —In(z)
——— en 4o0.
2e* — x

1
3—z
1 +
6. meniB ,en 3— et en 3.
22—z —2
7. — 1.
CES) en

8. zln(xz) — x en 0.

en 37, en 3— et en 3.

9. w en +o00.
T

Exercice 11 Composition de limites

e SF1266 : Savoir calculer une limite par composition de limites

Déterminer les limites des expressions suivantes :

1
1. cos(—=) en +oo0.
x

In(x)

2. e = en0,1 et 4o0.
3. In(14+e™) en +oo.

2
4. sin(—=) en +oo.
n

5. enn(1=%) on +00.

Exercice 12 QCM-779

e SF'13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI

Quelle est la limite de z — z% en 07
oo
0 —oc0
0 +oo
01

Exercice 13

SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
SF17 : Savoir factoriser /simplifier pour lever une FI
SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

SF1266 : Savoir calculer une limite par composition de limites

Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

vVe+1l-—1

1. lim
x—0 x
VT +2—+3x+2
2. lim
z—0 xT
1
3. lim s

=00 \/3x2 —x — 1

4. lim ($+ 4x2—3x+1)

r—r—00
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5 lim (Va+1-V7)

r—+o0

6. lim <x+ x2—5x+1)

Tr—r—00

7.5 Exercices de niveau Avancé, Expert

Exercice 14 Avancé

1. Dessiner une fonction qui n’a pas de limite en +00. Donnez ensuite ’expression d’une telle fonction.

2. Donner deux exemples de fonctions qui n’ont pas de limite en 0. (Pour I'un des deux, vous le déduirez
de votre exemple de la question précédente).

3. Notons f une fonction qui tend vers 5 en 2. Trouver une fonction g non nulle et qui ne s’exprime pas
en fonction de f de sorte que fg tende vers —4 en 2.

4. Notons f une fonction qui n’a pas de limite en 2 et qui est & valeurs dans [—1, 1]. Trouver une fonction
g non nulle et qui ne s’exprime pas en fonction de f de sorte que fg ait une limite en 2.

Exercice 15 Niveau Avancé

En vous servant des croissances comparées autorisées suivantes a > 0,
€T

e lim — =+4o0,
z—+4oo0 T
1
e lim n(m): ,

z—4oo ¥
_a

e «?
démontrez que x In(z) tend vers 0 quand x tend vers 0 et que pour tout k > 0, —;— tend vers 0 quand z
x

tend vers 0. Tracer 1’allure de la seconde fonction.

Exercice 16 Niveau Avancé
1. Construire une fonction qui posséde une asymptote verticale en 2 et qui a une limite en 2.
2. Construire une fonction qui posséde une asymptote verticale en 2 et qui n’a une limite en 2.

3. Niveau Expert : On dit qu’une fonction f posséde une asymptote oblique en +oo s’il existe a, b réels
tels que f(z) — (ax + b) tende vers 0 en +oc.

(a) Représentez graphiquement ce que cela signifie.

(b) Counstruisez deux fonctions f,g qui ne sont pas des polynémes d’ordre 1 et qui possédent une
asymptote oblique de coefficient directeur non nul en +oo : I'une sera au-dessus de son asymptote
prés de +oo, 'autre en-dessous.

Exercice 17 Niveau FExpert

Que peut-on dire & votre avis d’une fonction périodique de période 7' > 0 qui tend vers une limite [ en +0co0 ?
Justifiez votre intuition par un dessin puis essayez de démontrer votre conjecture (vous pourrez étudier la
suite f(z + nT') pour tout n entier naturel.
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Chapitre 8

AAV 7 : Dérivées

Liste des Savoir-Faire du chapitre :
O SF 22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle (polynome,cos, sin, tan, In, exp)
SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée
SFE 23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit
SE 24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient
SF 25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée
SF 28 : Savoir calculer I’équation d’une tangente & une courbe en un point donné

SF 1255 : Savoir étudier le signe d’un quotient de polyndémes de degré au plus 2

OO0O0oo0oo0ogao

SF 21 : Avoir en téte des exemples de fonctions non dérivables en un point (sans démonstration)

8.1 Motivation

8.1.1 Motivation physique

Il est temps de consulter la vidéo sur youtube : Le paradoze de la dérivée | Chapitre 2, Au coeur de
l’analyse de 3bluelbrown.

8.1.2 Etude des variations

Lorsqu’on étudie une fonction représentant le tracé d’une donnée en fonction d’une autre, par exemple, la
température en un point en fonction du temps, un des points crucial est de savoir quand la fonction décroit,
croit et quand elle change de sens de variation. Etudier le sens de variations est une question géométrique
non triviale : peut-on trouver un outil qui nous permette de dire & quel moment la courbe se met & croitre,
décroitre ?

Il est temps de consulter la vidéo : SF'19 : Introduction a la dérivée - Tangente et variations de fonctions.

23


https://www.youtube.com/watch?v=9vKqVkMQHKk
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8.2 Qu’est-ce qu’une dérivée

8.2.1 Définition

Il est temps de consulter la vidéo : SF19 : Connaitre la définition de la dérivée. Cette vidéo introduit
graphiquement la notion de dérivée qu’il est important de bien comprendre.
o

fla+h1)

Comme vous avez pu le voir dans la vidéo, la dérivée
en un point a notée f'(a) est la pente de la tangente
(en bleu) a la courbe en a si cette tangente existe. On fla+ho) [ _
définit cette tangente comme la limite des cordes re- :
liant les points (a, f(a)) et (a + h, f(a + h)) quand h
tend vers 0 (limite des segments rouges). La dérivée
f'(a) est alors la limite des pentes de ces cordes. La

h) — X
pente de ces cordes qui vaut M est ap- fla+hs)

pelé taux d’accroissement. D’oil la définition suivante :

v

a-+h
a a+ hs3 a2+h1

Définition 5: Dérivée en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R, on dit que f dérivable en un point
a de I s’il existe un réel [ tel que
fla+h) — f(a)

lim ———————= =
50 h g
ou encore tel que
o L@ = 1@ _
Tr—a T —a

Le réel [ est alors appelé dérivée de f en a et est noté f'(a).

1t lim {2270

T—a r—a

= [ sont identiques : il suffit de poser

fla+h) = f(a)
h

Les propriétés lim
h—0

r=a+h.



https://www.youtube.com/watch?v=1sF-o8ZnHtQ
https://www.youtube.com/watch?v=xxUHguFzKfE
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Exemple 1: Fonctions dérivables

Les fonctions  +— x, x — x2, 2 — x™ pour n € N sont dérivables en tout point de R car elles admettent
une tangente en tout point.
Les fonctions cos, sin sont dérivables en tout point de R.

A quoi ressemble une fonction non dérivable en un point ?

— Questions :

e Expliquez ce qu’est géométriquement le taux d’accroissement et la dérivée et le lien entre les
deux.

8.2.2 Dérivabilité et continuité

Qu’est-ce que la continuité d’une fonction d’une variable ?

Voici a gauche une fonction continue a gauche et & droite une fonction discontinue en 0.

A
2 2
1 14
-2 -1 |0 1 -2 -1 o 1
-1 14

Voici une définition avec les mains de la continuité : une fonction est continue sur un intervalle I si "on peut
la dessiner sur I sans lever le stylo".

Comment traduire cette définition mathématiquement ?

L’idée est la suivante : prenons un stylo dans la main gauche et un autre stylo dans la main droite, plagons
le stylo de gauche en a — v sur la courbe et le stylo de droite en a + v. Parcourons alors la courbe en rappro-
chant les deux stylos de a. Si la fonction est continue au point a, alors les deux stylos se toucheront au point a.
Derriére cette métaphore se cache les concepts mathématiques permettant de définir la continuité. Le stylo

de gauche "s’approchant de a" représente le fait qu’on étudie la limite & gauche de la fonction en a, celui
de droite la limite a droite. Enfin les deux stylos se touchent si la limite a gauche est égale a la limite a droite.

Définition 6:

Soit I un intervalle ouvert de R, on dit que :


https://www.youtube.com/watch?v=TY3UHvmz0eo
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e f est continue en a € I si et seulement si lim f(z) = f(a). Cette condition s’écrit aussi lim f(z) =
r—a

lim f(2) = f(a) o

e f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I. On note alors f € C°(I).

La proposition suivante tisse des liens entre dérivabilité et continuité.

Soient [ un intervalle ouvert de R et a € I, si f est dérivable en a alors f est continue en a.

Preuve :

e Ecrire les hypothéses et traduisez-les.
e Ecrire le but et traduisez-le.
e Dans la preuve ci-dessous, donnez un argument pour chaque point numéroté.

@) = @)+ (@)~ 1(a) = (0) + W(w ).

T M a une limite finie.

@2 (z—a)

Donc M(x — a) tend vers 0.
3  (z—a)

D(m)lc f est bien continue en a.
4

‘D s10A pud) T puenb (v) [ sioa udlq puey (x)f 1ed : (
‘(0 stoy otuy ogruuiy) sogruai] op ympoid red : (

‘D Ud O[RALIQP 980 [ Ted : (
(

—x
Ted ordiymuw ug :
—x

Dz
‘(n)f = ()f wi : uorponpely, e
'D U9 onuIuod 9se [ : ing

1 4 Olllﬁ? onb 193 7 1991 UN 93SIX0 [I : UoIjonNpedy,
nN=-——"""]3": S I r: I (]
@)f —(+v)f

‘D U9 9[qRALI9D 950 [ : 9soUjodAH e

Une fonction continue n’est pas forcément dérivable : par exemple, la valeur absolue est continue en 0
alors qu’elle n’est pas dérivable en 0.
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— Questions :

e Dessinez une fonction non continue en 2, non dérivable en —2 mais continue en —2 et expliquez
votre dessin.

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-

théorémes de la partie.
'¢— ue ojuad op a1njdni oun ‘urod un ' £ [I 1€D S[(RALIQD UOU SIBRW g— Ud SNUIJUO0D 1S9 d[[0 ‘OYIURASI UH
‘uo130u0] ©[ Iaulssop Jnod o[4)s 9] I0A9]

IneJ [1 9I00US NO F 950 mMb g uo Inofea es sioa sed puoj au o[ : g Us onuruod sed 30, U UOIIOUOJ BT

8.3 Géométrie et dérivation

8.3.1 Tangente a une courbe

Comme nous 'avons vu dans la définition de la dérivée, la dérivée en zg représente quand elle existe la
pente de la tangente a la courbe en xg. Cette tangente étant une droite, elle adopte une équation de la
forme y = ax + b que nous déterminons ci-dessous. Le coefficient a est connu : c’est f/(zq) reste a trouver b.

Soient I un intervalle ouvert de R et zy € I, soit f une fonction dérivable en zy alors I’équation de la
tangente a f en x( est donnée par

y = f'(x0)(z — 20) + f(0)-

Preuve a faire par tous :

S’agissant d’une droite, son équation est de la forme y = ax + b ot a et b sont deux réels & déterminer.
e Quel est le coefficient directeur de la tangente & f en xg? Remplacez dans ’équation.

e Sachant que la tangente passe par le point (xg, f(xg)) déterminer b et conclure.
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(o) f + (02 — z)(0x) f = 0z(0x) § — (02)f + z(0x) f§ =1

red eguuop 9so uoryenby [ ouo( 'O:c(O:c)/f — (0x)f = q ouop

q + 0x(0x) [ = (0z)f ouop : uoryenby [ oyLIoa duop 93101p e[ ¢ jusryredde ((0z)f ‘0x) jutod o] e
“IOUIULIONYP € [091 UN 99891 q WO q + x(0x) [ = fi

awLI0] ] Op }s0 uoIyENbY [ SUO(] "OPALIOP e[ op uonuyep red (0x) [ 350 IM00LIIP JUSIOYJOOD O

Comment déterminer en pratique 1’équation de la tangente & une fonction ?

Il est temps de consulter la vidéo : SEF28 Savoir trouver l’équation de la tangente a une courbe en un
point donné.
=t

— Questions :

e Faites deux points de 'exercice page [44] en vous aidant si nécessaire du tableau de dérivées
usuelles de la partie 4.1.3.

Que signifie le fait d’avoir une dérivée nulle ?

L’équation de la tangente est alors une équation de coeflicient directeur nulle. Ceci signifie que la tangente
au point est horizontale.

11 existe pour une fonction de la variable réelle trois maniéres d’avoir une tangente horizontale en un point :
étre un minimum local (f(z) = 2 en 2 = 0), étre un maximum local (f(z) = —2? en x = 0) et étre un
point d’inflexion (f(z) = 23 en 2 = 0). Donc attention, avoir une dérivée nulle ne signifie pas forcément étre
un maximum ou un minimum.



https://www.youtube.com/watch?v=-xBoZ9jMIeg
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Questions :

e Dessinez une fonction dont la dérivée vaut len z =0,0en z =2 et —2 en x = —2.

'S9110IP STOI} 90 ¢ 9juaSue) 1o mMb uorjouo] oun Ioulssop sind g—

uo g— QQHGC{ Op oun 3o g U9 9[RIUOZIIOY aIjne aun A0 uo T aquad 9P 9310Ip 9uUn IDUISSap xed Z9duLawImio)

8.3.2 Variations de fonctions

La dérivée est outil géométrique précieux
permettant d’analyser comment une
fonction va varier. En effet, la dérivée
représentant la pente de la tangente, si
elle est positive en a, la courbe sera alors
croissante auprés de a. Inversement si elle
est négative, la fonction sera décroissante.
Comme on le voit sur le dessin ci-contre,
une tangente de pente négative est associée
aux parties décroissantes et une tangente

positive & une fonction croissante. C’est ce
résultat graphique que nous étudions dans
cette section. Pour cela, il est nécessaire de
définir mathématiquement ce qu’est une
fonction croissante. N

Afin d’avoir une vision plus dynamique du lien entre dérivée et variations, regardez la vidéo entre 8min et
10min : The paradoz of the derivative | Essence of calculus, chapter 2 de 3bluelbrown.

Définition 7: Fonction croissante/décroissante

Soit I un intervalle ouvert de R et f: I — R, on dit que :
e f est croissante sur I si pour tout x,y de I, si x < y alors f(z) < f(y).
>

f(y).

e f est décroissante sur I si pour tout z,y de I, si z < y alors f(x)

Exemple 2: Fonctions croissantes/décroissantes

e La fonction x +— z? est croissante sur R et décroissante sur R_. Sur R entier, elle n’est ni
croissante ni décroissante.

e La fonction constante égale & 1 est croissante et décroissante sur R.
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Soient I un intervalle ouvert de R, f dérivable sur I alors

e f est croissante sur I si et seulement si f’ est positive sur I.

e f est décroissante sur I si et seulement si f’ est négative sur I.

Preuve :

Nous prouvons le sens direct =>. La réciproque est ici admise.

Ecrire les hypotheéses et traduisez-les.

Ecrire le but et traduisez-le.

e Dans la preuve ci-dessous, donnez un argument pour chaque point numéroté.

e Faites enfin la démonstration pour f décroissante sur I.
Soit x € I. Pour tout y € I avec x <y, on a f(y) — f(z) > 0.
1)

fly) — f(=)
y—x

> 0.

D(m)w Pour tout y € I avec z < y,
2
Donc f'(x) > 0.

one /(@) >

(@),

SIOA SIO[R DU} JUSWISSSIOINDR P XNE) 9D ‘T Ud S[(RALIQP 180 [ owiwio)) T sioa fi a1puay jrey uo : ((g)
‘Jiasod 9se searyisod sgjrjuenb ap juerjonb un : (g)

*S9JURSSIOID SUOI}OUO] sop uonpruy9p red : (1)

0 < (2),f°T 3 TA : uogonpey, e
‘7 ans aa1jisod 9)so /J[ tng e

(B)f > (xz)f siore i > o 1s ‘T op fi‘x noy anod : uorponpesy, e

‘] INS 9[qeALI9P [ 19 [ INS 9juUeSSIOId 180 [ : sosylodAl e

Il est temps de consulter la vidéo : SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée.

O 0

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

e Faites Dexercice [I9] page [39]
e Tracez la dérivée d’une fonction croissante sur [0, 1] et [—2, —1], décroissante ailleurs.

‘sanaf[re aa1es9u 90 [T— ‘g—] 90 [T ‘0] Ins oA131s0d ©ISS UOIOUOJ S[[9) SUN P IYALIIP ]

8.4 Calcul de dérivées

8.4.1 Dérivées usuelles

Afin d’étudier les variations de fonctions diverses, il est nécessaire de calculer les dérivées de fonctions
usuelles & partir desquelles sont construites les fonctions qu’on étudiera. Le paragraphe suivant a pour but
de vous donner une vision graphique de certaines dérivées usuelles.


https://www.youtube.com/watch?v=pdJ52xmHck8
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Via un peu de géométrie

Il est temps de consulter la vidéo sur youtube : Formules pour la dérivée démontrées géométriqguement
| Chapitre 3, Au ceeur de l’analyse de 3bluelbrown.

o

Via le taux d’accroissement

L’objectif de ce paragraphe a pour but de vous montrer en pratique d’ot viennent les dérivées des fonctions
usuelles. L’idée est simplement d’utiliser la définition et donc le taux d’accroissement.

e Soit f: x — 1, la fonction constante égale a 1. Son taux d’accroissement en un point x vaut pour
heg JETN = f@) _1-1

dérivée d’une constante est la fonction nulle.

= 0 qui tend vers 0 quand h tend vers 0. Donc f’(z) = 0. La

x+h)—g(x
e Soit g : x — x. Son taux d’accroissement en un point x vaut pour h € R, M =

h
r+h—2x

W =1 qui tend vers 1 quand h tend vers 0. Donc ¢'(z) = 1.



https://www.youtube.com/watch?v=S0_qX4VJhMQ
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— Questions :

e Ecrivez le taux d’accroissement pour la fonction f : z — z? et simplifiez ce taux d’accroissement
a I’aide d’une identité remarquable.

e Déduisez-en la dérivée de la fonction carré.

1
e Ecrivez le taux d’accroissement pour la fonction f : x — —. Simplifiez et en déduire la dérivée
x
de la fonction f.

e Ecrivez le taux d’accroissement pour la fonction f : x — v/z. Simplifiez ce taux d’accroissement &
I'aide de I’identité remarquable (v/a — \/5)(\/5+ \/5) = a—b. En déduire la dérivée de la fonction

racine carré.

ﬂ = (a:)/f ouo(] ‘() SIeA pue) y puenb /e st anod ® 199))
T T
Nty fTp
! Y
Y=z —ytz= (3N -y FTA) @Sy FTN) 10 AR =
Kl
Y _ Y
p—ytap (@) -+ a)f
.
.e* . [
T_ = (m)/j ouo(] ‘() SIeA pue) y puenb T_ o] anod e 199))
Ty +x)
"y
*IN2)RUIWIOUIP SWQW e uo1ponpar red =
z(y+z)
_ Y
T uie @) f — (u+)f

‘wg = (¢),f onb ouop eanorjer uQ () $10A PuS} Y puenb Ig SIOA pudy 19 e

Y+ g =
‘o[qenbrewar 9y1yuepr red

@yt o@-uto .

N Y B € ¥ I (TR

» Pour aller plus loin. Dérivées de ’exponentielle et du logarithme népérien.

On rappelle que la fonction exponentielle est 'unique fonction dérivable f de R dans R* vérifiant :
e pour tout u,v réels, f(u+v) = f(u)f(v).
o f(0)=1.

Partant de cela :

exp(x + h) — exp(x
p(z+h) p(z) en z en fonction du taux d’accroissement

e Exprimez le taux d’accroissement
en 0. En déduire la dérivée de exp(z).
e Dérivez alors la relation : Vz > 0,exp(Iln(z)) = . En déduire la dérivée de In(x).
% = (@) ,uf ouop 1 = z(x) | yueuroreury

w(x) up = (((z)ur)dxe) ouoqg
‘((z)ur)dxs (x)/uI = /(((I)U[)dx@) ‘0 < xA ‘99s0dWIOD UOIRALIOD I e

(z)dxe = (z) dxo ‘(991 x gnoy anod duo(y () sI19A PudY

y puenb (z)dxe sioa puoy ¢ ouo( ‘dxoe op uonuyep Ied () s10A puay y puenb
(z)dxo — (y + x)dxo Y
4 ‘
T = (0),dxo sI19A PUA) [I DUOP () U JUSWISSIOINIR,P Xne) o 9189 —————— ‘T = (g)dxe onbsmg
’ T — (y)dxo

<

x)dxo Ied juesSII0}0®] UD z)dxe =
! J

T — (y)dxe

S

_ Y
(z)dxe — (y)dxe (z)dxe  (z)dxe — (y + x)dxe

dxe op uonuyop red
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Tableau de dérivées usuelles

Voici le tableau des dérivées usuelles & connaitre :

33

’ Fonction \ Dérivée ‘
" (n € N* constant) na"
() (@)
I
1 -
n(z) -
sin(z) cos(x)
cos(z) —sin(x)
tan(x) 1+ tan(z)?
1 —1
x 22
Va -
2z
— Questions :
e Faites l'exercice 23] page

8.4.2 Opérations algébriques

Les fonctions dont il faudra calculer les dérivées seront des sommes, différences, produits, quotients ou
composées de fonctions usuelles, il est donc nécessaire d’avoir des formules de dérivées de sommes, différences,
produits, quotients ou composées. C’est ce qui est fait dans la fin du chapitre.

Somme/différence
Soient f et g deux fonctions dérivables en a € R alors

e [+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
e pour toute constante A\, A\f est dérivable en a et (\f)' (a) = \f'(a).

Preuve :

e FEcrire les hypothéses et traduisez-les en termes mathématiques.
e Ecrire le but et traduisez-le en termes mathématiques.

e Démontrez alors successivement chacun des points de la proposition.
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Produit

Soient f et g deux fonctions dérivables en a € R alors
e fg est dérivable en a et (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

e Ecrire les hypothéses et traduisez-les en termes mathématiques.
e Ecrire le but et traduisez-le en termes mathématiques.

e Donnez un argument pour chacun des points numérotés.

Soit h € R,
fola+h) —fgla) _ fla+h)gla+h)— f(a)g(a)
h (1) h
; (fla+h)— f(a))g(a+h)+ fla)(g(a+h) —g(a))
(2) h
- LCEROES () AR CCEROEFIT)
iy @) + fla)g'(a)

Donc fg est dérivable en a et (fg)'(a) 5 f(a)g(a) + f(a)g'(a).
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Il est temps de consulter les deux premiéres minutes la vidéo : SF 23-24-25 : Savoir calculer la dérivée

d’un produit, d’un quotient, d’une fonction composée.
r

— Questions :

e Faites deux points de 'exercice [26] page

Quotient

Soient f et g deux fonctions dérivables en a € R telles que g(a) # 0 alors

° S est dérivable en a e Vi I @) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
P t d bl t (g) (a) FOE i

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

e Ecrire les hypothéses et traduisez-les en termes mathématiques.
e Ecrire le but et traduisez-le en termes mathématiques.

e Donnez un argument pour chacun des points numérotés.
Soit h € R,

f f flath) _ f(a)
E(a +h) - E(a) glat+h) — g(a)

h (1) h
flat+h)g(a)—f(a)g(ath)
g(a)g(a+h)
(2) h
fla+h)g(a) — f(a)g(a+h)
3) hg(a)g(a + h)
_ (fla+h) = f(a))g(a)

(6) g(a)?



https://www.youtube.com/watch?v=-i1QpYwsMz8
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Il est temps de consulter les quatre premiéres minutes la vidéo : SF 28-24-25 : Savoir calculer la dérivée
d’un produit, d’un quotient, d’une fonction composée.
o ]

— Questions :

e Faites deux points de I’exercice 27| page

Composée

Soient f une fonction dérivable en a € R et g une fonction dérivable en f(a) alors g o f est dérivable

enaet (go f)'(a) = f'(a)g'(f(a)).

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

e Ecrire les hypothéses et traduisez-les en termes mathématiques.
e Ecrire le but et traduisez-le en termes mathématiques.

e Donnez un argument pour chacun des points numérotés.

Soit h € R,
oflath)—gof(@) _ glfla+h)—g(f(a)) flath)— f(a)
" O AS T ey s iy - 0
g g(f(a)) fla+h)— fla) .
= - - ot H= f(a+h)— f(a)
o S @ @)

Donc g o f est dérivable en a et (go f) (a) = f'(a)g' (f(a)).



https://www.youtube.com/watch?v=-i1QpYwsMz8
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Il est temps de consulter les deux derniéres minutes la vidéo : SF 23-24-25 : Savoir calculer la dérivée

d’un produit, d’un quotient, d’une fonction composée.
S

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre

jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions,/propositions,/-
théorémes de la partie.

e Placer deux points de I'exercice 28| page [41| dans le plan complexe.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.



https://www.youtube.com/watch?v=-i1QpYwsMz8
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Exercices de ’AAV 7

Exercice 18

e SF1260 : Savoir interpréter géométriquement un coefficient directeur et une ordonnée a ’origine
e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Avant de résoudre l’exercice, avez-vous lu les parties 23.1 et 25.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction
et en €tudier le signe ?

1. Quelle est l'expression de la fonction affine y(x) représentée sur la Figure ?

0 2 4
Donner le coefficient directeur de la droite associée.

dy(x)
dzr

2. Calculer la dérivée

de la fonction y(z) obtenue. Qu’en déduisez-vous ?

Exercice 19

e SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 24.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

1. Tracer Pallure de la dérivée d’une fonction croissante sur [0, 1] décroissante ailleurs et qui vaut 0 en 0.

Exercice 20

e SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu les parties 24.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Tracer I’allure de la fonction f au voisinage des points 0 et 3 sachant que f(0) = 1, f(3) = 2, f'(0) = 1,
7'3) = 2.

Exercice 21

39
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e SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée

Avant de résoudre I’exercice, avez-vous lu la partie 24.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Soit f une fonction dérivable sur R de dérivée négative sur | — oo, —1] et sur [2, +o00[ et de dérivée positive
sur [1,2]. Dessinez l'allure de f.

Exercice 22 Valeur de la dérivée et tangente & la courbe représentative de la fonction (KA)

e SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée
e SF1 : Savoir identifier un ensemble de départ ou d’arrivée

Faire 'exercice situé a l’adresse : https ://fr khanacademy.org/math /ap-calculus-bc/derivative-introduction-
be/intro-to-diff-calculus-be/e/graphs-of-functions-and-their-derivatives

Exercice 23 Formulaire de dérivées

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu les parties 23.1 et 25.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction
et en étudier le signe?

Complétez le tableau suivant :
‘ Fonction ‘ Dérivée

x" (n € N* constant)

exp()

In(x)

sin(x)

cos(x)

Exercice 24

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 25.2.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe ?

Quelles sont les dérivées par rapport a la variable z des fonctions az”, (zy)" ot a,y € Ret n € Z* 7

Exercice 25
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e SF2 : Savoir trouver graphiquement ou calculer un antécédent, une image
e SF10 : Résoudre une équation du second degré
e SE22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 25.2.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Soit f définie sur R par f(z) = 22° — 1522 + 342 — 2. Déterminer les antécédents de —2 par f’.
On peut faire ce type d’exo pour toute une série d’équations qu’on veut résoudre (algébrique, exponentielle,
log, puissance, sin, cos pr les équations trigo).

Exercice 26

e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 25.2.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Calculez la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes :

1. zsin(z) 4. €% cos(x)
2. (22 —x —1)In(x)
3. sin(z)? 5. Va(z* —3)

Exercice 27

e SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient

Avant de résoudre I’exercice, avez-vous lu la partie 25.2.3 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Calculez la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes :

In(z) 1
1. 4., —
x NG
9 sin(x) 3 - 2x
" cos(x) 2+ 1
el‘
3. —m—
x2—x+12

Exercice 28

e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 25.2.4 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Calculez la dérivée des fonctions définies par les expressions suivantes :

1. sin(2x) 4. vVe*
2. ¢!

3. In(2® +1) 5. In(y/1 — cos(x)).
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Exercice 29

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée
e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 25.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe ?

Dérivez dans chaque cas la fonction qui & x associe :

1. 2™ + sin(z) 9. sin(2x + 1)
2. 2cos(z)e” 10. In(3x)
3. In(x)? +2 1. Va2t o+l
4. €3ZE+2 12 o
sin(x) ' m: P
5. tan(z) (: ) x
cos(x) 13. P2 +1
6. sin?(z) + cos?(z) In(z)
7. (22 +3)3 4. —=
8. 32°% 4+ 423 + 22+ 12 15. zln(z) —x

Exercice 30

e SF30 : Savoir tracer/reconnaitre le graphe des fonctions usuelles sans hésitation
e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient

1. Sur quel domaine de la variable ¢t sont définies ces deux fonctions ?

3t—2 -5

f(t): t_’_—lv et, g(t):_ .

2. Calculer leur dérivée respective. Que remarque-t-on ?

3. Que vaut f(t) — g(¢) ? Justifier alors la remarque de la question précédente.

Exercice 31

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient

Calculer f/, " et f"” dans les cas suivants :
1. f(x) =2

2 flr)=

3. f(z) = vz

Exercice 32

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient
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Calculer la dérivée de ces rapports de fonctions (de v),

3?2 — 4w 3?2 —4dv+1 Inwv
2 ’ 20—3 " cosv+v?

Exercice 33

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Le nombre d’atomes radioactifs N (t) présents a un temps ¢ dans un échantillon contenant Ny atomes a un
temps to = 0 est égal a N(t) = Noe T, avec T une constante. L’activité est le nombre de désintégrations
par secondes (i.e. le négatif de la dérivée par rapport au temps de N(t)). Quelle est son expression ?

0 %e—t/f
T
O _%e—t/T
T
N
0 —Ng — —2e /7
T

N,
O Ny + —Let/7
T

Exercice 34 Calculs de dérivée niéme

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

1. Calculer la dérivée niéme des fonctions exp, cos, sin.

2. Soit m € Z. Calculer la dérivée niéme de 2.

Exercice 35

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée

1. Exponentielle de base a : Calculer la dérivée vis-a-vis de x de la fonction a¢”, ol a est une constante

réelle strictement positive : a > 0. Penser & la réécriture a = €™®. Donner un résultat proportionnel
aa”.
2. Application : En déduire deux moyens de calculer la dérivée de In(a”).

3. Généralisation : Calculer la dérivée relativement a  de la fonction [f(2)]?®) ou f(z) et g(z) sont deux
fonctions quelconques. Donner le résultat obtenu en terme de f(z), g(x), f'(x), ¢'(x) (leur dérivée) et
[f (x)]g(”’). Montrer que 'on peut ainsi retrouver le résultat de la question 1.

4. Applications : Dériver par rapport a u ces deux fonctions,
P(u) =2 et, Q(u) = (C + Inu) ™" |

ou C est une constante.

Exercice 36

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit
e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée
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Utiliser deux méthodes pour calculer la dérivée des deux fonctions a une variable, F(a) = 1 + tan® «, et,
G(t) = In(t/z), z étant une constante.

Exercice 37

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit
e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée

Dérivées partielles — Calculer les dérivées des fonctions suivantes a deux variables, par rapportEl a la variable
x, puis par rapport a la variable y.

u(a,y) = e cos(y), v(z,y) = (22 +y?) cos(zy), w(z,y) = /1+22y2 .

Exercice 38

e SF28 : Savoir calculer ’équation d’une tangente & une courbe en un point donné

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 24.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe ?

Déterminez ’équation de la tangente a la fonction f au point x ou :
1. f=sinet x =0. 3. f=expetxz=0.

1
2. f=Inetz=1. 4.f::c»—>m(1—x)etx:§.

Exercice 39

e SF28 : Savoir calculer I’équation d’une tangente & une courbe en un point donné

Déterminer une équation de la droite tangente a la courbe représentative de la fonction f(x) = 322+ +1
au point d’abscisse @ = 1. Méme question pour la fonction g(z) = v/z/x en a = 3. En quel point la tangente
a la courbe représentative de f(x) = 32% + = + 1 est-elle paralléle a la droite d’équation D(z) = 3z +47?

Exercice 40

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle
e SF28 : Savoir calculer ’équation d’une tangente & une courbe en un point donné

Dans les cas suivants :

b) f(z) = (1+2)8
0 f@)=Vita
d) f(z) = —

1. Déterminer I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse z =0 .

Exercice 41 Signe de quotients

Ou(z,y) ot du(z,y) ‘

1. On notera par exemple les dérivées partielles de la fonction u(z,y) : 3 3
€z Y
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e SF1255 : Savoir étudier le signe d’un quotient de polynoémes de degré au plus 2

Déterminez le signe suivant x des quotients suivants :
1

(z24+1)°
x — 2
(z = 1)(z —3)*
(x+1)
22 —5x+6

(2z+1)%2 °

Exercice 42

e SF1187 : Savoir résoudre des inéquations simples
e SF10 : Résoudre une équation du second degré
e SF1255 : Savoir étudier le signe d’un quotient de polynoémes de degré au plus 2

Résoudre les inéquations suivantes :

L (z4+2)(3-2)<0

9 T22
z+1
1
3. x> —
T
n T T
3—x x+ 2

Exercice 43

e SF8 : Savoir résoudre des équations algébriques d’ordre un
e SF10 : Résoudre une équation du second degré
e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

On lance un projectile depuis « = 0 qui suit la trajectoire donnée par f(z) =2 — 2?2+ ou z est la distance
parcourue.

1. Tracer cette fonction.

2. Déterminer les points x pour lesquels la pente de la trajectoire est supérieure ou égale a 1.
3. Déterminez le point = pour lequel la trajectoire devient décroissante.
4

. Déterminez en quels points le projectile va toucher le sol situé en y = 0.

Exercice 44

e SF21 : Avoir un exemple en téte de fonction non dérivable

Avant de résoudre l’exercice, avez-vous lu la partie 23.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe ?

Donner un exemple de fonction non dérivable.

Exercice 45
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e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit
e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée
e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

Calculez les dérivées des fonctions f définies par :

e® In(x)

alph) f(z) = e

alph) f(z) =3%sinz

alph) f(r) = 0
20
alph) f(x) = 42“25)3

alph) f(z) = (z* — 2% + 5)*

alph) f(z) =

alph) f(z) = (In(x))’
alph) f(z) = (z® + 2 + 1)e®

— 32 _
alph) f(z)=(1-z)vVa+1

2c—1
r—3

alph) f(z) =+/(In(z))? +1

alph) f(x) = In(e** —1)

alph) f(z) = In(——)

alph) f(z) =In(z 4+ va2+1)

alph) f(z) =

8.5 [Exercices de niveau Avancé et Expert

Exercice 46 Niveau Avancé

1. Sur le graphe représentant une fonction f, tracez un taux d’accroissement et précisez son expression.

2. Sur ce méme graphe, donnez la limite du taux d’accroissement de f en 2 et expliquez graphiquement
votre résultat (on veut voir ’évolution du taux d’accroissement graphiquement lorsqu’on tend vers 2).

Quelle est par ailleurs la valeur de la dérivée f' en 27

3. Trouvez le minimum de la dérivée sur ce graphe ? En quel(s) point(s) se situe-t-il 7 Faites une estimation

de sa valeur.
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Exercice 47 Niveau Avanfé ) ) _—
L. n(l+x) sin(x e’ — , cis P .
Calculez les limites en 0 de ( ) , (z) et . Représentez ces quantités sur les tracés des fonctions
x T x

In, sin, exp

Exercice 48 Niveau Fxpert
Etant donné une fonction f définie et dérivable sur R, on cherche la meilleure droite approchant f au
voisinage de 0. Autrement dit on cherche deux constantes a et b telles que

Ve e R, f(x) =b+ ax + ze(x)

ot ¢ est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers 0. Déterminez a et b. Représentez ensuite la droite
d’équation y = b + ax et expliquez & quoi elle correspond géométriquement.

Exercice 49 Niveau Fxpert

Bagage admis :

=) = flzo)

r — X

e Une fonction f est dérivable en un point g si le taux d’accroissement admet une limite
finie quand x tend vers xg.

e Une fonction f est dérivable sur un intervalle [ si elle dérivable en tout point z¢ de I.

e Une fonction continue sur un segment [a,b] admet un minimum noté m et un maximum noté M.

1. Dans les questions 1,2,3, on démontre le théoréme de Rolle : Soit f une fonction continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a, b[. On suppose que f(a) = f(b). Alors : 3¢ €]a, b], f'(c) = 0.

On se donne donc f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que f(a) = f(b)
(a) Expliquez ce que le théoréme de Rolle signifie géométriquement a l’aide d’un dessin.
(b) Expliquez pourquoi f admet un maximum M et un minimum m sur [a, b].
(¢) Supposons que m = M, prouvez le théoréme de Rolle dans ce cas.
2. Supposons dans cette question que le maximum soit atteint en ¢ €]a, b,

(a) Démontrez que

f(x) = f(o)

YV < c, >0
T —c
Démontrez également que
R Gl A O
T —c

(b) En déduire que f'(c) = 0.
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Démontrez le théoréme de Rolle dans le cas m €]a, b].

Exercice 50 Niveau Ezxpert

1.

2.

On suppose que le taux d’accroissement en a d’une fonction est compris strictement entre 1 et 2 (pour
tout x). Expliquez graphiquement puis démontrez pourquoi la dérivée f'(a) est a valeurs dans [1,2].

On se donne une fonction f définie sur [0, 2]. Tracez une fonction dont le taux d’accroissement en 1
est compris entre —1 et 1 et atteint les valeurs 1 et —1 au moins une fois.

Exercice 51 Niveau Ezxpert
On dit qu’une fonction dérivable sur un intervalle I est convexe si sa dérivée est croissante. On dit qu’une
fonction est concave sur I si sa dérivée y est décroissante.

1.
2.

Donner deux expressions de fonctions convexes sur R.

Tracer deux exemples de fonctions convexes et expliquez ce que signifie la définition graphiquement
et & quoi on peut repérer qu’'une fonction est convexe.

Tracez un exemple de fonction concave sur R puis un exemple de fonction qui n’est ni convexe sur R
ni concave sur R.

La conjecture suivante est-elle vraie : "Toute fonction convexe sur R est de limite +0o0 quand x — —oo
et quand z — 400" ? Justifiez votre réponse.



Chapitre 9

AAV 8 : Primitives

9.1 Qu’est-ce qu’une primitive ?

9.1.1 Définition

Dans l'aav calculs, vous avez constaté que développer et factoriser sont des opérations inverses l'une de
l’autre. L’objectif ici est d’effectuer 'opération inverse de la dérivation : étant donné une fonction f, peut-on
trouver une ou plusieurs fonctions F' dont la dérivée est f 7 De telles fonctions F' seront appelées primitives.

Définition 8: Primitive

Soit f une fonction continue sur I, on appelle primitive de f toute fonction F' dont la dérivée est f.
Autrement dit Vz € I, F'(z) = f(z).

Vous avez vu que #’ = 1 donc F : z +— x est une primitive de f : x — 1.

— Questions :

e Démontrer que exp est sa propre primitive.

e Démontrer que sin est une primitive de cos.
'S0D 9p dATjIULId BUN 183 UIS DUOP SO0 = UIS @

soaniuutad axdoad es 9se dxe ouop dxe = ldxa .

‘uorysonb U WOIIOWOJ B[ INS IOUIO) 9SUD 189 WO ‘DATITWIIId JURSTP-TOS B ISALIQP 9P NS [T

9.1.2 Nombre de primitives

Soient f une fonction continue sur I, Fy et Fy deux primitives de f. Alors il existe une constante C
telle que Vo € I, Fy(x) = Fa(z) + C.

Preuve a faire par tous :

e Ecrivez les hypothéses ainsi que leur traduction.
e Ecrivez le but ainsi que sa traduction.

e Dans la preuve ci-dessous, justifiez tous les points marqués par un chiffre.
Vo eI, (F1 — Fy)(z) 5 Fi(z) — F3() 5 f@) - f@)=0.

49
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D(o?c F1 — F5 est une fonction constante.
3

'S9JURISUOD SO] JUOS J[[NU UOTJOUO] B[ op soaljiwuLid sof 1ed : (g)

*f op seantwiad xnep juos & 30 T Ied : (g)

99A1I9p ® op 931regur] red : (1)

‘WepI : UoronpeI], e

D+ (2 = ()W T TAMD DE g @

(@)1 = (2)f = ()1 ‘T 5 TA : voryonpeRIL,

f op soanrwinad xnep g 30 T ‘J INS 9NUIjUOD UOIJOUOJ aun [ : 9syjodAH e

Que conclure de cette proposition ?

Plusieurs messages ressortent de ce résultat.

e Si on trouve une primitive, toute autre primitive sera égale a cette méme primitive plus une constante.

e Dés lors qu’on trouve une primitive, on peut construire une infinité de primitives en ajoutant une
constante de notre choix.

Quand on vous demandera de déterminer les primitives d’une fonction f : x — x par exemple, on

x
s’attend a les avoir toutes! Autrement dit ici les primitives sont F : z — — + C pour C € R.

9.2 Calculer une primitive

9.2.1 Formes usuelles

Pour calculer des primitives, nous nous basons sur un certain nombre de "formes usuelles" dont nous connais-
sons une primitive. Ces formes usuelles sont des dérivées composées de fonctions. Nous les récapitulons dans
le tableau ci-dessous :

Fonction f Primitives F
v ()
L In(fu(a))) + €
/ o u(z)* !
u'(z)u(z)® a # —1 TH+C
o' (x) sin(u(z)) —cos(u(z)) + C
v () cos(u(z)) sin(u(z)) + C
u'(x) exp(u(z)) exp(u(z)) +C

e ¢’ est de la forme u'(x) exp(u(z)) avec u(z) = x donc ses primitives sont de la forme e* + C,
C eR.
2

* 2z +1)2

de la forme —
2z

=2(22 + 1)72 est de la forme u'(z)u(z)® avec u(z) = 2z + 1 donc ses primitives sont

R.
Jr1—1—C’,C’e

Il est temps de consulter les 5 premiéres minutes de la vidéo : SF 61 Calculer une primitive de fonction
(primitive = comb. lin. / compo de fonctions usuelles).




9.2. CALCULER UNE PRIMITIVE

ol

— Questions :

e Donnez trois primitives différentes de sin(2x).

[ [
(xzg)soo T (zg)soo (zg)soo

(zg)urs ap searnyiuuiad s1013 JuOS g —

e Faites D'exercice [52] page [53]

9.2.2 Meéthodologie de calcul

Il est temps de consulter la vidéo & partir de 5min : SF 61 Calculer une primitive de fonction (primitive
= comb. lin. / compo de fonctions usuelles).
ol

— Questions :

o Faites 1’exercice [58] page

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions,/propositions,/-
théorémes de la partie.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.



https://www.youtube.com/watch?v=hqXQM78a6ZE
https://www.youtube.com/watch?v=hqXQM78a6ZE
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Exercices de ’AAV 8

Exercice 52

e SF62 : Connaitre les primitives des fonctions usuelles

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 26, 27.1 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et
en étudier le signe?

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1l.z—1 3. x> cos(x) 5. x> e” 7. z— 2", neN-{-1}
1 1
; 4. v — ——. 8. i —
2. z — sin(x). NG 6. =+ In(x) T

Exercice 53 Primitivation simple

e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

Avant de résoudre l’exercice, avez-vous lu les parties 26 et 27 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et
en étudier le signe?

Donner une fonction dont la dérivée est

1. e* 5. zt

1

2. In(22) 6. =

1 1

3. — =

. T
4. cos(z) 8. 22 + 227 + 32* +2° + 3

Exercice 54 Primitive par reconnaissance de dérivées (pas faciles!)

e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu les parties 27.2 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et en
étudier le signe?

Calculez (par une méthode directe) une primitive des fonctions qui & = associent :

93
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L 9. f(x) = (2® — 4o +5)*(x — 2)
43 4+ 17 n(@)
g &1 10. fla)=—
1 b 1L f(0) = s
s 12. f(z) = sin(5z) — 2 cos(3x) + 4sin(2z)
+ cscig((;))‘l’ 13. f(x) = sin(z) cos(x)®
5. x cos(3z?) 14. f(z) =2+ Si;l(w))2 cos(x)
1 , 15. f(z) = cos(z)
6. COSQ(CL')’ 16. f(z) = %e%
1 T
7. f(x) = (3 ;_ 5)3 17, fla) = %
8. f(zx) = (22 — 4)2 18. f(z) = we® 1

Exercice 55 QCM-787

e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

a,b) € (R*)??

a
Quelle fonction a pour dérivée x pr——— (

ar +
b
x = In(jlz + =)
a

x +— In(|az + b))

x — In(|az 4 b]) + ¢, ¢ constante réelle.

O oo od

(
(
(
= In(|lz + %|)

Exercice 56

e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

La vitesse angulaire d'un pendule oscillant est donnée, dans "approximation des petits angles et en négligeant
les frottements, par § = —f - w - sin(wt), avec 0y et w des constantes. Quelle est 'expression de 6(t) ?

O —0q - cos(wt) + constante
O —0g - cos(wt)

O —6p - cos(wt)
O

o - cos(wt) + constante

Exercice 57

e SFG61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

e SF62 : Connaitre les primitives des fonctions usuelles

e SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

e SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée

1
Montrer que x f'(z) =1 — T4 Powr f(xz) =In(1 + z). En déduire la primitive de la fonction z f'(z).

Exercice 58
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e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple

e SF62 : Connaitre les primitives des fonctions usuelles

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu les parties 26, 27 du cours Calculer la dérivée d’une fonction et
en étudier le signe ?

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

1oz 1 16 ¢ 28, f(@) = —
2. z — sin(x). e”+4 (32 +5)
5 (@) 17. cos(b5z + 3), 2. f(2) x
. @ — cos(x . f(x) =
A 1 18, -, (22 — 4)2
. —. x"
AW o 1 30. f(z) = (22 — 4z + 5)'(z — 2)
5. x> e” " tan(z) In(x)
6. z— In(x) 2. f(z) = 1 31. f(z) = -
7. z—a", neN-{-1} 2r —3 , ; 32. (2) 1
21. =T 4 362 473 - fa) =
8. r— 1 f(?Q ¢ € ¢ xln(x)
z 99 ¥ . 3
9. 227 4 27 + 4z + 5, A1 33. f(z) = sin(x) cos(x)
10. sin(t + 7/5), 23. ¢ +1 7 34. f(z) = (2 + sin(x))? cos(z)
et +x
11. 1 2¢, o 1 35. f(x) = cos(x)?
2 L
12. — = V3T + 1 1 .
Jitt Smgzx) 36. f(2) = —ye*
13. tan(x) 25. ——7,
>0 cos(x) 37, $(2) oVE
x 2 . flx) =
14, ———— 26. x cos(3z”),
@31zt 1) 1( ) Ve
15. 2% exp(z?), 27. cos?(z)’ 38. f(x) = ze® 1

9.3 Exercices de niveau Avancé et Expert

Exercice 59 Niveau Avancé

Dessiner trois primitives de la fonction suivante et dessiner la différence entre deux de ces primitives.
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—4 1

Exercice 60 Niveau Avancé

Dessinez puis déterminez ’expression d’une fonction définie sur R dont la dérivée est positive et strictement
croissante.

Exercice 61 Niveau Ezxpert

1. Trouver les fonctions y telles que pour tout z réel y'(z) = 0. Expliquez graphiquement votre résultat.

2. On souhaite résoudre trouver les fonctions y telles que pour tout x réel y'(z) — a(z)y(z) = 0 ol a est
une fonction continue sur R. On note A une primitive de a.

(a) Calculer la dérivée de y(z)e™4®),
(

)
b) En déduire les fonctions y telles que pour tout z réel y'(x) — a(z)y(z) = 0.
) Trouver les fonctions y telles que pour tout z réel y'(z) — 4y(z) = 0.
)

(c

(d) Reprendre les questions précédentes afin de trouver les fonctions y telles que pour tout x réel
y'(z) — a(x)y(x) = b(x) o b est une fonction continue sur R.

3. Expliquez la phrase suivante "Résoudre 1'équation y'(z)—a(z)y(z) = b(z) c’est trouver des primitives".

Exercice 62 Niveau Avancé

Parmi les fonctions suivantes, lesquels ont une dérivée positive et strictement croissante.

e la courbe orange.
e la courbe violette.

e une primitive de z? (sur R).

1
e la fonction f : z — —exp(—) définie hors de 0 (sur R*).
x
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Chapitre 10

Exercices du bloc 3 : Exercices lhant les
savolr-faire

Exercice 63

e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
e SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles
e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu les parties 16, 17, 18 du cours Calculer la limite d’une fonction ?

2+
r—1"
1. Déterminer les limites de f quand z tend vers +o0o0, —oo, 2 et 1.

On consideére f : z +—

2. Déterminer la limite de f(z) — (z + 2) quand x tend vers +oc.

3. Interpréter géométriquement le résultat de la question précédente.

Exercice 64

SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

SF15 : Savoir calculer une limite en utilisant les croissances comparées
SF1266 : Savoir calculer une limite par composition de limites

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 16, 17, 18 du cours Calculer la limite d’une fonction?

In(z?)

Soit la fonction g :  + xe” + In(z? 4+ 1) + .

In(z?%)

1. Quelles sont les limites de ze® et en 0, —o0o, +00?

2. En déduire les limites de f quand x tend vers 0, —oo, +oc.

Exercice 65

SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles

SF17 : Savoir factoriser /simplifier pour lever une FI

SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression
SF1266 : Savoir calculer une limite par composition de limites

99
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Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 16, 17, 18 du cours Calculer la limite d’une fonction?

Soit la fonction h : z + In(z* + 1) — In(x?).
1. Calculer la limite quand « tend vers 0 de cette fonction.
2. Ecrire h(z) sous la forme In(f(z)) ot f est une fonction qu’on précisera.

3. En déduire les limites quand z tend vers +oo et —oo de h(x).

Exercice 66

e SF13 : Savoir calculer une limite par application des régles de calculs, sans FI
e SF14 : Connaitre les limites de fonctions usuelles
e SF17 : Savoir factoriser/simplifier pour lever une FI

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 16, 17, 18 du cours Calculer la limite d’une fonction?

2?2 —4x+3
2z +3)(z—1)°
1. Calculer la limite quand « tend vers 0 et —oo de cette fonction.

On consideére la fonction h : z —

2. Factoriser le trindome 2z — 4z + 3 en ayant au préalable les racines.

3. En déduire la limite de h quand z tend vers 1.

Exercice 67

SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée

SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient

SF9 : Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)

SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction a partir d’une formule
SF1255 : Savoir étudier le signe d’un quotient de polynémes de degré au plus 2

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu le cours Calculer la dérivée d’une fonction et en étudier le signe?

On considére la fonction f : z +—

3 —

Factoriser 2> — 2 en produit de trois polynomes de degré 1.
En déduire I’ensemble de définition et de dérivabilité de f.
Calculer la dérivée de f.

Déterminer le signe de la dérivée de f sur R.
En déduire lallure de f.

AR A

Exercice 68

SF20 : Avoir une intuition graphique et physique de la dérivée

SF21 : Avoir un exemple en téte de fonction non dérivable

SF22 : Savoir calculer une dérivée de fonction usuelle

SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit

SF24 : Savoir calculer une dérivée d’un quotient

SF25 : Savoir calculer une dérivée d’une fonction composée

SF28 : Savoir calculer I’équation d’une tangente & une courbe en un point donné

SF9 : Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)

SF10 : Résoudre une équation du second degré

SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction & partir d’une formule
SF1255 : Savoir étudier le signe d’un quotient de polynémes de degré au plus 2

SF201 : Savoir tracer le graphe de x-> f(x-a), f(ax), a f(x) et f(x)+a a partir du graphe de f
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Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu le cours Calculer la dérivée d’une fonction et en étudier le signe?

On consideére la fonction f: x +— In(x 4+ 1) + z(2 — x)

Donner un exemple de fonction non dérivable en 0.

Quel est ensemble de définition de g : t — In(¢ 4+ 1). Dessiner sur un méme graphique In et g.
Calculer la dérivée de f et réduisez au méme dénominateur ’expression.

Factoriser le numérateur de f’ en produit de deux polynomes de degré 1. En déduire le signe de f’.

GUk W

Déterminer ’équation de la tangente & f en 0.

Exercice 69

e SF62 : Connaitre les primitives des fonctions usuelles
e SF61 : Savoir calculer une primitive de fonctions simple
e SF9 : Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu le cours Calculer la dérivée d’une fonction et en étudier le signe?

1. Déterminer les primitives de

1 1 2 —1
Cxp(x)’ :I:3’ ) 9 9 *
-2 2r+1 (t2 —t)*

1
2z +1)(z—2)

oll a et b sont deux réels.

2. On considére I'expression . On cherche & écrire cette expression sous la forme

S
20 +1

T —
a b
2¢ + 1 + z—2
2z + S(x ~9) = 23;:_ 1 + et On pourra pour cela utiliser le fait
que si a1x + by = asx + by alors a; = as et by = bs.
1
2z +1)(z —2)

(a) Réduire au méme dénominateur ’expression

(b) En déduire a et b tels que

(¢) Déduire de l’exercice LES primitives de

Exercice 70

e SF62 : Connaitre les primitives des fonctions usuelles
e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression
e SF23 : Savoir calculer une dérivée d’un produit

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu le cours Calculer la dérivée d’une fonction et en étudier le signe?

On cherche a trouver une primitive de f : z — In(1 + %) On se restreint & = > 0.
1. Mettre In(z + 1) — In(x) sous la forme In(a) ot a est une expression dépendant de z. En déduire une
expression de In(x 4+ 1) — In(x) en fonction de f(z).
2. Rappeler les primitives de In(z).
3. Démontrer que In(x + 1) = ((z + 1) In(z + 1))’ — 1.
4. En déduire les primitives de In(z + 1) puis celles de f.



	AAV 5 : Limites
	Définitions
	Mesurer la distance entre deux réels
	Définitions

	Limites usuelles
	Fonctions polynomiales
	Fonction inverse
	Racine carrée
	Exponentielle, logarithme népérien
	Fonctions trigonométriques

	Opérations sur les limites
	Somme
	Produit
	Quotient

	Lever les indéterminations
	Factorisation forcée en l'infini
	Factorisation en un réel
	Croissances comparées

	Exercices de niveau Avancé, Expert

	AAV 7 : Dérivées 
	Motivation
	Motivation physique
	Etude des variations

	Qu'est-ce qu'une dérivée
	Définition
	Dérivabilité et continuité

	Géométrie et dérivation
	Tangente à une courbe
	Variations de fonctions

	Calcul de dérivées
	Dérivées usuelles
	Opérations algébriques

	Exercices de niveau Avancé et Expert

	AAV 8 : Primitives
	Qu'est-ce qu'une primitive?
	Définition
	Nombre de primitives

	Calculer une primitive
	Formes usuelles
	Méthodologie de calcul

	Exercices de niveau Avancé et Expert

	Exercices Bloc 3 : Exercices liant les savoir-faire

