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PARIS-SACLAY Cours de mathématiques 1 de P.Beau
FACULTE Chapitre 4- Accroissements finis et
JEAN MONNET développements limités.

DROIT-ECONOMIE-GESTION

1 Accroissements finis
Le nombre dérivé décrit un accroissement infiniment petit d'une fonction résultant d'un accroissement

infiniment petit de la variable. On s'intéresse ici a un accroissement de la variable qui n'est pas infiniment
petit. La fonction dérivée intervient a nouveau.

Théoreme de ROLLE. Théoréme 1.

Si a,b sont deux nombres réels distincts, f une fonction: x € [a; b] = f(x) définie et continue sur [a;b],
dérivable sur ]a;b[ et telle que f(a) = f(b) ,
alors il existe au moins une valeur ¢ de I’intervalle ouvert ]a;b[ qui vérifie f'(c) = 0.

Démonstration: si f est constante sur [a,b] , alors pour tout ¢ de ]a,b[ f' (c) =0.
Supposons f non constante.

Puisque f est continue, 1’image par f de I’intervalle [a; b] est un intervalle. De plus, (propriété admise) I’image par une
fonction continue d’un intervalle fermé est un intervalle fermé ( attention, en revanche il n’y a pas de propriété analogue pour des
intervalles ouverts).
11 existe donc m et M réels tels que f( [a,b] ) = [m,M] et il existe donc cl et c2 tels que f(c1)=m et f(c2)=M.
Or f est non constante, et f(a) = f(b). Donc au moins un des 2 nombres m,M est différent de f(a).

Si M = f(a) , f atteint son maximum M en c2 de Ja;b[ , donc f'(c2)=0.

Sim = f(a), fatteint son minimum m en c1 de ]a;b[ , donc f'(c1)=0

Théoréme 2, des accroissements finis

Si une fonction f: x € [a;b] = f(x) est définie et continue sur le segment [a;b], dérivable sur ’intervalle ]a;b][,
il existe alors au moins une valeur ¢ de Ja;b[ telle que : f(b)-fa)=(b-a)f’(c)

a

f(b B

Interprétation géométrique de ce théoréme:

Le théoréme indique qu'il existe un nombre ¢
de ]a ; b[ pour lequel la tangente en (c, f(c) ) a
la courbe est parallele a la droite passant par

A (a,fla))etB(b,f(b)), f(c
car f' ( ¢), coefficient directeur de cette N
f(b)-f(a) fia .

tangente est égal a ,
b—a

coefficient directeur de la droite (AB) b ¢ a

Démonstration : il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction @ définie ainsi :
f(b)=f(a)
o= flx)-(x-a)—=———=

b +f (a) , apres avoir vérifié que toutes les hypothéses du théoréme sont
—a
satisfaites.
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2 Développements limités de fonctions d'une variable réelle

2.1 Développements limités
Exemple 1 Des approximations successives de exp(x).

; _ N
* Posons ro(x) = exp(x) — 1. Onaalors  lim ( )=1lim (¢'—1)=1im (e*)—1=1-1=0 donc
x=0 x=0 x=0
exp(x) =1+ ry(x) avec ro(x)<(f 1 8 A o000 —
7 1+x 1
La constante 1 est donc, parmi les constantes, 6 N o g
l'approximation la plus raisonnable de exp(x) au 5]
voisinage de x=0: ce qui lui manque pour étre égale a 41
exp(x) est, au voisinage de x=0, un infiniment petit 3 ~
devant elle. f 7 7
¢ Posons 7(x) =exp(x)— 1 —x. On a alors o — — | -
lim (r'(x)):nm (N (T )=1m1=0 5T s 4 o8 6 es 1 s
x=0 X x=>0 X x=0
Donc exp(x) = 1 +x + ri(x) avec rl(x)<0<x<0<1

Le polynome 1+x est donc, parmi les polynomes de degré 1, I'approximation la plus raisonnable de
exp(x) : ce qui lui manque pour étre égal a exp(x) est , au voisinage de 0, infiniment petit devant chacun
de ses 2 termes.

2
*  On peut ensuite montrer que  exp(x)=1+ x+ x7+ r(x) avec r(x)kx’<x<1 ,

o 0 0
2 3
. X X
puis que exp(x)=1+ x+ Tt ri(x) avec ri(x)<x¥<x’<x<1
0 0 0 0

On obtient ainsi 4 polynomes qui forment des approximations de plus en plus fines de exp(x) au voisinage de
x=0 : a chaque étape on a ajouté un terme infiniment petit devant les précédents, et qui permet d'approcher plus
précisément exp(X).

r,(x)

Remarquons enfin que, en posant ¢(x)= , r,,(x)<0<x” est équivalenta lim e(x)=0 et

n
X x>0

exp(x)=a,+ a,x+ a,x’+ ..+ a,x"+r (x) s'écrit aussi
exp(x)=ay+ a, x+ a, x’+ ..+ a,x"+ x"e(x)
l'expression a droite de cette égalité esr appelée un développement limité de exp(x), a I'ordre n, au
voisinage de x = 0.

De facon générale, pour une fonction f définie sur un intervalle ouvert contenant O :

Définition 1. Développement limité d'une fonction au voisinage de 0.
On considére une fonction f'définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 ou borné par 0. S'il existe n nombres
fixes @, a,..a, etunefonction e:x+e(x) satisfaisanta:

n

1 : . 7
Vxel f(x)=a,+ax+..+ax"+x"ex) avec lim €(/)=0, alors cette expression est nommée
h=>0

développement limité de f, d’ordre n au voisinage de 0.
a,+ a, x4+ a,x" s’appelle la partie réguliére_du Développement Limité et x, £(x) est le reste de ce
développement limité.
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Définition 2. Développement limité d'une fonction au voisinage d'un nombre x, .

On considére une fonction f* définie sur un intervalle ouvert contenant un nombre x,, ou borné par un nombre
Xo. On note pour tout nombre x, 4 la différence entre x - x; .

S'il existe n nombres fixes a, a, ...a, etune fonction ¢: x+—e(x) satisfaisant a :

n

(pour tout x=xo+hdel)  f(x,+ h)=ay+ah'+a,h’..+ a h"+h"e(h)  avec lime(h)=0, alors cette
h0

expression est nommée développement limité de f, d’ordre n au voisinage de x,

Exemple 2
Reprenons le développement limité au voisinage de 0 , & I'ordre 3, de la fonction x€R~—exp(x) , exposé a

l'exemple 1 :
2 3

(pour tout x de R) exp(x)=1+ x+ Tt x’e(x) avec lim g(x)=0
x=0

On a donc , pour tout 2 de R :
2 3 4 4
exp(4+ h)=e*xexp(h)=e*(1+ h+ %+ %+ Welh))=e'+ & h+ %h2+ %h3+ hxe'e(h)
4 4
= e'+eth+ %h2+ %h3+ We,(h) avec lim &,(h)=0 ,enposant ¢,(h)=e*e(h)
h=0

Ceci est un développement limité a I'ordre 3, au voisinage de x =4, de la fonction exp.

2.2 Obtenir un développement limité par la formule de Taylor-Young

Théoréme 3.Formule de Taylor et Young. Siune fonction f'admet des dérivées jusqu’a I’ordre n en x, alors il
existe un intervalle V, ouvert contenant 0 tel que :

(V heV)
S (xo+ 1) =f(xo0)+ u S'Gxo) + h—z S (o) + Ui S (x0) oo i
! YT Y2 Y (2x3) RO
avec lime(/)=0
h>0
n! ( factorielle de n ) signifie 1X2X3X...X(n—1)Xn
Si fadmet des dérivées a droite (respectivement : a gauche), jusqu’a ’ordre n, en x, , on a une propriété
analogue en remplagant V ouvert par V ouvert a droite (respectivement : a gauche).

S () +h™ ()

Exemple 3 Posons /: x€R+—exp(x) . Calculer f(0), £'(0), £''(0), f£""'(0) eten déduire le
développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de £, indiqué a l'exemple 1.
Exemple 4 Posons pour tout x de ]-2, + oo[ , w(x) = In(2+x) . Trouver un développement limité de w , a 1'ordre 2
au voisinage de x = 0, a 1'aide de laformule de Taylor et Young.

1
l—x
a) Calculer pour tout x de R, (1—x)(1+ x+x”) ,puis (1—x)(1+ x+x°)+x’ .En déduire un
développement limité a l'ordre 2, au voisinage de 0, de g(x).
b) Appliquer la formule de Taylor-Young a g, au voisinage de 0, a I'ordre 2, et retrouver le développement
limité précédent.

Exemple 5 Posons pourx de]-o,1[U]1,+oo[, g(x)=

Comme il apparait a I'exemple 4, la formule de Taylor-Young est un moyen usuel pour déterminer des
développements limités mais il peut y avoir d’autres méthodes .
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2.3 Opérations simples sur les développements limités
Etant données les parties régulieres ( PR) des développements limités d’ordre n de deux fonctions fet g au
voisinage de X, , on a:

e f+ g admet un dév. limité d’ordre n au voisinage de xoet PR (f+g)=PR (f) + PR( g)

e f.gadmet un dév.limité¢ d’ordre n au voisinage de xoet PR ( f.g) = (PR(f).PR(g) )a

ou PR(f).PR(g) ). désigne le produit des 2 polynomes de degré n dans lequel on ne garde que les termes de
degré inférieur ou égal a n.

f PR(f) )

g PR(g) ), ~
quotient des 2 polynomes PR(f) et PR(g) dans la division suivant les puissances croissantes quand on s’arréte
au degré n.

Exemple 6 : Supposons que f(x) = 6 + 13x -2 x* + x? £)(x) et g(x) = 2+5x +2x*+x7 &,(X)
lim ¢, (x)=lim &,(x)=0

f

admet un D.L. d’ordre n au voisinage de X, si g(xo) #z0 et PR( — )= (
g

Avec x>0 x>0
6 +13x -2x? 2 +5x +2x2
(6 +15x  +6x) 3 X 32
-2X -8x?
-(-2x -5x* -2x%)
-3x? +2x°
-(-3x? -15x%/2 -3x%)
19x°/2 +3x*

lim ¢,(x)=0
Alors f(x)/g(x) = 3-x-3x%/2 + x* &(x) avec *20

2.4 Deérivation et intégration d’un développement limité
Théoréme 4

si la fonction fest dérivable sur un voisinage de x,
etsi f'admet un développement limité d’ordre n au voisinage de x,,
alors la fonction f'admet au voisinage de x, un développement limité d’ordre n+1 dont la partie réguliere est la
primitive de celle de /' qui prend la valeur f{(x,) en xo.

Théoreme 5

si fest une fonction dérivable au voisinage de x0
etsi fetf ' admettent des développements limités d’ordres respectifs n et n - 1 au voisinage de 0,
alors PR(f ') est la dérivée de PR (f).

Attention ce théoréeme n’indique rien dans le cas ou vous ne savez pas si f ' admet un dév. limité

2.5 Deéveloppements limités usuels

Voici les principaux développements limités a connaitre. Ce sont des développements limités au voisinage de 0,
et dans chacun d'eux & désigne une fonction définie sur un voisinage de 0 et satisfaisant a lime(x) . A chaque

x=>0
ligne la fonction désignée par ¢ est évidemment différente de celles des autres lignes.
0 L. 1 +x+x+x + .+ 3"+ x"e(x).
—X

X x x"

In (1+x) = x—7+?+...+(—1 )+ xhe (%)
n
(f = 1+ ke + k(kz—l) 2+ k(k—21>2(3k—2) U k(k—l)(k—Z)/...(k—n+ 1) o) (k €
n!

R)
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n

2
e = 1+£+x—+...+x—'+x“8(x) (rappel : n/=nX(n—1)X(n—2)x...x2x1)
n!

1 2
x3 XS f x2k+l 0 k42 -
1 = - 4 — A C— X +
sinx = x—"-tgy +..+(—1) ke 1] + +x%* g (x)
.x2 x4 k x2k 2k+1 2k +1
cos x = 1—7+4—/+...+(—1) m+0x +x" e (x)

La plupart de ces D.L. peuvent étre obtenus a partir de la formule de Taylor-Young, ou en prenant des
primitives d’autres D.L. On pourra le montrer en exercice.

Exemples de calculs de développements limités:
Exemple 7 Déterminer le développement limité, a I'ordre 2 au voisinage de x= 0, de exp(x).

11 suffit d'appliquer la formule, en posant n = 2.
2

exp(x)=1+x+x?+ x’e,(x) avec lim (g (x))=0
x>0

Exemple 8 Déterminer le développement limité, a I'ordre 3 au voisinage de x =0, de exp (2x).
L'expression exp ( 2 x ) n'est pas dans la liste des développements usuels, mais nous pouvons poser ¢ =2x . exp
(2x)estégaleaexp (¢)et lim(¢)=lim(2x)=0 .Le développement limité de exp (£) au voisinage de r =0

x=0 x=0

s'applique donc:
2

exp(2x)=exp(t)=1+t+%+t281(t) ,avec lim (g,(z))=0 .

t>0
2 3
dou exp(2x)=1+2x+ (2%)+ %+ (2x)’e, (2x)

= 1+ 2x+2x°+ %x3+ Xe(x) = 1+ 2x+2x7+ §x3+ x’g,(x)

Onadéfini &,(x) par (2x)’e,(2x)=8x’¢,(2x)=x"e,(x) , clest-d-dire &,(x)=8¢,(2x) , cette expression
a pour limite 0 au voisinage de x=0 .

Exemple 9 Déterminer le méme développement limité, a I'ordre 3 au voisinage de x =0, de exp (2x), a l'aide
de la formule de Taylor et Young.
Posons pour tout x de R, g (x) =exp(2x).
g est dérivable 3 fois sur R, et
g(0)=exp(0)=1,

pourtoutxde R, g '(x)=2exp (2x) donc g'(0)=2,

pourtoutxde R, g " (x)=4exp (2x) donc g''(0) =4,

pourtoutxde R, g " (x)=8 exp (2x) donc g''' (0) =8.
Donc, d'aprées la formule de Taylor et Young,

2 3

exp(2x)=1+ 2 Xx+ 4 T4+ 8 xZ+x'¢(x) ,avec lime(x)=0 ,
LT 2 o T o
g(0) g'(0) g"'(0) g'"'(0)

d'out exp(2x):1+2x+2x2+§x3+ x’e(x) ,avec lime(x)=0

x>0

Exemple 10 Déterminer le développement limité, a I'ordre 2 au voisinage de x =3 , de exp(x).
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11 s'agit d'abord de poser x =3 +h , ou encore h=x—3.Onaalors lim (4)=0
x =3

D'autre part, exp(x)=exp(3+ h)=exp(3)Xxexp(h)
On peut alors utiliser le développement limité de exp ( 4 ), a l'ordre 2, au voisinage de # = 0.

2
exp(x)=exp(3+h)=e(1+ h+ %+ We(h)) avec lime, (h)=0 .
h>0

3
D'ou exp(x)=exp(3+h)=e3+he3+h2%+h2£2(h) avec lime,(h)=0 (ici e,(h)=€'¢, (k) )

h=>0

Exemple 11 Attention a une erreur fréquente !
On cherche a établir un développement limité a I’ordre 2 de x € ]-2, +oo[ = In(2+x), au voisinage de x = 0.
Le raisonnement suivant est FAUX ! Trouver I’erreur et établir un raisonnement correct :

« In(2+x) =In(1 + 1 +x) = In(1+ u) en posant u = 1+x
d’ou In(2+x) =u -uv*+u’¢ (u) avec lime(u),

u=0
d’ot1 In(2+x) = 1+x -(1+x)* + x> & (x) avec lime,(x)=0,
x=0
donc In2+x) =-x>+x’g (x) avec lime (x) =0 »
x=0

2.6 Application au calcul des limites

Les D.L. permettent de faire une approximation d’une fonction par un polyndéme.

Cela permet en particulier de simplifier de nombreux calculs de limites et lever des indéterminations.
Rappelons que si I’on peut utiliser des équivalents pour des produits et des quotients de fonctions, on ne peut
pas les utiliser dés que des additions interviennent. Seuls les développements limités sont utilisables pour toutes
les opérations.

Résolvons a titre d’exemple les exercices suivants:
1—exp(x)+ x

Exemple 12 Trouver lim >

x>0 X

Solution : numérateur et dénominateur tendent vers 0, c'est une forme a priori indéterminée. Levons cette
indétermination.

I1 existe un développement usuel de exp(x) au voisinage de 0, utilisons le :

2
X .
exp(x)=1+ x+ >+ xe(x) ,avec lime, (x)=0 ,
x=20
2
X 2
1 —1—x—7 —X Sl(x)+ X

d'ou 1—exp(x)+x

~—
ceci est exp(x)

- %_‘xzal(x) >
do l—exp(x)+x _ —x /Z—fzsl(x)
X X
= —1/2—¢,(x)
. 1—exp(x)+x . 1
Donc lim ————— = 111’11(—1/2—81()()) = —
x=>0 X x=0 2

2

Exemple 13 Trouver lim (
X

x=0

1—exp (2x )+ 2x )
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Un développement limité de exp(2x) au voisinage de x = 0, a I'ordre 3, a ét¢ établi aux exemples 8 et 6.

exp(2x)=1+2x+ 2x2+§x3+ x'e(x) ,avec lime(x)=0 ,d'ou
x>0

l—exp(2x)+2x = 1-1-2x-2x"+ §x3+ x’e(x)+2x

= —2x+4x’/3+x’e(x) ,dou
1—exp(22x)+2x —2+ 4x/3+ xe(x) ,avec lime(x)=0 ,d'ou
X x=0
1im(1_e"P(22")+2x) — lim (=24 4x/3+ xe(x)) =-240+0=-2
x=20 X x>0

a)

Exemple 14 Trouver lim

x=0 xﬁﬂ(#)
1—x

(1—cos 2x)sin’ x

Solution :
Numérateur et dénominateur tendent vers 0 et nous avons affaire a une forme indéterminée. Utilisons les
développements limités des fonctions en présence:
Dans le paragraphe suivant, les fonctions & ont toutes 0 pour limite en 0.
2

cosx =1 - % +x2 g1(x), d'ot cos (2x) = 1 — 2 x* + x2ey(x), donc 1 - cos 2x = 2x% + x2 &; (x).

sin x =x + x e4(x) d’ou sin3 x = x3 + x3 g5(x)

In ( i )=-In(1-x)=-(-x+x¢&(x)) =x+xex).

Donc: (1—cos 2x)sin’ x _ (2x™+ x’e,(x)) (x™+ x7e,(x)) _ 2x°+ x’e,(x) _ 2+ ¢, (x)
xﬁn(L) x4(x+x36(x)) x5+x586(x) 1+86(x)
.3
ot lim(l—cos2x)s1nx _ % _

x>0 x4ln( 1 ) 1
l1—x

Exemple 15 Donner un infiniment petit équivalent ay = ¢”***—4 Vo+ 2x +7 lorsque x tend vers -1.
Solution : posons tout d’abord x = -1 + /& pour se ramener a un voisinage de 0.

2
e22=¢e2h=1+2n+ % + h2 g (h).

Ve+2x = \/4+h:\/4(1+5):2\/1+5 = 2(1+7)
_ by Ly =1 (2] s
z(1+<2><2>+<2>< =) ()
h
= 2+E—E+h282(h)
¢ _ 2 hooW 2 2
diou y=(1+2h+2h >_4<2+5_E) T+ he,(h)—he,(h)

d'ou y=2h2+ h’e,(x) avec lime,(x)=0
4 x>0
. 9 2 9 2
Soit y ~ —h> ,ouencore y ~ —(x+1)° .
h0 w14
On remarque que 1’on a développé a I’ordre 2 car les termes de degré 1 s’annulent.
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. . 1/
Exercice : trouver lim (cos x)

x-0
3 Développements limités a I’ordre 2 pour des fonctions numériques
de deux variables réelles

Nous nous limiterons aux développements limités d’ordre 2
On dit qu’une fonction f de 2 variables admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de (Xo,yo) s’il
existe un ensemble ouvert contenant (0,0) tel que pour tout (u,v) de cet ensemble,

fxgtu,y+v)=  Plu,v) + (u2+ v2)s(u,v)
[ —1 [ —
Polynome de degré 2 Reste

ou P(u,v) est un polyndme des deux variables u et v, de degré 2, c’est-a-dire que
P(u,v)zau2+ B v+ Yyuv+du+0 v+ @

et € (u,v) est une fonction de 2 variables telle que lim  e(u,v)=0
(u,v) > (0,0)

C’est-a-dire que le reste est un infiniment petit devant u, v, u?, et v

Théoreéme 6: formule de Taylor a ’ordre 2 pour une fonction de 2 variables

Si une fonction f de 2 variables est définie et a des dérivées partielles secondes continues sur un voisinage
convexe —Ila définition d’un sous-ensemble convexe de IR ? est donnée au chapitre 8—de (xo, yo), alors :

f(xo"'“:yo"' V):f(xo,yo)"' “%(xo,yo)"'v (g_f(xo,yo)
y

2 2 2
+ 1 uz—a f+v28 f+2uv of

2

2 Ox> dy 0x0y

(30 y0) |+ (7 v7)e(u, v)

avec lim &(u,v)=0
(u,v)»(0,0)

Cette formule permet de trouver des développements limités, mais on peut aussi utiliser les développements
limités usuels, en sachant que tout terme u*v! est, au voisinage de (0,0), infiniment petit devant u*+v* dés que
k+j>2

Exemple 16 : donner un développement limité a ’ordre 2 au voisinage de (0 ;0) de sin(x+y) + x In(1+2y)
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