Planche 5

FEtre ou ne pas étre : libre, génératrice, injective, de bonne

composition,...

Exercice 46 ().
1. Déterminer si X € Vect(X —1, X%+ X + 1) en précisant s'il existe une seule, plusieurs ou
aucun maniére d’exprimer X comme une combinaison linéaire de ces deux polyndmes.
2. Déterminer si X € Vect(X — 1, X +1,X? + X 4 1) en précisant s'il existe une seule,
plusieurs ou aucun maniére d’exprimer X comme une combinaison linéaire de ces trois

polyndmes.

3. Déterminer si X € Vect(1, X — 1, X +1, X 24X+ 1) en précisant s’il existe une seule,
plusieurs ou aucun maniére d’exprimer X comme une combinaison linéaire de ces quatre
polyndmes.
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Exercice 47 ().

Démontrer que les applications linéaires définies ci-dessous sont injectives (on ne demande pas
de montrer que ces applications sont bien linéaires, mais c’est un bon exercice) :

1. L’application linéaire

f: R - R

() = (o=
Y Yy
Soit n > 1 un entier. On pose M € M,,(R) une matrice inversible et on considére 1’appli-

cation linéaire s définie pour tout P € M, (R) par :

ea(P) = MP

3. L’application linéaire

ou F' est définie pour tout x € R par F(z) = / f(t)dt
0
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4. L’application linéaire

A RyX] — R, [X]
P(X) — P(X+1)+P(X)

(indication : on pourra s’intéresse au degré de A(P(X)))

Exercice 48 ().
Soient vy, ve,v3 les trois vecteurs suivants :

1
1
0 9y
0

v = Vg =

_ =0 O
4
w3
|

_ o O =

On pose E = Vect (vl, Vo, ’1)3).
Démontrer que :

1. E = Vect (Ul + v, 209 + v3, V3 — 201 — '02).
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2. Si{vy,ve,v3} est libre (hypothése oubliée dans l’énoncé initial de la question), E # Vect (vl—l—
U2, V1 + U3,V3 — v2)-

Conjecturer alors le plus précisément possible une propriété permettant de transformer une
famille génératrice d’un espace vectoriel en une autre famille génératrice de cet espace.







Exercice 49 ().
Soit E un espace vectoriel et soit f : F — E un endomorphisme.
On rappelle qu’on peut alors définir pour tout entier n > 1 ’endomorphisme f™ définit par :

our tout x € E, f"(z)=fo---0of (x)= o f(zx

p f'a)=fo-of ()= f(f(..f())
n fois f appliqué n fois

On suppose dans cet exercice qu’il existe un entier N > 1, tel que f¥ =0

1. Démontrer que la seule valeur propre possible pour f est 0.

2. Effectuer un raisonnement analogue permettant de démontrer que si A € M, (R) vérifie
AN =0, alors la seule valeur propre possible pour A est 0.

Exercice 50 ().
Soient E et F' deux espaces vectoriels, et w : F — F une application linéaire. Soit n > 1 un
entier, on considére une famille (ey,...,e,) de vecteurs de E.
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1. Démontrer que si (e1,...,e,) est liée alors (u(e1),...,u(e,)) est lice.

2. Démontrer quessi (ey, ..., ey,) est libre et si u est injective, alors (u(e1), ..., u(ey)) est libre.

Exercice 51 ().
Soit E un espace vectoriel et soit f : E — E un endomorphisme.
On rappelle qu’on peut alors définir pour tout entier n > 1 'endomorphisme f" définit par :

pour tout x € E, f"(x)=f00f($)=f(f(f(w)))

n fois f appliqué n fois

On suppose dans cet exercice qu'il existe un entier N > 1, tel que f¥ = 0 mais tel que f¥"1 #£0
(f est alors dit nilpotent d’indice N).
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. Que désigne ce "0" dans les relations ci-dessus ?
. Que vaut, pour tout z € F, fN(:n) ?

w N

. Parmi les deux reformulations ci-dessous, laquelle traduit Phypothese fV =1 £ 07 Expli-
quer.

(a) Pour tout z € E, fN1(x) #0
(b) 1l existe z € E vérifiant f¥~1(z) # 0

. Soit v € E vérifiant fV"!(v) # 0. Démontrer que la famille {v, f(v), 2(v),... ,fN_l(U)}
est libre.

e

Correction

1. Dans les égalités fN = 0 et N1 % 0, puisque f et fN=1 sont des applications
linéaires, 0 désigne [’application linéaire nulle, c’est-a-dire ’application qui envoie
tout vecteur de E sur le vecteur nulle (O ).

2. On déduit de [’explication précédente que pour tout x € F, fN(ac) = 0.

3. fN1 £ 0 signifie que Uapplication linéaire fN 1 n’est pas Uapplication nulle, ¢’est-
a-dire qu’elle n’envoie pas tous les vecteurs sur 0, ou encore qu’il existe au moins un
vecteur qui n’a pas pour image 0. Autrement dit, c’est la phrase b) qui est correcte.

4. Soitv € E vérifiant fN1(v) # 0. Démontrons que la famille {v, f(v), f2(v),..., fol(v)}
est libre.
Supposons donc que

Aov + A1 f() + -+ Av_1f N (w) =0

et démontrons que \p = A\1 = --- = Ay_1 = 0.
En appliquant fN~1 & Uégalité, on a par linéarité (et puisque fN~1(0) =0 également
par linéarité de application fN -1

)\ofN_l(v) + )qu(v) + .-+ )\N_lsz_Q(v) =0

Or, puisque f~N =0 (et que par conséquent ¥ =0 des que k > N ), il reste simple-
ment :

XN w)=0
Or, fN_l(v) =% 0 donc nécessairement \g = 0.

On en déduit, en reprenant l’équation de départ, que
Mf@)+ -+ Ava N (w) =0

En appliquant cette fois fN_Q, on obtient par un raisonnement analogue AlfN_l(v) =
0 et donc A1 = 0. En réitérant ainsi le raisonnement en appliquant f¥ =3, fN=4 ... f,
on obtient \g = \1 = --- = An_2 = 0. A la derniére étape il reste alors simplement
)\N,lfN_l(v) = 0 et on conclut alors comme précédemment que Ay_1 = 0.

Ainsi, tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nulles et donc la famille est
bien libre.

Exercice 52 ().
Soit G un espace vectoriel. Soient p > 1 et n > 1 deux entiers. Soit F et F' deux sous-espaces
vectoriels de G ayant respectivement pour famille génératrice (e1,...,ep) et (f1,..., fn).
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Démontrer que (eq,...,ep, f1,..., fn) est une famille génératrice de £ + F.

Exercice 53 ().
Dans cet exercice, on considére deux endomorphismes de R? définis de la maniére suivante :

e fy représente la rotation d’angle 6 autour de l'origine (g)

e s, représente la symétrie par rapport a I’axe des abscisses
En raisonnant graphiquement :
1. Déterminer une valeur de 6 tel que fg o s, # sz 0 fy

2. Déterminer une valeur de 6 tel que fgo s, = s 0 fg
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Exercice 54 ().
On pose t € R et on considére la famille de vecteurs suivante :

1 1 t
; K 0
t t 1

Le but est de déterminer pour quelle(s) valeur(s) de ¢ cette famille est libre.

1 1 ¢
1. Expliquer pourquoi cela revient a se demander pour quelle valeur de ¢t lamatrice [0 1 0
t t 1

est injective.
1 1 ¢
2. En déduire que cela revient & se demander pour quelle valeur de ¢ la matrice |0 1 0
t t 1

est inversible (vous pouvez par exemple utiliser le théoréme du rang matriciel)

3. Conclure a l'aide du calcul du déterminant de cette matrice.
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Exercice 55 ().
On considére 'endomorphisme de R? qui transforme tout point (z,v, z) de R?® en (z,y,0). On
note p cet endomorphisme.

1.
2.
3.

Faire un dessin illustrant ce que fait ’application p.

Démontrer que pop = p.

Démontrer que kerp N Imp = {0}. On dit alors que ces deux espaces sont en somme
directe et on notera leur somme ker p @ Im p au lieu de ker p + Im p.

X

. Décomposer [y | comme la somme d'un vecteur de kerp et d'un vecteur de Imp, a

z
déterminer tous les deux. En déduire que

R® =kerp@® Imp

. Démontrer que si quelqu’un trouvait une décomposition différente de la votre cela contre-

dirait le fait que kerp N Imp = {0}
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Alors on aurait vy — v] € ker(p) par stabilité par combinaison linéaire, mais aussi
vy —v] € Im(p) puisque vy —vo € Im(p) (aussi par stabilité). On aurait donc vy — v} €
ker(p) N Im(p), et par un raisonnement analogue vy — vy € ker(p) N Im(p).

Si les deux décompositions sont effectivement différente, alors nécessairement vy # v}
ou vy # vh, et on aurait donc bien un vecteur non nul dans Uintersection ker(p)NIm(p)
(v1 — vy ou vy — va).

Ce qui serait contradictoire avec le résultat de la question 3. Donc il n’y a en fait
qu’une seule décomposition possible.

Les 5 exercices suivants ne sont pas prioritaires mais permettent de travailler le
formalisme et ’abstraction sur les familles libres et/ou génératrices. Ils vont en-
semble et sont 4 aborder dans ’ordre. Le résultat qui en découlera, appelé lemme
de Steinitz, sera donné en bilan et souvent utilisé. Il est plus facile & comprendre
qu’a démontrer.

Dans les 5 exercices suivants, on se place dans un espace vectoriel E et on considére dans
cet espace une famille génératrice {wy,ws, ..., w,} possédant n vecteurs, et une famille libre
{v1,v9,..., v} possédant k vecteurs.

Exercice 56 ().

n
1. Expliquer pourquoi on peut écrire v1 = Z x;w; avec au moins un des coefficients x; non
i=1
nul.
2. Une expression qui apparait parfois dans les preuves mathématiques est "sans perte de
généralité". Expliquer pourquoi "sans perte de généralité", on peut supposer que x; # 0.
(indication : lordre des vecteurs w; a-t-il une importance ?)

3. En déduire que {vi,wa, ..., w,} est génératrice de E.

Exercice 57 ().
n
1. Expliquer pourquoi on peut écrire vo = y1v1 + Z yiw; avec les coefficients ys,ys, ..., Yn
i=2
ne pouvant pas tous étres nuls

Expliquer pourquoi sans perte de généralité, on peut supposer que yo # 0.

2. En déduire que {vy, v2, ws...,w,} est génératrice de E.

Exercice 58 ().
Démontrer que si kg < n et si {v1,v2,..., Uk, Wky+1, ..., Wn } €st génératrice de E, alors la famille
{vi,v2, ..., Uky, Vkg41; Whyt2, ---, Wy } €st aussi génératrice de E.

Exercice 59 ().

Si k > n, on peut continuer le processus ci-dessus jusqu’a remplacer tous les w;. Quelle famille
génératrice de E obtient-on alors? En quoi cela méne t-il & une contradiction (considérer une
éventuelle expression de vp4+1 selon cette famille génératrice).

Exercice 60 ().

Résumer le résultat des quatre exercices précédents en complétant la phrase suivante : dans un
espace vectoriel E, le nombre de vecteurs d’une famille ...... est forcément . ..... au nombre
de vecteur d’une famille ......
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