Planche 4

Une histoire de familles (suite)

Exercice 35 ().

Soit E un espace vectoriel et f : F — FE une application linéaire. On dit que A € R est une
valeur propre de f s’il existe x € E avec x # 0 tel que f(x) = Az. Un tel = est alors appelé
vecteur propre associé a la valeur propre A.

On note alors

Ey={z€E| f(z) =z}
I’ensemble des vecteurs propres associés a la valeur propre A.

1. Dans la définition de valeur propre, que se passerait-il si on enlevait la condition x # 07
2. FE) est-il un espace vectoriel 7

3. Si f est une transformation de R? vers R? (ou R® vers R?), donner une interprétation
géométrique de la notion de vecteur propre.

Exercice 36 ().
On pose 'ensemble de polynémes suivants H = {agX2 —a1X |a,a2 € R}.

1. Déterminer deux polyndémes P;(X) et Py(X) tels que H = Vect(Py, P) et en déduire que
H est un espace vectoriel.

2. La famille (X? — X, X) est-elle génératrice de H ?

3. La famille (1,1 — X, 1 + X?) est-elle génératrice de H ?

4. Décrivez du mieux possible 'espace vectoriel suivant :

Vect(1 — X214 X?)

Exercice 37 ().
Démontrer que le noyau d’une application linéaire est un espace vectoriel.

Correction

Soient E et F deux espaces vectoriel, et w : E — F une application linéaire. Démontrons
que keru est un espace vectoriel.

D’une part, par définition keru C E. D’autre part, 0 € keru puisque u(0) = 0 (car u est
linéaire), et donc keru n’est pas vide.

Enfin, démontrons que ker u est stable par combinaisons linéaires. Soient donc x,y € keru
et A € R, et montrons que Ax +y € keru. On a :

u(Ar + y) = Au(z) + u(y) car u est linéaire
=Ax04+0 car x € keru ety € keru
=0

Ainsi on a bien \x +y € ker u. Finalement, ker u est un sous-espace vectoriel de E et donc
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c’est un espace vectoriel.

Exercice 38 ().

Soit £ un espace vectoriel et soient (e1,...,ep) et (f1,..., frn) deux familles de vecteurs de E,
avec p > 1 et n > 1 des entiers.

Démontrer que :

Vect(er,...,ep) C Vect(fi,...,fn) <= e1,...,ep € Vect(fi1,..., fn)

Exercice 39 ().

En cryptographie, un chiffrement d’un message en un message codé peut dans certains cas étre
représenté par une application linéaire ¢ : E — F, E représentant alors ’espace vectoriel des
messages non chiffrés et F' I'espace vectoriel contenant les messages chiffrés. (On passera pour
linstant sous silence ce que sont précisément E et F')

1. Pour que le déchiffrement puisse se faire, il ne faut pas que deux messages initialement
différents donnent la méme version chiffrée, sinon on ne saurait pas quel est le message
initial. Parmi les formulations suivantes, énoncées pour toute paire de messages (mi,ms) €
E x FE | laquelle ou lesquelles traduisent mathématiquement cette contrainte ?

(a) Simy # mg alors ¢(my) # ¢(ma) (c) Sic(my) # c(me) alors my # ma

(b) Si my = mg alors ¢(mq) = c(my) (d) Sic(my) = c(me) alors m; = mo

2. Lorsque cette contrainte est vérifiée, ¢ est une application linéaire dite injective. Démontrer
que ¢ est injective si et seulement si ker ¢ = {0}.

Correction

1. La phrase a) désigne le fait que si deux messages sont différents, leurs versions chiffrées
sont également différentes. Ce qui est bien ce qui est demandé dans [’énoncé.
La phrase b) désigne le fait que si deux messages sont identiques alors leurs versions
chiffrées est identique. C’est exact mais ce n’est pas une contrainte de l’énoncé c’est
quelque-chose de naturellement vraie (une application, qu’elle soit linéaire ou pas, ne
peut pas envoyer un méme objet sur deuz images différentes. A moins d’étre une
variable aléatoire mais c’est une autre histoire...)
La phrase ¢) désigne le fait que si deuz chiffrements sont différents, leurs versions non
chiffrées sont également différentes. Ce n’est pas la contrainte de l’énoncé, méme si
c’est aussi également vrai (cela traduit la méme chose que la b)).
La phrase d) désigne le fait que si deuz chiffrements sont égauz, alors la seule possibilité
est que les messages initiauzr soient les mémes. Ce qui est bien ce qu’on veut pour
pouvoir retrouver le message initial o partir de sa version chiffrée. Cette phrase est en
fait une autre maniére d’exprimer la phrase a).

2. 1l s’agit de démontrer une équivalence ("si et seulement si"), on va donc procéder par
double implication.

Supposons d’abord que c est injective, et montrons que ker c = {0}. D’une part {0} C
ker ¢ puisque ¢(0) = 0 (car c est linéaire). D’autre part, si x € kerc alors c¢(x) = 0
et donc c(z) = ¢(0). D’apres la phrase d) de la question précédent, on a alors x = 0.
Donc kerc C {0} et on en conclut par double inclusion que

kerc = {0}
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Exercice 40 ().

Soit E un espace vectoriel. Soit v une application linéaire de F vers E.

Montrer que si z € ker(v o v)\ ker v, alors (x,v(x)) est une famille libre.

(Rappel : La notation \ signifie "privé de", c’est-a-dire que x € kerv o v mais x ¢ kerv)

Exercice 41 ().

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la famille donnée est libre ou liée et reformuler si
possible cette question en rapport avec le noyau d’une certaine matrice.

1. La famille (X2 +1, X2+ X, X2 + X +1).
2. La famille (1, X —1,(X — 1)?).

3. La famille (X — 1, X% + 1, X(X +1)).

4

. La famille formée par les vecteurs






Exercice 42 ().

On considére un espace vectoriel E et une application linéaire f : E — E. On rappelle que idg
désigne l'application identité de E vers E, qui ne modifie pas les vecteurs de E (idg(z) = z).
On rappelle aussi que si A € R, on note f — Aidg 'application linéaire définie par :

(f = Aidg)(z) = f(z) — Az

On pose A1 € R et Ay € R deux nombres réels différents.

Démontrer que si x; € ker(f — Ajidg) et si xo € ker(f — A\aidg), avec 1 et x9 non nuls, alors
(1, x2) est une famille libre.

30



31



Exercice 43 ().

Un endomorphisme est une application linéaire qui va d’un espace vectoriel vers lui-méme.
Autrement dit, f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E si f : E — E est une application
linéaire.

Lorsque c’est le cas, on définit alors pour tout entier n > 1 'application f" définit par :

pour tout x € F, f"(w)=foof(33)=f(f(f($)))

n fois f appliqué n fois

1. Expliquer pourquoi on ne peut en général par définir f” si f n’est pas un endomorphisme.

2. Si f est la rotation de centre (0

0) et d’angle 0 dans R?, que représente f27 f37 f™ pour

un entier quelconque n > 17
3. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ quelconque.

(a) Démontrer que
ker f C ker f™!

(b) Démontrer que
Im " D Im f**1
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Et c’est ce qu’il fallait démontrer. On a donc l'inclusion cherchée.

(b)

(c) Soity € Im "1, On sait alors qu’il existe x € E tel quey = f*(2). Montrons
que y € Im ", c’est-a-dire qu’il existe z € E tel que y = f"(z).
Or on ay= f"(f(x)) donc choisir z = f(x) convient, on a doncy € Imf". On
a ainsi linclusion cherchée.

Exercice 44 ().

Soit E un espace vectoriel, soient n > 1 un entier et (eq,...,e,) une famille génératrice de E.
Soit u : E — F une application linéaire.

Montrer que (u(ey),...u(e,)) est une famille génératrice de Imu. Est-ce également une famille
génératrice de F'?7 (Si oui, le démontrer, si non donner un contre-exemple)

Correction

1l s’agit de démontrer que
Imu = Vect (u(e1), ... u(en))

D’une part, u(ey),...u(ey) € Imu et par stabilité par combinaison linéaire, on a immédia-
tement l'inclusion :
Vect (u(er), ... u(en)) C Imu

Réciproquement, soit y € Imu et montrons que y € Vect (u(el), .. u(en)).

Soit x € E tel que y = u(x). Comme (e1,...,ey,) est une famille génératrice de E, on peut

n
poser A1, ..., An, € R tels que © = Z)‘iei' On a alors :

i=1

Yy = u( Z )\iei)
i=1
n
— Z Aiu(e;) par linéarité de u

Ainsi y € Vect (u(e1),...u(ey)). On a donc Uinclusion :
Imu C Vect (u(er), ... u(e,))

et donc par double inclusion on conclut que (u(er), ... u(en)) est bien génératrice de Im(u).

Exercice 45 ().
Un signal radio peut étre affecté par des interférences, ou bien de maniére général contenir deux
signaux (ou plus) de sources différentes que I’on souhaite séparer (enlever le bruit de fond, isoler
différentes voix dans une conversation...).
Dans cet exercice, on modélise le signal total regu par un vecteur siota €t on suppose qu’il est
la somme de deux vecteurs s; et so représentant deux signaux de sources différentes (source 1
et source 2) a séparer :

Stotal = S1 1 82

On note Ej D'espace vectoriel des signaux possibles provenant de la source 1 et Fo 'espace
vectoriel des signaux possibles provenant de la source 2.

Concrétement, on dispose seulement du signal total siotal.
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1. Montrer que s’il existe un signal s # 0 pouvant provenir de F; comme de Es, alors on ne
peut pas espérer déterminer s; et sy (et donc on ne peut pas séparer les signaux).

2. Au contraire, montrer que si le seul signal commun & E7 et Fy est le signal nul, alors il
n’y aura qu’une possibilité pour s; et so.
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