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Feuille 2 : suites et séries de fonctions

1 Enoncés

Exercice 1. Déterminer l’ensemble ot la suite de fonctions (f,,) converge simplement lorsque
a) fn($> =z" b) fn(m) = % c) fn(l‘) =n"
sin(n?x)

d)  falz) =ame” e) fulw)==7— 1) fu(z)=mnsin(3)
g)  fo(w) =n*(cos(}) - 1)

Le cas échéant, on donnera la fonction limite simple.

T

Exercice 2. Soit (f,)n>1 la suite de fonctions définie sur R* par f,(z) = .

1. Montrer que pour chaque z € R™, la suite numérique (f,,(z)),>1 converge. En déduire que
la suite (f,,) converge simplement vers une fonction f que ’on précisera.

2. a) Pour n > 1, dresser le tableau de variations de la fonction f,.
b) En déduire la valeur de ||f,, — f|loo := sup |fn(z) — f(z)|. La suite (f,) converge-t-elle
z€Rt

uniformément sur Rt?

3. Montrer que pour tout a > 0, la suite (f,),>1 converge uniformément sur [0, a].

Exercice 3. Pour tout n > 1 entier et x € [0, +00[, on pose

fn(z) = n arctan (%)

1. Montrer que la suite de fonctions (f,,)n>1 converge simplement sur [0, +o0o[ vers une fonction

f qu’on précisera.

< u?. En déduire que pour tout

2. a) Montrer que pour tout u réel, on a : 0 < 1 —
14 u?

u € [0,400[, on a: 0 <u— arctan(u) <

w‘ﬁw

@

b) Soit a un réel > 0. Montrer que la suite (fy,),>1 converge uniformément sur [0, a] vers f.

3. Montrer que cette convergence n’est pas uniforme sur [0, +00[.

Exercice 4. Soit a > 0. Etudier la convergence normale de la série de fonctions Z frn lorsque la

suite de fonctions (f,,) est définie par :

a) fn:xERl—)ﬁW,nzl b)  foiz€l—a,a] e @ n >0
2 2, 2

c) fn:xe]foo,—a]u[a,Jroo[He*”% ,nm>0 d) faprix€[-a,al—e ™ n>0



. . arctan(nx
Exercice 5. Soit u, : x € [0, +oo[— # pour n > 1.
n
1. Montrer que la série de fonctions E u, converge normalement sur [0, +-00].

n>1

2. Soit a > 0 quelconque fixé. Montrer que la série de fonctions Z u!, converge normalement
n>1
sur [a, +00].

3. Sion note S la somme de la série de fonctions Z Uy, montrer que S est continue sur R* et
n>1
de classe C! sur ]0, +ool.

1 1

Exercice 6. Soit u, : z € [0,1] — —
n—x n+x

pour n > 2.

1. Montrer que les fonctions u, sont continues sur [0, 1] et que, pour tout « € [0,1], on a

2
< .
(@) <

En déduire que la série de fonctions Z u, converge normalement sur [0, 1].

n>2
—+oo

On définit la fonction u : x — Z U ().
n=2

2. Montrer que u est de classe C! sur [0, 1].

3. Montrer que

1
4. En déduire / u(z) dz = In(2).
0

dt

T+ 82 pour x > 0. (On rappelle que, par définition, I(z) =

—+o0
Exercice 7. Soit I(z) = /
0

A
dt
lim / 5 .) Calculer I'intégrale impropre convergente I(x) par un changement de variable.
A—+oo Jo 14122

Soit u, : x € RT , pour n > 0.

1+ n2z

1. Montrer que la série de fonctions Z u,, converge simplement sur |0, +oo[.

n>0
+oo
On peut donc définir la fonction S : x — Z U (x) sur ]0, +ool.
n=0

2. Montrer que la fonction S est décroissante sur |0, +o0].



3. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un entier n, tel que

Ne 1
Vo > 1, 1§S(x)§§ — - te
n:01+nx

En déduire que S(x) tend vers 1 quand z tend vers +oo.

4. Montrer que, pour tout > 0, on a

gt noodt
< <1
A 1+t2x_zuk(x)_ +A 1+ 22

puis que I(z) < S(x) <14 I(x).

5. Donner un équivalent de S(x) en 0F.
6. Montrer que la série de fonctions Z u, converge normalement sur [a, +o0o[ pour tout a > 0.
n>0

7. Montrer que S est continue sur ]0, +o0[.

X

Exercice 8. Pour tout n > 1 entier, on note w,, la fonction définie sur [0, +o00[ par w, () = P
22 +n

et v, la fonction définie sur [0, +o00[ par

x
vp(2) = (1) rwp(z) = (-1
() = (1" (@) = ()
1. Montrer que la série de fonctions ), -, v, converge simplement sur [0, 4o0].
2. a) Etudier les variations de la fonction w,, sur [0, +o0].
b) Montrer alors que ), -, Un e converge pas normalement sur [0, 400l

3. Montrer que, par contre, 2"21 v, converge uniformément sur [0, +o0].

Exercice 9. Dans ce qui suit, a désigne un parametre réel > 0. Pour tout n > 1 entier, on note
x

uy, la fonction définie sur [0, +oo[ par u,(z) := Y
n n
1. Montrer que la série de fonctions ), -, u, converge simplement sur [0, 4-o0].

2. a) Etudier les variations de la fonction w,, sur [0, 4+o0].

b) Montrer que la série de fonctions ), - u, converge normalement sur [0, +oo[ si et seule-

1
ment si a > >

On se place désormais dans le cas a = 1, donc u,(z) : et on note pour

- n(l + nx?)

+oo
tout x € [0, +o0[, S(z) = Z u,(z) la somme de la série de fonctions.
n=1

3. a) Montrer que la série des dérivées ) -, u;, converge normalement sur tout segment [a, b] C
10, +00[ (avec a < b).

b) Montrer que S est de classe C! sur ]0, +ool.



v

>

n=1

1 S
4. a) Montrer que pour tout p > 1, on a \/pS () _.
) I\ )2 2
b) En déduire que S n’est pas dérivable (& droite) en 0.
5. a) On pose v, (x) = xu, (x). Montrer que la série de fonctions ), - v, converge normalement
sur [0, o0 B

b) En déduire hIJIrl xS(x) et un équivalent de S(z) quand z tend vers +oo.
T—+00

Probléme (A chercher en autonomie) : construction d’une fonction continue partout sur R mais
dérivable nulle part

Pour chaque n entier > 0, on définit sur R la fonction f,, en posant f,(x) = 27" sin (Qan).

1. Montrer que la série de fonctions ) ., fn converge normalement sur R. On appelle f la
somme de cette série de fonctions. Vérifier que f est continue sur R et 27 périodique.

On va montrer que f n’est dérivable en aucun point de R.

2. Montrer que pour tout y € R, on a :

(sin (y + g) - sin(y))2 + (sin (y - g) - sin(y))2 =2.

En déduire que pour chaque y dans R, on peut trouver un e(y) = £1 tel que

sin (y + e(y)g) - sin(y)’ > 1.

3. Soit x un réel fixé. A chaque entier N > 1, on associe 'accroissement réel hy définie par :
o N2 ™
Vérifier qu'on a :

N
a) fl@+hy) = f(@) =) (falz +hn) = ful@)) ;

n=0
b) fn(z+hn) = fn(@)| o Lononi,
hyn oo ’
N—-1 N—-1 5,2
C) Z fn(x + thLV) — fn('r) < 27 < 2(N—1)2+1
n=0 N n=0

4. Déduire de ce qui précede que f n’est pas dérivable en x.

2 Programme semaine 40

On essaie de faire les exercices 1, 2 et 3 autour des suites de fonctions.

3 Programme semaine 41

On essaie de faire les exercices 4, 5 et 6 autour de la notion de convergence normale et des gros
théorémes qui concernent la régularité des fonctions sommes de séries de fonctions.

4 Programme semaine 42

On essaie de faire les exercices 7, 8 et 9.



