Institut Villebon-Charpak L1

Mécanique

Acquis d’apprentissage n° 6 :
Principe fondamental de la
dynamique

Consignes : Justifier toutes les réponses. Une réponse
correcte non justifiée est considérée comme fausse en
devoir. Soigner la rédaction des réponses et respecter les
notations de '’énoncé. Une réponse qui utilise une autre
notation est considérée comme fausse en devoir.

Cette série d’exercices doit vous permettre de maitriser
les savoir-faire suivants :

1. Savoir  utiliser le avec des forces propor-

pdf avec des forces
constantes dans un re-
pere cartésien.

. Savoir  utiliser e
pfd avec des forces
constantes dans un re-
pére polaire.

3. Savoir utiliser le pid

tionnelles a la vitesse
dans un repére carté-
sien.

. Savoir utiliser le pitd

avec des forces propor-
tionnelles a la position
dans un repére carté-
sien.




1 Les savoir-faire a connaitre

Savoir utiliser le principe fondamental de la dy-

namique avec des forces constantes dans un re-
pére cartésien

Exercice 1 : Hélicoptére a—

La figure suivante montre un hélicoptere de masse M
transportant une masse m d’eau qui est reliée a 1’hé-
licoptére par une corde. L’hélicoptére se déplace verti-
calement avec une accélération a. Les frottements de
['air sont négligés.

—k

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique
appliqué a la masse d’eau.

2. Projeter la relation sur un axe vertical orienté po-
sitivement vers le haut et montrer que la tension
T dans la corde a pour expression T' = m(a+g).

3. En déduire que si la composante de I'accélération
de I'hélicopteére vaut —g alors la tension dans la
corde est nulle. Comment qualifier le mouvement
de I'hélicoptére dans ce cas?
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L'hélicoptére accélére maintenant horizontalement
avec une accélération @ = a,u,.

> X

4. Projeter le principe fondamental de la dyna-
mique appliqué a la masse d’eau sur les axes Oy
et Ox.

5. En déduire que a, = gtan(f).
6. En déduire la valeur de 6 si 'hélicoptére se dé-

place a vitesse constante.

7. Montrer a partir des relations établies a la ques-
tion 4 que la tension dans la corde a pour expres-
sion T' = my/a2 + g°.

Outil mathématique a utiliser : a quoi est
égale cos? @ + sin® 0 ?




Exercice 2 : Glissement sur un plan incliné ss—

Un bloc de masse m est lachée en haut de la pente de
la figure suivante sans vitesse initiale. La longueur du
bloc est négligeable devant la longueur de la piste et
n’est donc pas en prendre en compte dans vos réponses
aux questions.

Le bloc glisse sur la pente qui exerce des frottements
de glissement sur le bloc. On rappelle que la norme des
frottements de glissement a pour expression |‘§T‘| =
11| R || ot g est le coefficient de frottements de glisse-
ment.

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique
appliqué au bloc.

2. Projeter le principe fondamental de la dyna-
mique sur l'axe Oy et en déduire I'expression de
| Ry|| en fonction de m, g et a.
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3. Projeter le principe fondamental de la dyna-
mique sur 'axe Ox et montrer que la compo-
sante v, de la vitesse a pour expression v, =
g(sina — pcos a)t.

4. Montrer que le temps mis par le bloc pour at-
teindre le bas du plan incliné a pour expression

;= 2h
gsina(sina—pcosa)’

5. En déduire I'expression de la vitesse du bloc en
bas du plan incliné en fonction de h, g, 1 et a.
Que devient la vitesse du bloc pour p = 07 Est-
ce logique ?

6. Quelle valeur minimale doit valoir a pour que le
bloc glisse ?

Savoir utiliser le principe fondamental de la dy-

namique dans un repeére polaire

Exercice 3 : La troisiéme loi de Kepler m—

Cet exercice porte sur la troisiéme loi de Kepler. Pour
cette démonstration, nous considérons que les planétes
décrivent une orbite circulaire autour du Soleil et que
la vitesse orbitale des planétes est uniforme. Dans ce
cas, la vitesse angulaire d'une plancte est constante et
0 = 2% ot 1" est la période de révolution d'une planéte
autour du Soleil. Le référentiel d’étude, lié au centre du
Soleil est Galiléen. Le point S est le centre du Soleil et
r est la distance entre le centre du Soleil et le centre
de la planéte.




—

. Rappeler l'expression vectorielle de la force F
d’interaction gravitationnelle exercée par le So-
leil sur la planéte. Nous nommons Mg la masse
du soleil et m, la masse de la planéte.

. Démontrer, a p_a)rtir de 'expression de la position
de la planete ST = ru, en coordonnées polaires,
'expression de l'accélération centripéte de la pla-
nete dans ce systéeme de coordonnées.

. Montrer, en utilisant le principe fondamental de

la dynamique, que la troisieme loi de Kepler
3 .

sécrit o = % ot 1" est la période de révo-

lution de la planete considérée.
. On donne 77ge = 150 x 10%km. Calculer

restre.




Savoir utiliser le principe fondamental avec des

forces proportionnelles a la vitesse dans un re-
pére cartésien

Exercice 4 : Chute d’une particule fine m—

Nous nous intéressons dans cet exercice a la vitesse de
chute des particules fines dans un air calme.

Les formes des particules fines sont variées (voir figure)
mais nous pouvons définir le diameétre aérodynamique
d’'une particule fine comme le diameétre d’'une spheére
ayant les mémes propriétés aérodynamiques qu’une
particule fine.

La figure montre les forces s’exercant sur une particule
fine en train de tomber. P est le poids de la particule et
7 est la force de frottement aérodynamique qu’exerce
['air sur la particule. La vitesse de chute d’une particule
fine est suffisamment faible pour pouvoir modéliser les
frottements par la formule de Stokes f = —6mnrv ol
n = 1,8 x 107° Pas est la viscosité dynamique de l'air
et r est le rayon aérodynamique de la particule.
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. Justifier que la poussée d’Archimede est négli-
[Fall

18]
Pparticule = 103 kgm et Pair = 1 ngm ’

geable en calculant le rapport LEAL - On donne

. Appliquer le principe fondamental de la dyna-
mique au systéme {particule}. On note ¥ =
v(t)u, la vitesse de la particule. Projeter 1'équa-
tion obtenue sur 'axe vertical Oz dirigé vers le
bas.

. Montrer que cette équation a pour solution

v(t) = v (1 —e ") avec v, = = = G
La vitesse initiale de la particule est nulle.

. Déterminer 'expression de la vitesse dans le cas
t << 7. Est-ce que cette vitesse dépend des frot-
tements 7

Outil mathématique a utiliser : nous pou-
vons approximer la fonction exponentielle par
"'=1+4+xsix << 1. On parle de développe-
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ment limité de la fonction exponentielle a 'ordre
len .

5. Quelle est 'expression de la vitesse de la particule
pour t >> 77 on parle de vitesse limite dans ce
cas.

6. Tracer le graphe de v en fonction du temps.

Savoir utiliser le principe fondamental de la dy-

namique avec des forces proportionnelles a la
position dans un repére cartésien.

Exercice 5 : Systéme bloc-ressort m—

Nous étudions le mouvement d’un bloc de masse m ac-
croché a un ressort de raideur £ qui oscille horizontale-
ment sans frottement. Le bloc est écarté de sa position
d’équilibre d'une distance A = 5cm puis lachée sans
vitesse initiale a ¢ = 0. Nous négligeons la masse du
ressort devant la masse du bloc. On note M le centre
du bloc et O le point d’attache du ressort sur le bati.
On note x(t) la position du bloc & un temps t quel-
conque et x., la longueur au repos du ressort qui est
donc la position d’équilibre.

~ ,{ { /— T/\/\f(\f Y \,
500000 r'wﬂ"”;




. Ecrire le principe fondamental de la dynamique
appliqué au bloc de masse m et montrer que
’équation de la dynamique du mouvement s’écrit

CC%” = —k(x —x¢y) ol k est la constante de rai-
deur du ressort.

. La variable dynamique intéressante dans un pro-
bleme d’oscillation est 1'écart a 1’équilibre. Nous
posons donc X(t) = x(t) — 2. En déduire
'équation différentielle satisfaite par la variable

X (t). On note wy = 4/

m

. Montrer que X (t) = A cos(wpt) + B sin(wgt) o
A et B sont des constantes est une solution de
’équation précédente.

. Déterminer A et B a l'aide des conditions ini-
tiales.

. Quelle est I'expression de la période du bloc?

2 La mise en oceuvre pour acquérir

I’apprentissage

Exercice 6 : Glissement d’un objet sur le sol m—

Nous allons analyser une expérience que vous pouvez faire
chez vous. Prenez un objet rectangulaire et lancez-le en
le faisant glisser sur le sol. Nous voulons déterminer la
distance que peut atteindre 'objet avant de s’arréter en
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fonction de sa vitesse initiale notée vy. L'objet subit une
force de frottement de glissement en glissant sur le sol.
Cette force est toujours opposée a la vitesse de glissement
de Pobjet et son intensité est donnée par |Br|| = w|Rx|.

B
— —>
0 A

> X

1. Projet le principe fondamental de la dynamique sur
'axe Oz et sur l'axe Oy. En déduire que m‘f;t’ =
—umg.

2. L’objet s’arréte au point A. Nous nommons d la dis-
2

tance OA. Montrer que d = 5
ug

3. Application numérique : Calculer d pour u = 0,4
(contact bois/bois) et vy = 0,5 m/s. La valeur de
1t diminue avec la lubrification. Comment évolue d
dans ce cas”?

Exercice 7 : Vitesse de chute d’une bille dans 'eau

.

Nous étudions la chute d’'une petite bille en acier de rayon

= 1pm et de masse volumique p = 8000kgm ™ dans
'eau. La bille est soumise a son poids, la poussée d’Ar-
chimede et la force de frottement de I'eau sur la bille. La
vitesse de chute de la petite bille est suffisamment faible
pour pouvoir modéliser les frottements par la formule de
Stokes f = —6mnrv ot n = 1,0 x 1073 Pas est la visco-
sité dynamique de 'eau. On rappelle que le volume d’'une
sphére de rayon r a pour expression V = 3773,

3
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On utilise un axe Oz orienté vers le bas.

1. Montrer que la projection sur 'axe Oz du principe

fondamentale de la dynamique appliqué a la bille
2r°p
9n -

2. On considére que la bille a une vitesse initiale nulle.
Montrer que la solution de I’équation différentielle de
la question précédente s’éerit v = %97’ (1—e"/m).

aerit U v Ap _
secrit o + = = g avec T =

3. Quelle est 'expression de la vitesse limite de la bille
pour t >> 717

Exercice 8 : Mouvement d’'une planéte s

1. On repére la position d’une planéte (M)rbite autour
de son étoile par le vecteur position OM (t) = r(t)u,
dans un repeére polaire. Déterminer l'expression du
vecteur vitesse de la planéte.

2. Déterminer 'expression du vecteur accélération de la
planéte.

3. Appliquer le principe fondamental de la dynamique
a la planéte et montrer que vous obtenez deux équa-
tions : . )

2r0 +1r0 =0
et A
r — Té2 — —G—2

-

4. Montrer que la premiére équation implique que 120 =
[ ou [ est une constante.
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5. En déduire que la deuxiéeme équation a pour expres-
.. 2 .
sion r = 7{—3 — G% oll [ est une constante.

6. Montrer que 'équation d'une ellipse en polaire r =

—L— est solution de I'équation différentielle de I'équa-
2
l

tion précédente avec p = 477

Exercice 9 : Pendule simple =—

Un pendule simple est constituée d'une masse accro-
chée a un point fixe par un fil de masse négligeable. Nous
notons ¢ 'angle que fait le fil avec la verticale. Nous étu-
dions le mouvement de la masse dans le cas d’une oscilla-
tion aux petits angles tel que # << 1. Dans ce cas, nous
pouvons considérer que la masse reste sur un axe horizon-
tal noté Ox.

y
AN

® 1,

na

1. Projet le principe fondamental de la dynamique sur
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'axe Oz et sur I'axe Oy.

2. Pour # << 1, nous pouvons utiliser les approxi-

mations cosf = 1 et sinf = 7. En déduire que
de _ g
az = It

3. On pose que le bloc est en xy > 0 avec une vitesse
nulle a ¢ = 0. Déterminer 'expression de l'équation
du mouvement x(t) du bloc. En déduire I'expression
de la période des oscillations.

4. Calculer la valeur de la période pour un pendule de
longueur [ = 40 cm.

Exercice 10 : Dérapage d’une voiture dans un rond-
point .

On considére une voiture en rotation a vitesse constante
autour d'un rond-point. On note R la distance_qt)li sépare
la voiture du centre du rond-point. On note OM = Ru,
le vecteur position de la voiture. Nous cherchons la vitesse
a laquelle peut rouler la voiture autour du rond-point sans
déraper.
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1. Déterminer 'expression du vecteur vitesse de la voi-
ture en coordonnées polaires.

2. Déterminer 'expression du vecteur accélération de la
voiture en coordonnées polaires. Comment-se-nomme
cette accélération ?

3. Déterminer 'expression du module de 'accélération
en fonction de v et R.

Nous considérons que la route est inclinée d'un petit
angle a par rapport a I'horizontale. On note R la force de
frottement exercée par la route sur les pneus de la voiture
et Ry la réaction normale de la route. La figure suivante
montre la situation considérée (I'angle est exagéré sur le
schéma).
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4. Rappeler les lois de Coulomb pour le frottement so-
lide. Introduire les notions de coeflicients de frot-
tement statique p, et dynamique p. En raisonnant
par l'absurde, montrer que le coefficient de frotte-
ment dynamique doit forcement respecter l'inégalité

s s
5. Quelle est 'expression de Br lorsque la voiture se
met a glisser 7

On note v; la vitesse scalaire de la voiture a partir de
laquelle la voiture se met a glisser.

6. Appliquer le pfd a la voiture dans le repére (u,, u.).

[bs COS (v+-sIn &
COs v—fig Sin o

Montrer que v; a pour expression v; = \/Rg

7. Calculer la valeur de v; en km h ! pour un rond-point
de 10m de rayon et une route inclinée de 10°. On
donne us; = 0,8 pour un contact pneu/route séche.

8. Que devient I'expression de v; pour o« = 0° 7 Calculer
la valeur de v; en kmh ! dans ce cas.
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