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Mécanique

Acquis d’apprentissage n° 6 :
Principe fondamental de la
dynamique - solution

Les savoir-faire a connaitre

Exercice 1 : Hélicoptére

L.
2.

mi=P+T

On projéte sur un axe vertical orienté positivement
vers le haut pour obtenir ma = —mg+ 7T dou Tl =
m(a + g).

Nous avons donc 1" = 0 si a = —g, 'hélicoptere est

alors en chute libre.

Nous avons toujours ma = P+T. La projection se-
lon l'axe Oy a pour expression 0 = —mg + 1'cos 6.

La projection selon I'axe Ox a pour expression ma,
T'sin6.

. Nous injectons l'expression de T' dans la seconde

équation pour obtenir a, = gtan(f).

. a, = 0 si’hélicoptere se déplace a vitesse constante,

nous en déduisons que sinf = 0 d'ou 8 =0



7. Nous avons T?sin?6 = m?2a? et T?cos’0 = m?g°.
Nous additionnons les deux équations et utilisons

cos? ) + sin” @ = 1 pour obtenir T' = m~/a2 + g2.

Exercice 2 : Glissement sur un plan incliné

1. Le PFD a pour expression : m — Pt RN + RT

2. La masse ne se déplace pas selon Oy, 'accélération
suivant Oy est donc nulle et la projection du PFD
sur cet axe a pour expression ||Ry|| = mg cos a.

3. La projection du PFD selon I'axe Ox a pour ex-

pression m%’f = mgsina — pmgcosa d'ou v, =

g(sina — p cos )t puisque la vitesse initiale du bloc
est nulle.

4. Nous avons z = zg(sina — pcosa)t?. Le bloc par-

court la distance =~ sur la pente d’oil lg(sina —
sin o 2

2 _ h . 2h
fb COS O{)t S \/gsinoz(sinoz—,ucosoz)'
29h( .
5. v, = \/ J Smsf‘na“cosa On retrouve bien v, = 1/2gh

pour,u = 0.

6. v, > 0si a > arctan(p).

Exercice 3 : La troisiéme loi de Kepler

1. Voir figure 77.



FIGURE 1 — Schéma du probléeme avec les vecteurs du
repeére polaire au niveau de la planéte.

2. La force gravitationnelle exercée par le Soleil sur la
planéte est dirigée vers le Soleil :

Mgmp .
3 Ur

Fo=-G

-

3. Meéme chose que dans 'exercice 1 du TD 4 puisque le

rayon de la trajectoire est constant et la vitesse sca-

laire est également constante (mouvement uniforme).
En résumé : O—]\i(t) = ri,

On dérive : T (t) = 7t + 10y (il faut se souvenir de

la dérivée des vecteurs unitaires polaires). Le rayon

est constant donc 7 = 0, donc U (t) = rbuy.

On dérive : @ (t) = r X (é?lg - 9'21274). Or la vitesse
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de rotation est constante, donc 0 aussi, donc 0 =0.

Enfin, | @ (t) = —r6240,|. Cest bien une accélération
centripete : elle est selon wu,., dirigée vers le centre du
cercle.

. On rappelle que la période est le temps mis pour
faire un tour complet. La planéte parcourt donc le
périmetre du cerle 2 pendant une période T'. La
vitesse de la planéete est v = rf, donc le temps de

parcours est la distance divisée par la vitesse : 27 =

rf
21 On adone T = 2=,
% 0 —

Il n’y a quune force ici, le pid s'écrit alors m, @ =
F ¢, donc :

"o . Msm . . MS .
—mpr92ur = -G : La, = rf* = G—2 = 1°0? = GM.
r r

Or on a dit que T' = %ﬂ, donc 62 = (2%)2 = 4T—7T22. On
obtient alors :

7“3 GMS
’I“—ZGMS:> T2: 12

Cette formule est trés puissante car elle relie direc-
tement le rayon de la trajectoire et sa période, pour
n’importe quel astre qui orbite autour du Soleil. Ca
marche aussi avec autre chose que le Soleil bien en-
tendu, il faut juste modifier le Mg dans ce cas.
Dans la réalité les trajectoires des planétes ne sont
pas circulaires mais elliptiques. La formule reste va-
lide dans ce cas de figure!
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5. On commence par se rendre compte que dans I'équa-
tion précédente, i%s ne dépend pas de la planeéte
étudiée. Si on nous donne r et T" pour une planéte,
on peut trouver la valeur de iﬁs. Et ensuite si on

nous donne soit r soit I" pour une autre planéte et

~ GM

qu’on connait ==, on peut calculer l'autre grandeur.

. U T GM
[l on peut écrire —y*= = = £ pour la Terre et
3 Terre T
" Jupi GM . , .
TJQ‘lp“er = —— pour Jupiter. Les deux équations ont
Jupiter T . .
le méme terme de droite, on peut donc dire que
3 3 T2
M _ TJupiter 3 . 3 Jupiter
12 T2 Ou encore 7aJupiter = TTerre T2 o

erre Jupiter Terre

11 2 :

(150 - 109)3 x ’fgjfs . On obtient

Fyupiter = A/ (150 - 109)3 x 11,862 = 780 x 109m = 780 x 1
Rendez-vous compte a nouveau de la puissance de

cette formule : connaissant le r et le T' de la Terre,

il suffit de mesure la période T' de n'importe quelle

autre planéte pour en déduire sa distance au Soleil !
Certes ¢a peut étre tres long de mesurer la période

d’une planéte, mais ¢a permet de calculer une dis-

tance qu'il est impossible & mesurer simplement.

Exercice 4 : Chute d’'une particule fine

1. Calculons le rapport entre le poids de la particule
et la poussée d’Archimede. Le poids est dirigé vers
le bas et sa norme vaut P = mg = pparticuleV 9.
avec m et V' la masse et le volume de la particule.
La poussée d’Archimede est dirigée vers le haut et
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sa norme vaut Py = paerg Le rapport vaut donc

P Pparticule 1000

pr = o = 15 = 800. Le poids est environ

800 fois supérieur a 1a poussée d’Archimeéde, c’est
suffisant pour pouvoir la négliger.

On ne compare pas la poussée d’Archimede aux frot-
tements car la force de frottement & une norme va-
riable, elle augmente avec la vitesse et n’est donc pas
négligeable lorsque la vitesse augmente.

. Puisqu’on néglige la poussée d’Archimeéde, il ne reste
plus que le poids et la force de frottement qui s’ap-
phquent sur le systeme particule. Le pfd s’écrit alors

mdd—?t] P+ f L’axe Oz est orienté vers le bas, on
a donc U = vu, dirigé vers le bas et P = +mgu.,
et f —6mnrovu,. Finalement ma dt = mg —o6mnruv.
On ré-écrit :
dv  6mnro
+ = 1
Tt — =4 (1)

- On veut montrer que v(t) = v (1 — e™¥7) est solu-
tion de I'équation 77. On remplace donc v par cette
fonction dans I’équation et on vérifie que ¢a marche.

Calculons d’abord Z—;’ = —q x e = %e‘t/T.
) N ) 2 4 v mg/(6mnr)
D’apres I'énonceé, — = G = 9 On a donc

dv
= = ge T,

Maintenant 'autre terme 67%” =¥ = ﬂ(1—6_”7) =
T

-
g< t/T) 6
On peut maintenant calculer la somme : fl;f + % —

ge T+ g(l—e ) = g(eT+1-e"7) = g On
retrouve bien le résultat de l’équation 7.
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v(t) = vi(1 — e™"/7) est bien solution de I'équation ??.

Quand t << 7, | — t/7| << 1. Or on sait que

si x << 1, on peut utiliser le développement li-
¥ ~ 1 4 x. Dans notre

v~ 1t = gt|

mité de l'exponentielle : e
cas ca donne e /7 ~ 1 — L et donc

Dans ce cas, le mouvement est une chute libre.
L' — o0, et donc

5. Quand ¢ >> 7, on peut dire que —
e /™ — 0. On a donc dans ce cas [v = 1;]

0. La vitesse commence a 0 et tend vers une valeur li-
mite v;. Elle le fait avec une exponentielle décrois-

sante, comme montré dans la figure 77.

FIGURE 2 — Vitesse de chute en fonction du temps, en
unités arbitraires (ici v; = 3).

7. Les particules sont supposées sphériques, donc leur
3 avec r leur rayon. On a donc 7 =

volume est %777“
4

m pparticulev _ IOpathiculegmn3 _ 2T2pparticule

6mnr 9n '

6rnyr — 6mnr
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Calculons 71, avec des particules de diameétre 1 pm,
2x(0,5x1079)2x10%

donc de rayon 7 = 0,5pm : 7 =

9%x1,8x 109
2 . —
_29>;O£58 x 1076%2+3=(=5) Finalement |7 ~ 3 x 107 %s|.

Pour le calcul de 19, le rayon est 10 fois plus grand,
donc le terme 72 de I'équation est 100 fois plus grand
et les autres termes restent identiques. On a donc
Tio ~ 3 x 1074s|.

8. Onav; = gr. On sait que g vaut environ 10ms 2, on

1

obtient alors|v;; ~ 3 x 102 ms et | ~ 3 x 102 ms™

9. Avant de calculer ces intervalles de temps, on peut re-
marquer que les valeurs de 7 sont toutes les deux tres
petites. On sera donc trés vite dans le cas t >> T,
meéme apres seulement quelques millisecondes. On va
donc supposer qu’on se trouve toujours dans le cas
t >> 7, et on a donc v = v;. Dans ce cas, l'intervalle

de temps est donné par At = % car la distance par-
[

courue est 10m. On obtient|At; ~ 3 x 10°s ~ 4 jours
et |Atyg ~ 3 x 10°s ~ 1h|.
On se rend alors compte que les particule PM; res-
tent tres longtemps dans I'air, elle peuvent donc s’y
accumuler.

Exercice 5 : Systéme bloc-ressort

1. Le ressort est posé sur le support plat, donc son poids
est compensé exactement pas la réaction normale du
support. On néglige également les frottements. La
seule force qui influence le mouvement est donc la
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force de rappel du ressort. On sait que la force de
rappel d'un ressort est —kAxt,, ot Az = (z — )
est I'écart du bout du ressort par rapport a sa po-
sition d’équilibre, £ est la constante de raideur du
ressort, et le signe négatif montre que la force tend
a ramener le bout du ressort vers sa position d’équi-

libre. Le pfd donne :

d2
ma = md—;ﬁx = —kAzd,
On a donc bien
d*x
My = —k(z — o)

. La premiére chose a remarquer est que x et X ne
differe que d'une constante. Leurs dérivées seront
donc identiques puisque la dérivation de la constante

L dX _ d (e _ dv i i
donne 0 : % = & (2 — ) = 5. Ceci est 2donc vrai
pour leurs dérivées seconde également : ddT)Q( = 275.

On peut donc réécrire I'équation trouvée a la ques-
tion précédente en y remplagant (z — x,,) par X et

2 2
G bar G
d?X d?X

. Nous devons donc trouver une fonction du temps
qui, quand elle est dérivée deux fois, fait apparaitre
un signe — et une constante. Cette fonction est la
fonction cos ou la fonction sin. En effet, en dérivant
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cos(wot) on obtient —wqsin(wgt), et en dérivant une
seconde fois on trouve —wé cos(wpt), ce qui est bien
la fonction de départ fois —wj. Partir de la fonc-
tion sin(wgt) donne la méme chose. Si on commence
avec A cos(wpt) avec A une constante quelconque,
ca marche toujours. Et si on additionne un terme en
cos(wpt) et un terme en sin(wyt), ca marche toujours.
On va donc considérer la solution la plus générale
possible :

X (t) = acos(wot) + B sin(wot)

avec a et 3 des constantes. Il s’agit alors d’identifier
a et 8. Cecl se fait avec les conditions initiales : les
positions et vitesses a t = 0, qui sont données dans
'énoncé. On a v(0) = 0 et X(0) = A = 5cm. 1l
est généralement plus simple de commencer par la
vitesse initiale, qui est nulle. On dérive 'expression
de X (t) puis on se place at =0 :

v(t) = d);—zft) = —wpasin(wpt) + wpS cos(wpt)

On se place alors en t = 0, ol on sait que I'équation
précédente est nulle :

v(t =0) =0 = —wga sin(0) +wpfB cos(0) = wyf cos(0) =
~—— ~——
—0 -1
Or comme wy # 0, on a forcément 5 = 0. On peut
alors reprendre 'équation générale de X (t), rempla-

cer B par 0 et se placer en t = 0, puisqu’on sait que
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X(t=0)=A=acos(0) =«

A la fin on trouve pour X :

X (t) = Acos(wyt)

La période des oscillations, T', est le temps mis pour
revenir a ’état initial : pour aller de X(0) = A a
X(T) = A. On résout donc X(T) = A, et donc on
cherche T' tel que cos(wyT) = 1. Ceci est vrai pour
T = 0 (condition initiale), mais aussi pour T' =

i—g X n, avec n un entier. La période correspond alors

_on

au casn = 1, c'est a dire |T’ ool

4. Pour trouver les valeurs max de v et a, il faut d’abord
calculer v et a :

v(t) = —woA sin(wt)

a(t) = —wj A cos(wpt)

Le maximum de sin et de cos étant 1, on a|vy. = wod

et | Aoy = w%A.

2 La mise en ceuvre pour acquérir
I’apprentissage

Exercice 6 : Glissement d’un objet sur le sol
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Remarque sur 'exercice : ici p est le coeflicient de frot-
tement dynamique car 'objet est en train de glisser. Ce
coeflicient peut étre un peu différent du coefficient de frot-
tement statique. En effet il est souvent plus difficile de
mettre un objet en mouvement pour vaincre le frottement
statique que de le pousser alors qu’il glisse déja (frottement
dynamique). Pensez a une lourde armoire : il est difficile
de la mettre en mouvement, mais des que c’est fait c'est
plus facile.

1. Ilyadéjale poids dirigé vers le bas et la réaction nor-
male du support dirigé vers le haut. Ces deux forces
s’annulent puisque le mouvement est seulement sui-
vant Oz. La derniére force est la force de frottement
sur le sol, dirigée vers la gauche puisque l'objet va
vers la droite.

2. Commencons par 'axe Oy, c’est le plus facile. Il n'y
a aucun mouvement sur cet axe, donc on a y(t) =0 :
quelque soit ¢, la position en y est constante. Le poids
et la réaction normale du sol se compensent donc, et
le ptd s’écrit

dv,

m_

dt

(on met un — pour le poids qui va vers le bas, et un
+ pour Ry qui va vers le haut. On obtient :

=—P+Ry=0

P =Ry =|mg= Ry

Suivant 'axe Oz, il n'y a que les frottements. On sait
que la vitesse ne va étre que selon Oz, on se permet

12



donc d’écrire ¥ = vu,.. Et donc :

dv

it

(avec un signe — car les frottements s’opposent au
mouvement). Puisque Ry = uRy, on a :

— Ry

dv P dv dv
m— = — = m— = —umg| = — = —
dt pALN dt pimg It Hg
3. On a alors £ = —pug, donc v(t) = —ugt + vy avec

v la vitesse mltlale Et donc z(t) = —1ugt® + vt +
xo avec x( la position initiale. Le mouvement com-
mence a la position 0, donc 2y = 0. On a alors
x(t) = —3pgt* + vot|.
La distance d’arrét peut étre trouvé en trouvant le
temps t; auquel la vitesse est nulle : v(ty) = 0.
L’équation s'écrit v(t;) = —pgt; + vo = 0, donc

ty =1

2
On peut alors exprimer d = z(tf) = —1ug (%) +

2

vy v
VoL = . Finalement, |d = 3L |.
Og 2#9 T g 2ug

4. |d = m 0,03 m soit environ 30cm| Si p di-

minue, alors 1/u augmente, et donc d augmente.
C’est logique : moins les frottements sont importants,
plus 'objet va loin.

Exercice 7 : Vitesse de chute d’une bille dans 'eau

Dans cet exercice, Ap = p — Peau
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1. On sait que le mouvement ne s’effectue que selon
'axe Oz. On ne va donc pas s’embéter avec les no-
tations vectorielles. On nous dit que ’axe est orienté
vers le bas, donc les vecteurs dirigés vers le bas auront
une composante positive, les vecteurs dirigés vers le
haut auront une composante négative. Commencons
par lister les forces :

— le poids (vers le bas) P = mg = p%ﬁr?’g car la
bille est une spheére:

— les frottements de l'eau (vers le haut, car la vi-
tesse est vers le bas) f = —6mnrv;

— la poussée d’Archimede (vers le haut) Py =

_peau 7'('7“ g.
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors :
d 4 .d 4 4
md—: = P+f+Ps= p3TT d—: = p37‘(’7“39 ;Oeau3777“ g—6mr
On divise par p%m“3 ;
dv 0 — Pean Inv
= (—)9—5 3
dt 0 2pr
On définit 7 = 2g727p et on obtient :
dv v Ap
—+ - = — 2
dt T 0 I 2)

En divisant par p de chaque coté on obient alors :
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2. Pour vérifier que v(t) = %97‘(1 —e7¥7) est solution,
on l'injecte dans I'équation 77 et on voit si 1'égalité
est toujours vraie. Voyons cela :

Ap _ o—t/T
ci(Ap (L_ewq)+pgfﬂ e ) Ap d(l_

i\ ; ar
A 1 A A A A

= Lgr(—e M)+=Lg(1—e17) = —Lge T+ =Lg—=L,
poT p p pop

(Ja marche. On peut vérifier que la vitesse initiale est
bien nulle, car €’ = 1, donc v(t = 0) = 0.

La solution de I'équation 77 est |v(t) = %97‘(1 —e )|

2x(107%)?x8x103 - -
3. 7 = 2 XEA0 _ 16,9(-124343 [+ = 1,8 x 10 0s]

4. Quand t << T, on peut écrire que e 7 ~ 1 — %
Et donc |v(t) = %97‘(1 —(1—=t/1)) = %gt. On a

v proportionnel a ¢ comme pour une chute libre.

t
=

5. Quand t >> 7, on a £ — o et donc e ¥™ — 0. On

A > N
a alors |v = 7pg7 . La vitesse est presque constante a

partir d'un temps suffisamment grand. Par exemple
environ 95 % de la vitesse max est atteinte pour ¢t >
DT.

6. La vitesse limite est HgT — 80001000 » 9 81 x 1,8- 1070 =
p 8000

Exercice 8 : Mouvement d’une planéte

1. On dérive la position OM (t) = ra, : | T (t) = 7, + rfiy.

_= r
: : di, A~
(il faut se souvenir que - = 0y)
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2. On dérive a nouveau (attention a tout bien dériver
et & ne pas oublier de termes) :

T (t) = i, + 100y + 100y + rotg — 160,

ot on a utilisé la dérivée de 1, comme expliqué avant,
z . z A d/\ . A
et la dérivée de ug : = = —0u,.

On rassemble les termes de 'accélération :

() = (F — 10>, + (270 + r0) iy

3. La seule force est la force de gravitation qui s’écrit
F o= —GMng avec G la constante universelle de
la gra\/ltatlon, M et m la masse de l'é¢toile et de la
planéte respectivement, et r la distance entre 1'étoile
et la planete. Elle est dirigée suivant —u, car il s’agit
d’une force attractive.

Le pfd s’écrit ma = Fa

On le projette suivant 1y pour commencer. La force
F n’a pas de composante suivant cet axe, on a donc
Fgp = 0 donc mag = Fgp = 0 = a9y = 0. La
composante de 'accélération suivant cet axe est ag =
270 + 1. On a donc 270 + 76 = 0|

Maintenant suivant 4,, on a Fg, = —G@ et a, =
i — r6?. On obtient donc m(# — r6?) = —Gﬂﬁn.
Finalement, |#* — r6? = —GM.

4. On remarque que 270 + ro ressemble a la dérivee
de r26. Elle vaut L(r 20) = 2ri0 + 120 = (270 +

@) Cette grandeur vaut zéro grace a I’équation de
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la question précédente. Donc la dérivée de r20 est
nulle, donc 720 est une constante qu’on appellera [ :

r20 = 1|

5. On peut maintenant écrire 762 = £ (r20)2 = L2
r T

Ainsi I'équation devient |7 = & — G|
r r

Exercice 9 : Pendule simple

1. La projection du principe fondamental de la dyna-
mique suivant les axes Ox et Oy produit les deux
équations scalaires :

d2

m@g = —P + T cosb
d

md—t;lj = —TSiH(g

2. Nous obtenons dans le cadre de 'approximation des
petits angles :

—P+T=0 (3)
“ d? T
T
Mg = e 4
d’ou —‘Z;%" = —Jw.

3. La solution générale de I'équation diftérentielle pré-
cédente s'écrit © = A cos(wt + ) avec w = 4 /2. Les
conditions initiales impliquent varpht = 0 et A =

xo. Nous avons w = 2w f = 2#% d'ou T = 27r\/g
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4. Application numérique.

Exercice 10 : Dérapage d’une voiture dans un rond-
point

1. ¥ = RO
2. a= —R(92UR, c’est l'accélération centripete.
3 =2

=

4. ||Rr|| < ps||Rn|| lorsque le corps ne glisse pas. L'ob-
jet commence a glisser lorsque 1'égalité est atteinte.
|Rr|| = p||Bx|| lorsque le corps glisse.

Si on suppose i > g, alors 'objet subit une force
de frottement plus grande en glissant que lorsqu’il
commence a glisser. Le corps ne se mettrait donc
jamais a glisser ce qui est absurde. On doit donc

avolr (b < [bs.

5. ||Rr|| = ps||Rn]| lorsque la voiture comme a glisser.

On note v; la vitesse scalaire de la voiture a partir de

laquelle la voiture se met a glisser.

2

L , ~ 2
6. La projection du pf(i sur l'axe u, donne : m+% =

cos a|| Ryl + sin o] | Ry]].

La projection du ptd sur 'axe ., donne : 0 = —mg—
sin at||Rr|| 4 cos a||Ryl|.

En utilisant || Br|| = us||Ry||, la deuxieme équation
se réécrit :

0= —mg—p; sin a| | Ry ||+cos oo | By|| dou || By|| =

COS ('— [Lg SIN (v
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En injectant dans la projection du pfd selon 'axe u,.,
nous obtenons :

. [bs COS (v+-sIn &
UL = \/Rgcosoz—,us sina’
7. Application numérique.

8. v =/ sRg st a = 0.
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