Institut Villebon-Charpak L1

Mécanique

Acquis d’apprentissage n°5 :
Mouvement de rotation - solution

1 Les savolir-faire a connaitre

Exercice 1 : Mouvement circulaire uniforme

. S —
1. On dérive le vecteur OM (1) avec r = cst, nous avons

donc : T(t) = r& = 7a, + rfiy. On a utilisé
le fait que % = By, le point au-dessus d’'une va-

riable signifiant une dérivée par rapport au temps.
De plus 7 = 0 car le rayon r de la trajectoire est
constant donc sa dérivée est nulle. Finalement on a
7@) — 7“9?1(9 .

2. On dérive a nouveau avec # = cst pour obtenir

@ (t) = —rf,|. L’accélération est dirigée vers I'ori-

gine du repere, |1l s’agit de 'accélération centripéte|.

3. Onavuquev = 7“9, donc 6 = —. Le module de I'ac-

. : 2 R
célération est a = |['@|| = rf* = r%. L'accélération

v2

centripete s'exprime ainsi : |a = —|. Pulsque v et r
sont des constantes, l'accélération est constante.
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4. On nous donne la vitessev = 80kmh™! = 22.2ms

et le rayon de la trajeetoire r = 500 m. L’accélération

2
vaut donc a:”——222 O99ms
T 500

5. La fréquence de rotation (nombre de tours de circuit
par seconde, en s ') est l'inverse de la période de
rotation (temps pour faire un tour complet, en s)
f= % La vitesse de déplacement est v et la distance
parcourue est un tour complet : distance = 27r, on

27r 27r

a donc:v =% =T == = [ = Or

v = 7“9, donc | f = Y| La valeur de la fréquence est :

222 _ . :
J =35 =550 = 0,0071s 1. Cela signifie qu’en
une seconde, la voiture parcourt 0,71 % d’un tour
complet. On peut aussi calculer T° = 141s, et on

trouve que la voiture fait un tour complet en 141s.

Exercice 2 : Mouvement circulaire

1. 7 est en secondes car il ne doit pas y avoir d'unité
dans 'argument de la fonction exponentielle.

2. v=r0doul = W1 —e ).

3.0 =Lt +7e ) + est. Or O(t = 0) = 0 d’apres
I'énoncé. On en déduit que 27 4 cst = 0 d’ot 0 =
Bt 4+ 7e T — 7).

4. On dérive la vitesse en faisant attention au fait que 0

d(6ig) _

depend du temps Nous obtenons donc @ = r=

rﬁu@ + 7“9 = rﬁu@ — 7“92



5. On injecte 'expression de 6 et 'expression de 6 dans
'expression de l'accélération pour obtenir @ = %e_t/ Ty

U—%(l e~ )24,

r

6. e /7 — 400 pour t — +00. Nous obtenons donc

2
- A~ — v
U = vouy et a = ——OuT Le mouvement est alors

circulaire uniforme.

7. Nous nous placons dans le cas de la question précé-
dente donc dans un mouvement circulaire uniforme.
Nous avons donc T' = 2~

Exercice 3 : Trajectoire de la Terre

1. Il ne faut pas oublier de dériver le vecteur unitaire : il

—> t) dr A duT . dST(

tourne de 90° et un 6 apparalt ;| v ( Tl + T = =
2. On dérive & nouveau : @ (t) = () = 7(t)u, +

F(1) % + 7 (8)0ig + 7 (£)011g + r(t)e%. )
a(t) = 7(t)u, + 7(t)0uyg + 7(t)0uy + 7(t)0us —
r(t)0%,

@ (1) = (f(t) _ r(t)éQ) iy + (zm)é T r<t)é) fig).

On peut vérifier que chaque terme est bien homogene
a une accélération (ms ?).

3. La composante centripete est la composante selon
iy, soit | @ (t) = (f(t) - 7~<t)9'2) i
La composante tangentielle est la composante selon
g, soit | @y(t) = (2¢(t)9 T r(t)é) g,
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Exercice 4 : Mouvement d’un pendule

1. Nous avons 6(t) = 0, cos(wt). Le pendule part donc
de 6y et il revient a 6y, au bout du temps 1" qui
correspond a cos(wT') = 1 soit wT = 2m. Nous avons

donc T' = ¢

2. Comme vu a lexercice 1, T (t) = rfiy. On nous
donne I'expression de la fonction 0(t) = 0y, cos(wt),
donc on peut la dériver : 0(t) = —0yw sin(wt). Fi-
nalement
U (t) = —rfywsin(wt)y

3. Nous avons :
o] =
= \/r29j2\4w2(1 — cos?(wt))
= rwhy/ (1 — cos?(wt))

La vitesse du pendule est maximale pour 6 = 0.

4. Dans cet exercice, on a # # 0, contrairement a l'exer-
cice 1, donc l'expression de l'accélération n’est pas
la méme. On dérive la vitesse, en se souvenant que

dgf = —QUT, et que r, 0y, et w sont des constantes :

a(t) = dzt(t) = —rfywsin(wt) (—9%) —rfyw (wcos(wt

Finalement, on obtient | @ () = —r03%,w?*sin(wt)*d, — 0y

L accélération centripete est | @ (t) = —r65,w? sin(wt)*u,

L’accélération tangentielle est
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@o(t) = —rbyw?* cos(wt)ty|.

2 La mise en ceuvre pour maitriser
I’apprentissage

Exercice 5 : Vitesse et accélération d’un corps en
rotation

1. Nous savons que ¥ = ROuy. Nous avons 8 = at d’oil
U= Rat@e

2. 0 n’est pas constant. L’accélération a donc pour ex-
pression @ = 10Uy — r0*4U,. Nous avons 6 = at et
0 = a dotl @ = Ratlg — Ra’t*u,

3. ||@]] = A/a? + a2 = vV R*a? + R*a*t*

Exercice 6 : Synchrotron

1. Vte [tl,tg] et Vi > t3.

2. A ty. Nous avons v = 7“292 donc v =3 x 103ms 1.

3. Dans l'anneau de rayon 71, nous avons #; = r% =
6 x 10%rads™ 1,

4. Nous avons § = at + b entre to et 11 ou a et b sont
des constantes. En utilisant le fait que 6(t = t) = 0
et (t = t1) = 6.10° nous en déduisons que 0 =

6
fl-ioto (t — to) entre tg et #;.




= -A = u-/\ . ~ oo 6
5. ¥ = 60Uy et @ = 10Uy — r10°4, avec 0 = tﬁgo' La

partie centripéte de l'accélération a pour expression
: 2
_ 2 _ 6.100
A, = —T1(9 = —1m (tl—t()(t — to)) .

Exercice 7 : Formule 1

On suppose que la trajectoire du pilote est circulaire
pendant le virage, et que le rayon est constant. On sup-
pose également a vitesse de la formule 1 constante. On est
donc dans le cas de 'exercice 1, et 'accélération est pure-
ment centripete : sa norme est a = 2—2 et elle est dirigée
vers le centre du cercle correspondant a la trajectoire.

La vitesse est donc v = y/ar = 4/6gr puisqu’on nous dit

que l'accélération vaut 6¢. Le calcul donne :{v = 4/6 x 9,81 x 20

Exercice 8 : Sonde en orbite autour de Mars

1. On est dans le méme cas que l'exercice précédent,
et que l'exercice 1 : la trajectoire est circulaire et
la vitesse est constante. En effet, 'accélération est
purement centripéete puisque seule la force de gravi-
tation s’exerce sur la sonde. On a donc a nouveau
'expression du module de l'accélération centripéte :
a = ”72 Le rayon est de la trajectoire est le rayon
de Mars ajouté a l'altitude de l'orbite par rapport
au sol : 7 = 3400 + 280 = 3680 km = 3,68 x 10°m.
La vitesse de la sonde est constante donc il s’agit
simplement de la distance d'un tour complet divi-

sée par le temps d’un tour complet : v = 2L avec

T >
§



T = 113min = 6780s = 6,78 x 10%s la période de
'orbite.
2

- o w? ar®? _ ar?r _ 4xa®x3,68100 |
Onobtient:ja = = = - = =5 = (675 107)? = 3,16 m-

2. La fréquence de rotation est l'inverse de la période :
f=7=14Tx10"*s"!

Exercice 9 : L’accélération centripéte de la lune

C’est le méme principe que 'exercice précédent

Exercice 10 : Systéme a trois corps

1. U, = cosalp+sin oy et U, = — sin o p + cos ally.
dsin(a) - dcos(a) - :
2. == = cos(a)a et —3~ = —sin(a)a. Nous en

déduisons que

du, dcosa . dup dsino . dg
o = urtcosa— + o up + Sm(a)ﬁ |
= —sin(a)aup + cos(a)fuy + cos(a)atty — sin(«)Ouy
— (& + 0),
dig _

On sulvant la méme méthode nous trouvons
—(a + 0)u,.

dt

3. SI — Riip + 7, dou r = ROy + r&di, + roi,.

4. T = ROy + r(c + 0)(—sinalip + cos aliy).

5. Nous considérons les orbites circulaires uniformes,
nous avons donc @, = —RO* U — 7“(9 + &)*u, d’ou :
;= —RO*Up — (0 + &)*(cos alip + sin adly)

6. a=2n+ 1)mavecn =0,1,2,....
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7. Nous avons alors 77, = ROUy — (¢ + 0) 8. La direc-
tion du vecteur vitesse suivant Uy est cohérente avec
la position de la Lune puisque sa vitesse est dans la
direction g lorsque la lune est entre la Terre et le
Soleil. Nous avons @y = —RO*Ug + (0 + &)*Ug. La
direction du vecteur accélération est bien suivant la
direction de la force.



