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Chapter 1

Cinématique et Dynamique

1 Introduction

Lobjectif de la modélisation est de prédire et d’étudier le comportement d'un systéme.
La modélisation des systemes mécaniques permet d’aboutir a une représentation math-
ématique de la dynamique d'un systéme et conduit généralement a un ensemble d’équations
algébro-différentielles issues des lois de la mécanique. Plusieurs approches de modéli-

sation existent:

e approche analytique: utilise une bibliotheque mathématique, a travers des logi-
ciels de calcul algébriques tels que Mathematica ou Maple, pour aboutir d'une

maniere symbolique les équations du mouvement.

e approche numérique: utilise des outils numériques pour analyser le comporte-
ment cinématique et dynamique d'un systeme. Parmi ces outils on trouve Msc
Adams, langage Modelica (utilisé dans des logiciels comme Dymola et AmeSim)

ou simScape (une toolbox de Matlab).

Les problemes de la cinématique sont ceux dans lesquels la position ou le mouvement
du systeme multi-corps sont étudiés, quelles que soient les forces et les réactions qui le
génerent. Les problemes cinématiques sont de nature purement géométrique et peu-
vent étre résolus, indépendamment non seulement des forces mais aussi des caractéris-
tiques d’inertie des éléments tels que la masse, les moments d’inertie et la position du
centre de gravité.

Les problemes de la dynamique sont beaucoup plus compliqués a résoudre que les
problémes de la cinématique. Les problémes cinématiques doivent étre résolus avant
les problémes dynamiques. La caractéristique exceptionnelle des problemes dynamiques
est qu’ils impliquent les forces qui agissent sur le systeme multi-corps et ses caractéris-
tiques inertielles : masse, tenseur d’inertie et position de son centre de gravité. Les
problemes de la dynamique les plus importants rencontrés dans la pratique:

* Position d’équilibre statique: consiste a déterminer la position du systeme dans
lequel toutes les forces gravitationnelles et externes, les forces élastiques dans les

ressorts et les réactions externes sont équilibrées. Ce probléme n’est pas vraiment
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un probléme dynamique, mais un probléme statique, qui dépend du poids et de
la position du centre de gravité du systéme multi-corps et non de ses propriétés
d’inertie. Le probleme de la détermination de la position d’équilibre statique se
pose trés fréquemment dans les véhicules a suspension a ressorts. La solution
générale a ce probleme conduit également a un systéme d’équations non linéaires

qui doivent étre résolues itérativement.

* Dynamique linéarisée: un probléme étroitement lié au précédent est celui de
déterminer les modes de vibration naturelle et les fréquences des petites oscilla-
tions qui se produisent autour de la position d’équilibre statique (ou dynamique).
Ce probléme est résolu en linéarisant d’abord les équations de mouvement a une
position particuliere, puis en effectuant une analyse chronologique étape par étape
ou une analyse de valeur propre. Ce probleme permet de concevoir différentes

lois de controle.

* Dynamique inverse: vise a déterminer les forces/moments qui produisent un
mouvement spécifique, ainsi que les réactions qui apparaissent a chacune des ar-
ticulations du systeme multi-corps. Il est nécessaire de connaitre les vitesses et les
accélérations pour pouvoir estimer les forces d’inertie qui, avec le poids, les forces
dans les ressorts et les amortisseurs et toutes les autres forces externes connues,
serviront de base pour calculer les forces d’actionnement requises. La dynamique
inverse donne les forces motrices nécessaires pour controler un systéme de sorte

qu'’il suit une trajectoire désirée.

* Dynamique directe: ce probleme produitle mouvement d'un systeme multi-corps
sur un intervalle de temps donné, en conséquence des forces appliquées et des
conditions initiales données. Limportance de ce probleme réside dans le fait
qu’il permet de simuler et de prédire le comportement réel du systeme; le mou-
vement est toujours le résultat des forces qui le produisent. La dynamique di-
recte implique la solution d'un systeme d’équations différentielles ordinaires non
linéaires. Ces équations différentielles sont numériquement intégrées a partir des
conditions initiales. Une caractéristique importante de ce probleme mathéma-
tique est qu’il est intensif en calcul. Pour cette raison, il est trés important de
choisir la méthode la plus efficace pour traiter et résoudre ce probleme. Les ré-
sultats du probléme de simulation dynamique peuvent étre affichés numérique-
ment, ou ils peuvent étre représentés graphiquement au moyen d'un traceur d'un
terminal graphique de la méme maniere qu’avec les résultats de la simulation

cinématique.

2 Cinématique d’un corps

Les systémes mécaniques peuvent étre composés par des corps rigides et/ou élastiques

pouvant se déplacer I'un par rapport a 'autre, en fonction de la facon dont ils sont in-
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terconnectés par des composants tels que des liaisons, des amortisseurs et d’autres dis-
positifs passifs.
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K b
'\
\ .
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k 2 5
Lp
b
2
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o 7

~

Figure 1.1: Vecteur de position d'un point d'un corps solide.

2.1 Position

On définit un repére absolu fixe R, (7, f, %). Ensuite, on définit un repére corps mobile
(body-frame) Ry (ip, jp, kp).
Dans Ry, la position du point i par rapport a b:

ré’i = constante — fé’l. =0
Dans le repere absolu R, (7, /, k), la position du point i par rapport a b:

0o _ ssb..b
Tpi = £olp;

ol 9?13 : matrice de projection de repére mobile Ry, vers le repere fixe R,.

2.2 Vitesses

Dans le repere mobile Rb(fb, fb, 7&;,), la vitesse angulaire du point i est exprimée par wf? =
wZ. La vitesse angulaire de point i par rapport a b est wp; = 0. La vitesse linéaire du
point i est alors vf’ # UZ . En effet, dans le repere absolu R,:

o _pb.b _ 0 _ b b b .b
Tpi = Lol = Vi = Rl + Ry T
-0

Mais %5 2

R r = Slwyp) r = w A r
ob ob

- N—— ——
matrice 3x3vecteur 3x1  atrice 3x3Vvecteur3x1  yecteur3x1 vecteur3x1
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ol S(w) est appelée matrice anti-symmeétrique (skew-matrix):

0 —W; Wy
Sw=| w, 0 -w,|etS(w=-Sw)

Donc, si w,p est le vecteur de vitesse angulaire induit par une combinaison de rotations,

la vitesse linéaire du point i, dans le repére absolu R,:
vy =w?, A .%b r
bi — “ob bi

Maintenant, on peut exprimer la vitesse du point i du corps b par rapport au point 0. La
position:

roi = Toy+ RoTy; — Voy = Uy + w0, ARQTY;
La vitesse dans le repere mobile Rj, est obtenue par une simple projection inverse 27 =
RrY

0 b b _ b . b b
=% ( Vop+ Wop ANy rbz) Voi = Vop T Wop N Tp;

2.3 Accélération

b o _ b b
v [ =V b+w0b/\% rbl aoi—vob+w0b/\% rbl+w0b/\(,%’ rbl)

_ b b
= v0b+w0b/\92 rbl +w0h/\(a)ob/\% rbl)

L'accélération dans le repere mobile Rj, est obtenue par une simple projection inverse
o _ gpbl.
Ry =R, -

bl b b . b b b
=Ry Vgt Wop AT+ Wop AN woy ATy,

De méme, on peut calculer ’accélération angulaire notée €,; en dérivant le vecteur de

la vitesse angulaire:

0o _,0 0 o _ 0 _ cb — b o
Wo; = W+ W = W4 = Wy), = €0, = Mgy, = €0, =Ry gy
~—~—
=0

p! _ p!
Sionnote %, Ob aob et %, Ob

b _ b ,.-b PN b . .b
Ao; = Aopy+ W o) NTp; + 0o NW o, AT,
b _ b
6‘oi_eob

. N b _o b _o N .
Mais dans le repére Ry, a,,=?ete), =?Dans le repere R,:

o __ o0 b b.b _ b _ b b -b
‘%0 ob_)aob_wob/\‘% ob+‘%ovob aob_wob/\vob+vob

_gpb b _, b b.o _ b _ b
W5y, = oWy, =€), = Woy ARGy, + Ry, — €0y = B,
Pour résumé cette section, si un point i appartient a un solide muni d’un repere local
R}, dont l'origine est le point b. Dans le repere local, on a les équations suivantes de la

cinématique:
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Voi = Vob T Wop A Tpi (1.1)
Woi = Wop (1.2)
Aoi = Vob +€ob N Thi + Wop A Vo (1.3)
€oi = Woh (1.4)

3 Systéme multi-corps

Un systeme multi-corps est défini comme un assemblage de deux ou plusieurs corps
rigides imparfaitement liés, ayant la possibilité d'un mouvement relatif entre eux. Cette
liaison imparfaite des deux corps rigides constituant un systéme multi-corps s’appelle
une paire ou articulation cinématique, ou simplement une articulation. Une liaison per-
met certains degrés de liberté de mouvement relatif et prévient ou restreint les autres.
Les systemes multi-corps sont classés en tant que systemes a chaine ouverte ou a chaine
fermée. Si un systéme est composé de corps sans branches (ou boucles) fermées, on
parle alors de systeme a chaine ouverte; sinon, on 'appelle un multi-corps a chaine
fermée. Un double pendule et un systeme de type arbre sont de bons exemples de con-
figuration a chaine ouverte.

si i ¢ au solide B mais a un autre solide, donc dans le repere Ry:
i
Foi =Tob+ %obrhi
Voi = Vob+ Wop N Thj + T'p;
Aoi = Aoh +Eop NThi +Wop N (Wop A Tpi + Tpi) + Wop A Tpi + Tp;
Woj = Wop + Wp;

€ob = Wop + Wp; + Wop NWp;

- -

Liaison

Figure 1.2: Systeme multi-corps ou multibody.

Ensuite, il s’agit de déterminer I'accélération linéaire et angulaire, a, et €,p, de repere

mobile R;,. Dans le repére global:

U -
Vob = RopVyp, — Aov = Woy A Vop + Vop

U .
Wop = RobW = €ob = Wobh X Wop + Woy
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Résumé: les équations de la cinématique d'un point i appartenant a un systeme multi-
corps dans le repere local:

Voi = Voh + Wop N Tpi + T'pi
Woj = Wop + Wp;
Aoi = Vop+€Eop N Tpi + Fpj +Wop A (Fpi + Voj)

€0i = Wop + Wop N Wpi + Wp;

3.1 Coordonnées dépendantes et indépendantes

Afin de décrire un systeme multi-corps, le premier point important a considérer est
celui du choix d'une méthode ou d’'un modeéle mathématique qui décrira sa position
et son mouvement. En d’autres termes, sélectionner un ensemble de parameétres ou
de coordonnées qui permettront de définir sans équivoque la position, la vitesse et
I'accélération du systeme multi-corps a tout moment. Méme si un systéme multi-corps
peut étre décrit avec différents types de coordonnées, cela ne signifie pas qu'’ils sont tous
équivalents dans la mesure ou ils permettent des formulations aussi efficaces ou faciles
a mettre en oeuvre.

Par conséquent, le premier probleme rencontré lors de la modélisation du mouvement
d’'un systeme multi-corps est celui de trouver un systéme de coordonnées approprié.
Un premier choix est celui d’utiliser un systeme de coordonnées indépendantes, dont
le nombre coincide avec le nombre de degrés de liberté de mouvement et est donc min-
imal. Le deuxieme choix consiste a adopter un systeme élargi de coordonnées dépen-
dantes en un nombre plus grand que celui des degrés de liberté, qui peut décrire le sys-
teme multi-corps beaucoup plus facilement mais qui ne sont pas indépendants mais
reliés entre elles par des équations de contraintes. Le nombre de contraintes est égal a
la différence entre le nombre de coordonnées dépendantes et le nombre de degrés de
liberté. Les équations de contraintes sont généralement non linéaires et jouent un role
principal dans la cinématique et la dynamique des systemes multi-corps.

Les études sur ce sujet ont tendance a conclure que les coordonnées indépendantes
ne sont pas une solution appropriée pour une analyse générale, car elles ne répondent
pas a l'une des exigences les plus importantes: le systeme de coordonnées doit définir
sans équivoque la position du systeme multi-corps. Les coordonnées indépendantes
déterminent directement la position des corps d’entrée ou la valeur des coordonnées
externes, mais pas la position de 'ensemble du systéme. Pour certaines applications
particuliéres, des coordonnées indépendantes peuvent étre trés utiles pour décrire avec
un minimum de données les vitesses ou accélérations réelles et les petites variations de
la position. En outre, ils peuvent conduire a I'efficacité de calcul la plus élevée.

Pour les cas généraux, le choix alternatif a 'ensemble indépendant de coordonnées est
un systeme de coordonnées dépendantes, qui déterminent de facon unique la position
de tous les corps. Trois grands types de coordonnées ont été proposés pour résoudre

ce probleme: les coordonnées relatives, les coordonnées cartésiennes, et coordonnées
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naturelles ou entierement cartésiennes. Ces derniers sont les plus fréquemment utilisé.

Figure 1.3: Représentation en coordonnées naturelles, c-a-d, coordonnées cartésiennes.

Représentation en coordonnées relatives.

Dans 'exemple de la figure ci-dessus, I'utilisation des coordonnées naturelles doit in-
clure les 4 coordonnées dépendantes (x1, X2, y1, ¥2), sachant que le mécanisme présente
seulement 1 DDL. Doncg, il doit y avoir 3 équations de contraintes:

(X1 —x2)*+ (11— ya)*—L5=0
(2 —x1)*+ (2= y1)*—15=0

(X2 —xB)°+ (y2—yB)*—L5=0

3.2 Coordonnées généralisées

La configuration d’'un systeme multi-corps est identifiée par un ensemble de variables
appelées coordonnées généralisées qui définissent complétement ’emplacement et I'orientation
de chaque corps dans le systeme. La configuration d'un corps rigide peut étre complete-
ment décrite en utilisant six coordonnées indépendantes: trois coordonnées décrivant
I’emplacement de I'origine du repere local et trois coordonnées de rotation décrivant
I'orientation du corps par rapport a un repere inertiel. Une fois cet ensemble de coor-
données identifié, la position globale d'un point arbitraire du corps peut étre exprimée
en termes de ces coordonnées.

Un systeme multi-corps de n; corps rigides interconnectés, nécessite 675, coordonnées
pour décrire la configuration du systeme dans l’espace. Ces coordonnées généralisées,
cependant, ne sont pas totalement indépendantes a cause des liaisons mécaniques en-
tre les corps adjacents. Le mouvement de chaque composante dans le systeme est in-
fluencé par le mouvement des autres a travers les contraintes cinématiques qui relient
les coordonnées et les vitesses généralisées. Pour comprendre et controler le mouve-
ment du systeme multi-corps, il estimportant d’identifier un ensemble de coordonnées
généralisées indépendantes appelées degrés de liberté.

3.3 Contraintes cinématiques

On considére un ensemble g de n coordonnées généralisées tel que g = [q1, G2, -+, Gn] " .

On considere aussi que le nombre de DDL est de N. Si n > N donc il existe n, équations
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de contraintes tel que n, = n— N. Si les n, équations de contraintes peuvent se mettre
sous la forme:

C(q1,q2, -+, qn, 1) =C(q, 1) =0

alors les contraintes C sont appelées holonomes. Sinon, elles sont non-holonomes
comme la contrainte de la forme ay + Bg = 0.

Les contraintes holonomes imposent des restrictions au mouvement possible des corps
individuels dans le systtme mécanique, tandis que les contraintes non-holonomiques
restreignent les valeurs cinématiquement possibles des vitesses des corps dans le sys-
teme. Il est clair que toute contrainte holonomique engendre en méme temps une cer-
taine contrainte cinématique sur les vitesses. Linverse, cependant, n’est pas vrai; c’est-
a-dire que les contraintes non intégrables sur les vitesses du systeme n'impliquent pas
nécessairement des restrictions sur les coordonnées du systeme. Par conséquent, dans
un systéme non-holonome, certaines coordonnées peuvent étre indépendantes, mais

leurs variations sont dépendantes.

4 Matrice de projection

4.1 Matrice de rotation

- . . + > vk > =+ = 0/] >+ > ol
En utilisantla convention de rotations ZY X: R,(i, j, k) e Ry (i, j1, k1) ek Ry (12, j2, k2) L

Rb(fb, fb, %b), la matrice de projection des rotations est donnée par:

RY = Ry R R
cy -sy O cd 0 s6 1 0 0
sw cy O 0 1 0 0 cp -so
0 0 1 -s8 0 cO 0 s co

cycd cysOsp—sycp cysOcyp+syse
=| swcl sysOsp+cycp sysOco—cyse
—-s0 cOsp cOcyp

4.2 Matrice de transformation vitesse angulaire

La vitesse angulaire w,;, dans le repére mobile Rj, et dans le repere absolu R,:

1% Wyx

b _ o _
Wop=14d Wop =1 Wy
r W,

Quelle est la relation entre les deux (wy, wy, ;) et (p, g,r)? On utilise la matrice de pro-

jection des rotations:

o _ gpb, b
wob_‘%owob
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Maintenant, quelle est la relation entre les (wy, wy, w;) et le vecteur (¢, 6,1) 2 On utilise
la convention de rotations ZY X:

W, =ik +0 +piy
On calcule les composantes des vecteurs j; et i» dans le repére Ry:
cy —-sy O /4
KL <R
JW=Ryji = | sy cw 0 cy
0

ig = [RyRo| iy

cy —-sy O cd 0 sO 1 cych
=| sy cy O 0 1 0 0| =1 syco
0 0 1 -s6 0 cO 0 —-s0

Par conséquent:
Wy —Osy + gcych cycd —-sy 0 ¢
wy | = Ocy+@sycd |[=| swed cy 0 0
W, W —@sO 0 0 1 (7

Donc:
oy =T é

- )
vitesse angulaire vitesse d’Euler

; )4 ; 0 _T¢ o _— gpb, b .

A partir de I'équation w,, =I'¢ et sachant que w,, = Z,0 "
s _1-1lgsb, b
E=TI""Ry0,,

ou a)g , estle vecteur de vitesse mesuré par une centrale inertielle. Cette équation per-
met de retrouver les vitesses d’Euler a partir du vecteur de vitesse mesuré. Pour trouver

les angles d’Euler ¢, 0 et vy, il suffit d'intégrer I'équation suivante:

¢ p
6 |= F_l,%fj q
4 r

5 Dynamique d’'un corps

5.1 Principe de Newton-Euler

Létude de la mécanique newtonienne est basée sur les trois lois de Newton, qui sont
utilisées pour étudier la mécanique des particules. La premiére loi de Newton stipule
qu'une particule reste dans son état de repos, ou de mouvement uniforme dans une
ligne droite s’il n'y a pas de forces agissant sur la particule. Cela signifie que la partic-
ule peut étre accélérée si et seulement si une force agit sur la particule. La troisiéme loi

de Newton, que I'on appelle quelquefois la loi de I'action et de la réaction, déclare qu’a
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chaque action il y a une réaction égale et opposée; c’est-a-dire que lorsque deux partic-
ules exercent des forces les unes sur les autres, ces forces auront une grandeur et une
direction opposées. La deuxiéme loi de Newton, appelée la loi du mouvement, stipule
que la force qui agit sur une particule et provoque son mouvement est égal au taux de
changement de sa quantité de mouvement (ou moment dynamique, Motion Momen-
tum) :

d
E(mvob) =) F;

Dans le repére mobile, I'équation du Newton:

b b, b
maep =y Fi—mv,), =Y Fi—mw,Av,,
7

Euler

La variation du moment dynamique est égale a la somme des moments.

d
— Uwp) =) M,
dt b Z i
Pour exprimer I'’équation d’Euler, il faut savoir que le tenseur d’inertie J est constant

dans le repére mobile. Dans le repére absolu:

> M; = % {(%g]b%lf) wb} = (gi’g]bgi’gT) wp + % (%2]1)%5) wp

_ (ggg]b%gT)wb + {g'zg(]b%ff) +9335;(]b9?32T)}wb

= (BRI RE )i+ S RLIPRE + RETPRY (1) by

-0

Y M, = (@f;]b,%ff) oy +wp A (BT RE wy)
Dans le repére mobile:
Jop+wp Ao, =) M;

Newton-Euler
On combinant les deux équations de Newton-Euler dans le repére mobile:

muvyp =Y. Fi—mwp A vy

Jop =Y M;—wpAJwp

m13 03

03 J :Z

La dynamique peut étre représentée sous la forme d’'une ODE (Ordinary Differential

F;
M;

wWp N MVyp (L.5)

wp wp N\ Jwp

Equation) de premier ordre:
MI=Qu—Q; (1.6)

ol ./ : matrice de masse, Q,: torseur dynamique des efforts externes, Q,: torseur dy-

namique des efforts de couplage et 9: torseur cinématique des vitesses généralisées.
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5.2 Principe de Jourdain: puissances virtuelles

Coordonnées généralisées:

O=| Woyp | = 9=| Wov

Coordonnées cartésiennes

=
Il

| DO N =< &
|
>
I

< 0 N = R

Les accélérations dans le repere Rj, peuvent s’écrire:

0w, (9, %) 0wy -

oi = T o= gt ren
0vy; (9, 1) 0V -

an = G g = v a,

Principe de Jourdain: puissances virtuelles

— T T —
6 Pcontraintes = 0 — § (5 v, Fi contraintes 5w0iMi,contraintes) =0
i

A partir des équations de Newton-Euler:
mae; = F; ,contraintes T F; ,actionnement
Ji€oi + Woi N Jiwoi = M contraintes + M actionnement
Remplacement équations de Newton-Euler dans le principe des puissances virtuelles:

Y {6v] (magi — Fi o) + 6w’ (Jieoi + oi A Jiwoi — Miq)} =0
7

Sachant que:

0V,i 0w ,i
SVpi = 6—51619 Swoi = 6—1;’519

En remplacantles équations de Newton-Euler dans le principe des puissances virtuelles:

Tawoi T
09

Z 09 % (maoi—Fi,a)+619

Ovei T Ovyi 0woi [ dwyi -
Z{ 61‘;” (m af()” 6—51 (]i_mﬁ+]i€Ri+woi/\]iwoi_Mi,a)}:0

- 09
On obtient un systeme d’équation ODE:

(Ji€oi + Woi N Jiwoi — Mi,a)} =0

1

9+ mag, - Fi,a) +

MI=Q,—0Qr (1.7)

tels que:

avoiTauo,- aa)oiT awoi} . {avoiT awo,-T }
E + ; 9= E Fig+—— M, ¢ —
{m J ~1a9 " 09 M

Ovei dwoi "
Z{m agl ap, + —— (]ieRi+woi/\]iwoi)} (1.8)
i
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5.3 Exemple

soit un corps dans 'espace dont le mouvement est décrit par ses six coordonnées na-

turelles:

x=[xyzw9w]T

Il en résulte que le vecteur des vitesses cartésiennes est:
. . . . . A . T
X= [ Xy z ¢ 0y ]
Cependant, pour la modélisation, on choisit un vecteur de vitesses généralisées:

ﬁ:[uvaqr]T

Le repere mobile Rj, est associé au mouvement de ce corps. La position de centre de

masse G par rapport au repére R, est constante et dans ce repere:

VoG = Vob + Wop X TG
WoG = Wop

QoG = Vop+Eoh X TpG + Wop X VoG

€0G = Wob
On calcule les Jacobienne:
avoG _ - a(qu _

ol .%3 la matrice identité 3 x 3. La matrice de masse est donc:

ov! ov ow’ ow & 0
oG YYoG oG oG 3 5 _
= = Py — + fel 0 &
"9 o0 o0 o0 | -Fl [ 5 7 | 7 a0 ]
ou . est le tenseur d’inertie.
U = mfg —mbe
—-mF, Fg+mi;,
Les accélération résiduelles:
aRr,G = Wob X VoG erc=0
ovl . (ov oo’ (0w
oG oG . oG oG .
= + + 57
Qr=m j, (Wob X Vog) + (WoG * FcWoG)
G 3
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Enfin, le vecteur des efforts généralisés lié aux efforts non-conservatifs:

=—— F,+— M,
Q(l a’ﬁ (l+ a’ﬁ a
Fq
Q“_[ —FpgFa+ M,

ou F, et M, sont respectivement, la résultante au point G des forces et moments ap-
pliquées au corps.
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Chapter 2

Exercices

1 Dynamique du véhicule

1.1 Modele véhicule bicyclette

On considere que la vitesse du véhicule dans le repére local est caractérisée par le vecteur
vb = [V, vy,O]T comme dans la figure ci-dessous. Les points de contact pneu-sol se
situent aux points wy et w;,. l¢ et [, sont respectivement I’empattement avant et ar-
riere. Fy;, F); et F;; sont respectivement les forces du glissement longitudinal et latéral
des pneumatiques et la charge appliquée aux points de contact.

~

Figure 2.1: Modele bicyclette. R,(O,1,j, k) est le repere absolue fixé a un point O.
Ry (b, iy, jb, kp) est le repere véhicule fixé au point b; projection du centre de masse du

véhicule sur la chaussée.

1. Quelle est la relation entre le vecteur de vitesse du véhicule dans le repere global

19
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Ve, = 1% 3,0l T et le vecteur de vitesse du véhicule dans le repére local? Déduire la
formule permettant de calculer la trajectoire du véhicule en chaque instant ¢

. Quelle est la relation entre le vecteur de de la vitesse angulaire du véhicule dans le

repere local wlo’b =[p,q,71T etles vitesses d’Euler (¢, 8, 1)

. Calculer le vecteur de 'accélération du véhicule a,;, dans le repére local Ry,

. Exprimer les vecteurs de position rpy,, et r4,, de chaque point de contact pneu-

sol dans le repere local R;,

. Exprimer les vecteurs de vitesse vpy, et vp,, de chaque point de contact pneu-sol

dans le repére local Ry,

. Déduire I'angle de glissement latéral a s et a, de chaque pneumatique

. Ecrire les équations de la dynamique latérale du véhicule automobile, en utilisant

le principe de Newton-Euler

. Sous'’hypothese de petits angles, déduire une écriture en espace d’état sous forme

X = AX+Bu. Sachant que X = [vy, 9] T et les forces pneumatique peuvent étre ap-
proximées par une simple équation linéaire F; = co, a; ol ¢y, est la raideur pneu-

matique de laroue i et i = f,r (front,rear)

. Ecrire les équations de la dynamique latérale du véhicule automobile, en utilisant

cette fois-ci, le principe de Jourdain

Fléments de la dynamique du véhicule

Le chéassis d'un véhicule automobile peut se déplacer suivant les 6DDL comme le mon-

tre la figure:

3 translations: suivant 'axe X (déplacement longitudinal), le long de I'axe Y (dé-

placement latéral) et suivant I'axe Z (déplacement vertical)

* 3 rotations: ¥ autour de I'axe Z (lacet), ¢ autour de 'axe X (roulis) et 6 autour de

I'axe Y (tangage).

7 Vertical

¥ Latéral

Tangage L

¥ Latéral
Longitudinal X

'Tangage Lacet

Wertical
Longitudinal X 7 Vertica

Figure 2.2: Deux types de systéeme de coordonnées: (1) ISO (2) SAE

Le véhicule est sujet a plusieurs entrées connues:
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¢ couple moteur et couple de freinage transmis aux roues: le conducteur régule ces
couples a travers I'accélérateur, frein, embrayage et boite de vitesse. Ces couple
concernent la dynamique longitudinale et verticale

* braquage des roues directrices: a travers le systeme de direction. Le braquage
concerne la dynamique latérale et beaucoup moins la dynamique verticale (le
roulis étant limité sur un véhicule automobile et les virages sont négociés par des

vitesses constantes)
mais aussi des entrées inconnues:

* rafale de vent longitudinal et latéral: influent sur les dynamiques correspondante.
Cette entrée est a différencier de la force aérodynamique qui résulte de la péné-

tration du véhicule, a une vitesse donnée, dans I'air

e irrégularité de la chaussée: cette entrée inconnue influe sur la dynamique verti-
cale. Rouler sur une route lisse et plus confortable que de rouler sur une piste

rugueuse ou sur du pavé

Un véhicule routier constitue un systéme complexe. En effet, la présence d’organes de
liaison générent des couplages et I'interface roue-sol mis en oeuvre certaines grandeurs
difficilement quantifiables. Par conséquent, et suivant l'objectif de I’étude, certaines

suppositions simplificatrices peuvent étre formulées, par exemple:

¢ le découplage des mouvements longitudinal, latéral et vertical

e la linéarisation autour d'un point de fonctionnement. Cela permet d’avoir une

idée locale sur la dynamique du systéme
* lavitesse longitudinale v, est constante.

e I'angle de roulis ¢ estlimité mécaniquement (< 6°) et angle de braquage roue 6 est
petit. Par conséquent, on peut écrire que sinx = x, cosx = 1. Les termes croisés

tels que x? et xX peuvent étre négligés

Ces suppositions permettent de transformer une représentation 4-roues d’'un véhicule
vers une représentation équivalente 2-roues plus simple ou communément appelée

modeéele bicyclette.

Figure 2.3: Modele bicyclette équivalent
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La dynamique latérale décrit le mouvement latéral et le mouvement du lacet. Lentrée
utilisée est I’angle de braquage des roues. A la fin, le modele résultant est valable seule-
ment pour certaines manoeuvres (maintien et changement de voie) et pour un fonc-
tionnement nominal ou 10 < v, < 25m/s avec de faibles accélérations longitudinales et
latérales.

Ces hypotheses permettent de développer un modele bicyclette qui peut prédire le com-
portement des états du véhicule suivants: vy: vitesse latérale, y: lacet (cap) du véhicule,

p angle de dérive du véhicule ot tan § = Z—i

La roue dispose de 3 rotation autour des trois axes du repere local R, (w, 7w, fw, I_éw) ou
w est le point de contact roue/sol. On remarque plus particulierement I’angle de car-
rossage y (camber angle), qui joue un roule important dans la génération de couple
d’auto-alignement.

Les pneumatiques sont la seule interface entre le véhicule et la chaussée. Par con-
séquent, le mouvement du véhicule est principalement déterminé par les générées au
point de contact pneu-sol. Au niveau des pneumatiques du véhicule, on peut identi-
fier la force latérale du guidage, la force longitudinale de traction/freinage qui accélere
ou freine le véhicule et les moments correspondants. Bien que ces forces soient dy-
namiquement liées, elles sont généralement traitées séparément.
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Figure 2.4: Représentation des forces (Fy, Fy, F;) et moments (My, My, M;) appliqués au
pneu par la chaussée

Considérons un véhicule se déplacant a une vitesse vy, le point de contact pneu-sol de
chaque pneumatique se déplace a une vitesse v, . D’autre part, la roue a une vitesse de
roulement notée w,.

Par une simple conversion cinématique, on peut écrire v, = rw,, ou r est le rayon
de la roue. Cependant, cette relation est vraie si le pneumatique ne représente pas de
glissement. A cause de sa nature élastique, le pneumatique se déforme dans longitu-
dinalement et latéralement en fonction des efforts appliqués. On appelle le glissement
longitudinale A la différence entre la vitesse longitudinale du point de contact v, et la
vitesse de roulement libre de la roue rw:

/l = ra)r - vc,x
Le glissement est généralement exprimé sous forme d'un taux de glissement normalisé:

ra — vcyx
A= ———— Al<1
max(rw, V¢ )
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Trois cas peuvent se représentent:

* vitesse constante: rw = v, x — A =0, pas de glissement

e accélération: rw > v,y — A = 0. Dans le cas extréme ou A = +1, on parle de pati-

nage

e freinage: rw < v,y — A <0. Dans le cas extréme ot A = —1, on parle de blocage

Lorsqu'une roue est soumise a de telles sollicitations latérales, la surface de contact
pneu-sol tend a glisser dans le sens opposé.

\“lﬂv

v
Pacth de contact

La déformation résultante de ce glissement crée un angle entre I’axe longitudinal de la
roue et la direction de son mouvement, cet angle est communément appelé angle du

glissement latéral a:

Vc'y

tana =
Ve x

En réaction a la déformation, le pneumatique produit un effort latéral.

On peut représenter les forces pneumatiques par une simple représentation linéaire

comme suit:

ol K et K, sont des raideurs qui refletent la nature élastique des pneumatiques. Cepen-
dant, cette représentation n’est valide que dans des conditions de conduite normale
avec des accélérations et des freinages modérés. Au-dela, tout pneumatique présente
une limite au-dela de laquelle il ne peut supporter une force latérale supplémentaire.
Lorsqu’un pneu atteint cette saturation, il glisse latéralement et le véhicule devient in-
controlable.

D’autre représentations mathématiques permettent de mieux reproduire le comporte-
ment réel des pneumatiques. Dans la littérature on trouve beaucoup de modéles comme
le modele de Dugoff, Fiala et Pacejka. Ces modeles suivent une approche empirique
dont les parametres sont déterminés par des mesures physiques. Par exemple, le mod-
ele de Pacejka est donnée par la forme générique suivante:

y(x) = Dsin{Ctan"'[Bx - E(Bx — tan™ ' (Bx))]}
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.
-

Figure 2.5: Tracé de la formule magique de Pacejka

Fléments de correction

La dynamique latérale décrit le mouvement latéral et le mouvement de lacet pour un
angle de braquage en entrée. Le modele linéaire bicyclette est obtenu en assimilant les
deux roues de chaque essieu a une roue équivalente. Le modele résultant n’est valable
que pour des manoeuvres données telles que le maintien de la voie et le changement de
voie, également pour un fonctionnement nominal ou la vitesse appartient a I'intervalle
10 < v, < 25 m/s avec de faibles accélérations longitudinales et latérales. Les sorties du
modele sont la vitesse latérale vy, et le lacet du véhicule . Dans certaines versions de ce
modele, nous choisissons comme sortie I’angle de dérive du véhicule § o1 tan § = Z—i

La dynamique du véhicule s’exprime par les trois équations suivantes :

m 0y + vxyr) = Fypsind + F rcosd + Fy,
Iy = lf(Fyfsiné + F,pcos6) — I, Fy,

Sous I'hypothése de petits angles, déduire une écriture en espace d’état sous forme
X = AX+Bu. Sachant que X = vy, 9] T et les forces pneumatique peuvent étre approx-
imées par une simple équation linéaire F; = ¢4, a; ou ¢y, est la raideur pneumatique
delaroueieti= f,r (front,rear)

Avec ces hypotheses, les équations de la dynamique latérale deviennent :

m(vy +vxy) = Fyp+Fyr
Iz/l;[}: lnyf_ lrFyr

l_} _Cf+Cr err—lfo — v, ” C_f
y muvy mlzjx ) y + m 5
v lrer=lpey _lLyertlrer W UL N
T vx Ivx |\ , Iz u

i M x B
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1.2 Equations symboliques

Dans ce tutoriel, nous cherchons a établir les équations symboliques de la dynamique
latérale d’'un véhicule automobile. Nous utilisons la méthode Newton-Euler et la Tool-
box Matlab Symbolic.

1. On définit les parametres du véhicule m, ¢, I, I, cf et ¢, sous forme de variables

symboliques :

t = sym(’t’,’real’); %time

m = sym(’m’,’real’); %mass

1_f = sym(’1_£f’,’real’); %front wheelbase

lr = sym(’1_r’,’real’); %rear wheelbase

Iz = sym(’I_z’,’real’); hyaw inertia

c_f = sym(’c_f’,’real’); %front tire stiffness
c.r = sym(’c_r’,’real’); %rear tire stiffness
ex = [1;0;0]; %unit vector i

ey = [0;1;0]; %unit vector j

2. La dynamique latérale permet de simuler 2 degrés de liberté : le déplacement
latéral v, et le mouvement de lacet ¢. On considere que la vitesse longitudinale

vy est constante. Le vecteur de vitesses généralisées est exprimé par :

Uy

"

9=

Les équations cinématiques d'un point i dans un repére Ry, :

Voi = Vop+ Wop N Thi + T'pi
Woj = Wop T Wpi
Aoi = Vop+Eop NTpi + Fpj + Wop A (Fpi + Voj)

€ob = Wop + Wp;

syms psi(t) vy(t)
vx = sym(’vx’,’real’);

assume (vx>0) ;

wOb = [0;0;diff (psi(t),t)]

e0b = diff (w0b,t)

v0b = [vx;vy(t) ;0]

a0b = cross(wOb,v0b) + diff (v0b,t)

3. On calcule les efforts pneumatique }_; F; dans Ry, :

syms Fy_f Fy_r delta(t)

Fyr = Fy_r*ey

RDelta = [cos(delta(t)) sin(delta(t)) O0;-sin(delta(t)) cos(
delta(t)) 0; 0 O 1] srotation matrix for steering angle
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eW_x = RDeltaxex %hprojection of the unit vector i of the

steered wheel reference frame into RD

eW_y = RDeltaxey %projection of the unit vector j of the
steered wheel reference frame into Rb

Fyf = Fy_=fx*ey %front tire force expressed in Rb

Fy = RDeltax*xFyf+Fy_r Y total tire force

4. On calcule la somme des moments Y ; M; dans Ry, :

Y M; = Tows NFy g+ Tow, A Fyr
i

rbwf
rbwr = [-1_r;0;0]; %wr: the rear wheel contact point

M = cross(rbwf ,RDeltaxFyf) + cross(rbwr,Fyr)

[1_f;0;0]; %wf: the front wheel contact point

5. En appliquant le principe de Newton-Euler, nous pouvons afficher la dynamique

latérale
m*xalb (2) == Fy(2)
I_z*e0b(3) == M(3)

6. Pour le modeéle linéaire, les forces pneumatiques sont repésentées sous forme
linéaire F),; = c;a; ol a; sont les angles de glissement latéral des pneumatiques.

vOwf = vOb + cross(wOb,rbwf) %linear velocity of the front
wheel contact point

vOwr = v0Ob + cross(wOb,rbwr) %linear velocity of the rear
wheel contact point

tanAlpha_f = -(eW_y’*v0Owf)/(eW_x’*v0wf) Y front tire lateral
sideslip angle

tanAlpha_r = -(ey’*v0Owr)/(ex’*vOwr) %rear tire lateral

sideslip angle

7. Avec I'hypothése des petits angles 6, pour linéariser la dynamique on calcule les

matrices jacobiennes. Commencons par les angles de glissement : a; :

da; Oa; OJa;

Vy
L=\ 3+ 3o .
le avy aw 00 vy:O,’(/‘/ZO,(s:O w

syms Dpsi(t) Delta(t) Vy(t)
tmpl = subs(tanAlpha_f ,[vy(t), diff(psi(t),t),delta(t)],[Vy(t),
Dpsi(t),Delta(t)])

D1 = functionalDerivative (tmpl,[Vy(t) Dpsi(t) Delta(t)])
D11 = subs(D1,[Vy(t) Dpsi(t) Delta(t)],[0 0 0])
alphaFL = D11’*[vy(t);diff (psi(t),t);delta(t)] %linearized

angle front
alphaRL = tanAlpha_r %linearized

angle rear
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8. Nous pouvons écrire la représentation en espace d’état de la dynamique latérale :

v
X=Ax+Buoux= Y letu=6
v
eql = subs(m*alb(2) - Fy(2),cos(delta(t)),1)
eq2 = subs(I_zx*xdiff(wOb(3),t) - M(3),cos(delta),1)

eqll subs (eql ,[Fy_f Fy_r],[c_f*alphaFL c_r*alphaRL])
eq21 = subs(eq2,[Fy_f Fy_r],[c_f*alphaFL c_r+*alphaRL])
eqns = [eql1==0;eq21==0];

vars = [vy(t);diff (psi(t),t)];

collect (eqns,vars)

eqns = subs(eqns,[diff(psi(t),t),diff(psi(t),t,t)],[Dpsi,diff(
Dpsi,t)1)

vars = [vy(t);Dpsil;

[M,F] = massMatrixForm(eqns, vars)

F = M\F

syms VY DPSI DELTA

eqns = subs(F,[vy(t) Dpsi(t) Delta(t)],[VY,DPSI,DELTA]);
[A,B] = equationsToMatrix(eqns, [VY DPSI])

pretty (A)

1.3 Modele linéaire avec une vitesse constante

On cherche a analyser numériquement le modele latéral type bicyclette en utilisant

Matlab. Dans un fichier matlab, écrire la fonction suivante:

function P = vehBicycle (m,Iz ,1f ,1r ,Cf ,Cr ,v)

A = [-(C Cf+Cr)/(m*xv) -v+( lr*Cr -1fxCf)/(m*v); (lr*Cr -1fxCf)/(vxIz)
-(1f*1f*Cf+1r*1r*Cr)/(v*xIz)];

B = [Cf/m; 1f*Cf/Iz ];

C = eye (2);

D = [0; 0];

P = ss(A,B,C,D);

P. inputname = {’delta’};

P. outputname = {’vy’ ’dpsi’};

end

La dynamique est simulé pour une entrée 6 pour deux vitesses longitudinales v, =

10m/set v, =20m/s. On trace 9, vy et 1/ en fonction du temps.

clear all
% vehicle Parameters
1f = 1.4; 1lr = 1; m = 1506; Iz = 2454; Cf = 2x57000; Cr = Cf;

% delta input
t = 0:0.1:10;
delta = (t>2)*5%pi/180;

% bicycle model simulation
vOoO = 10;
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bicycle = vehBicycle(m,Iz,1f,1lr,Cf,Cr,v0);
y10 = lsim(bicycle, delta, t)’;

v0O = 20;
bicycle = vehBicycle(m,Iz,1f,1lr,Cf,Cr,v0);
y20 = lsim(bicycle, delta, t)’;

figure

subplot (311), plot(t,delta*180/pi), xlabel(’time (s)’), ylabel(’
delta (deg)’)

subplot (312), plot(t,y10(1,:), t, y20(1,:),’r?),

xlabel (’time (s)’), ylabel(’vy (m/s)’), legend(’v_x=10’,’v_x=20")

subplot (313), plot(t,y10(2,:)*180/pi, t,y20(2,:)*180/pi,’r’),

xlabel (’time (s)’), ylabel(’d\psi (deg/s)’), legend(’v_x=10’,’v_x=20
)

h=findobj(’type’,’line’); set(h,’linewidth’,2);

6 T T T T T
=)
g
o2r n
©
U L 1 1 1 L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time (s)
T T =
0 v =10
— X
g v, =20
E-1f .
S
_2 — -
| | | L L L L | |
0 1 2 3 <k 5 6 7 8 9 10
time (s)
60 [ T T T T T
— v, =10
w
D40 v, =20 ||
kel
_-8;,. 20 - —
0 L L | | | | | | |
0 1 2 3 <k 5 6 7 8 9 10
time (s)

Vous remarquez qu’il existe une différence entre le comportement de la vitesse latérale
vy par rapport au comportement de la vitesse de lace.t 1. Pour expliquer cette dif-

2 ~ . v . .
férence, tracer les zéros de la fonction de transfert Fy et % en fonction de la vitesse v,.

vx = 1:40;

for i = 1:length(vx)
sysV = vehBicycle(m,Iz,1f,1r,Cf,Cr,vx(i));
[num,den] = ss2tf(sysV.A, sysV.B, sysV.C, sysV.D);
zeros_vy_delta(i) = roots(num(1l,:));

zeros_dpsi_delta(i) = roots(num(2,:));
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end

figure

plot (vx,zeros_vy_delta,’*’), grid, xlabel(’v_x (m/s)’), ylabel(’
zeros v_y’)

figure

plot (vx,zeros_dpsi_delta,’*’), grid, xlabel(’v_x (m/s)’), ylabel(’
zeros d\psi’)

40 T T T T T

20 b g%k F 1

Zeros v
1]
B
o
T
|

-100 - T

-120 | | | | | | |

v, (m/s)
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v, (m/s)

1.4 Modele linéaire avec une vitesse variable

30

40

Dans 'exemple précédent, nous avons simulé la dynamique latéral en considérant une

vitesse longitudinale v, constante. Dans cette partie, on considere une vitesse v, comme

un parametre variable.

Dans un fichier matlab, écrire la fonction suivante contenant une version modifiée de

la dynamique latéral linéaire sous forme d'une équation différentielle ordinaire ODE:

function dz = vehicle(t,z,vxT,vx,steerT,steer ,m,Iz,1f,1r,Cf,Cr)

dz = zeros(5,1);
v = interpl (vxT,vx,t);

delta = interpl(steerT,steer,t);

if v < 1
dz = zeros(5,1);
else
all = -(Cf+Cr)/(v*m);

al2 = (Crxlr-Cfx1f)/(v*m) - v ;
a21 = (Cr*lr-Cf*1f)/(vx*xIz);

a22 = -(Crx1lr~2+Cf*x1f~2)/(v*Iz);
bl = Cf/m; b2 = Cfx1lf/Iz;

dz (1) = all*x z(1) + al2%x z(2) + blx*x delta;
dz(2) = a21*x z(1) + a22* z(2) + b2*delta;
dz (3) = z(2);

hdot_vy
%ddot_psi
hdot_psi



32 CHAPTER 2. EXERCICES

dz (4)
dz (5)

v¥cos(z(3)) - z(1)*sin(z(3)); % traj_x
v¥sin(z(3)) - z(1)*cos(z(3)); h traj_y

end

end

La dynamique est simulée pour une entrée § et une vitesse longitudinales variable de 0
a20m/s.

clear all
1f = 1.4; 1r = 1; m = 1506; Iz = 2454; Cf = 2*x57000; Cr = Cf;

%profile de la vitesse

tf = 10;

vitT = linspace(0,tf,25);
vit = 2%xvitT;

%profile delta
steerT = linspace(0,tf,25);
steer = (steerT>2)*5%xpi/180;

%simuler pour une vitesse variable
[T,Z] = ode45(@(t,z) vehicle(t,z,vitT,vit,steerT,steer ,m,Iz,1f,1lr,Cf
,Cr) ,[0 tf],zeros(1,5));

figure

subplot (221), plot(steerT,steer*180/pi), xlabel(’time (s)’), ylabel(
’\delta (deg)’),

subplot (222), plot(vitT,vit), xlabel(’time (s)’), ylabel(’v_x (m/s)’
) ¢

subplot (223), plot(T,Z(:,1)), xlabel(’time (s)’), ylabel(’v_y (m/s)’
D g

subplot (224), plot(T,Z(:,2)*180/pi), xlabel(’time (s)’), ylabel(’d\
psi (deg/s)?)

h=findobj(’type’,’line’); set(h,’linewidth’,2);
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On Repréne la méme simulation en utilisant des données de vitesse et de braquage
réelles enregistrées lors d'une expérimentation sur une piste d’essai. Les données se
trouvent dans le fichier file_data.mat.

clear all

load file_data.mat

m = 1506; Iz = 2454; Cf = 2%57500; Cr = 2x57500; 1f = 1.00654; 1lr =
1.4625;

tf = max(time);

psi0 = psi_mesure (1) ;

x0 = traj_x_mesure (1);

yO = traj_y_mesure (1);

condInit = [0 O psi0 xO0 yO];

vitT = time;

steerT = time;

options = odeset(’RelTol’,le-4,’AbsTol’,[le-4 1le-4 1le-5 le-4 le-4]);

[T,Z] = ode45(@(t,z) vehicle(t,z,vitT,vit,steerT,steer ,m,Iz,1f,1lr,Cf
,Cr) ,[0 tf],condInit,options);

figure

subplot (221), plot(steerT,steer*x180/pi), xlabel(’time (s)’), ylabel(
>’\delta (deg)’),

subplot (222), plot(vitT,vit), xlabel(’time (s)’), ylabel(’v_x (m/s)’
) o

subplot (223), plot(T,Z(:,1)), xlabel(’time (s)’), ylabel(’v_y (m/s)’
D g

subplot (224), plot(T,Z(:,2)*180/pi), xlabel(’time (s)’), ylabel(’d\
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psi (deg/s)’)
h=findobj(’type’,’line’); set(h,’linewidth’,2);

% trajectory plot

figure

plot(piste_centre_xd, piste_centre_yd,’k’), hold on

plot (piste_centre_xg, piste_centre_yg,’k’)
plot(Z(:,4),Z(:,5),’r’), xlabel(’x (m)’), ylabel(’y (m)’)
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1.5 Travail a faire

ATaide de logiciel Matlab, Matlab Symbolique et Matlab live script editor. Faire les par-

ties des sections précédentes:
 Equations symboliques de la dynamique longitudinale/latérale,

* Simuler la dynamique latéral avec une vitesse constante/variable en considérant

une formulation linéaire des pneumatiques,

 Tracer sur deux figures séparées la courbe de la force de glissement latérale des
pneumatiques F),; en fonction du glissement latéral a; ou i = f,r. Considérez le

modele non-linéaire Fiala suivant:

—Cpz+ C—‘%‘Izlz— _Ca 3 |z| < tanag;
Fy= a< " 3uF; 2712 F? §
—uF;sgna si |z| = tanay

oll z =tana et a5 = arctan% (il faut que vous calculiez les forces F, de chaque
pneumatique). Cy = 100000 N.m, p=0.8

 Tracer sur les méme courbes précédentes la force de glissement longitudinale des
pneumatiques Fy ;.

¢ Linéariser le modele Fiala et trouver le point d’intersection & entre la courbe linéaire

et non-linéaire. Déduire la zone linéaire des pneumatiques.
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e Simuler la dynamique latéral avec une vitesse constante/variable en considérant

une formulation nonlinéaire des pneumatiques.
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2 Dynamique verticale

Dans cet exemple, nous cherchons a étudier la dynamique verticale d'un véhicule auto-
mobile. Cette dynamique permet d’analyser I'aspect vibratoire du chassis du véhicule
via les suspensions et de définir des indices de confort de conduite. Plusieurs modeles
sont proposés dans la littérature permettant de simuler un nombre défini de degrés de
liberté.

Question : étudier le modele Quarter car et le modele Half car. Trouver les fréquences

propres.

2.1 Quarter model

La figure suivante montre le modele quart du véhicule. Il représente une masse non-
suspendue m, (roue), une masse suspendue m; (quart du véhicule), une suspension
avec un ressort de raideur ks et amortissement c;. De méme, la roue est représentée par
un ressort de raideur k, et amortissement c¢,,. Le mouvement vertical du chissis et de la
roue sont représentés respectivement par z; et z,,. Le profil de la chaussée (une entrée
du systeme) est z,

Zg

ms L

ks Cs

0)

/

Zy
My L
ZT

Les deux degrés de liberté sont représentés par le vecteur de vitesses généralisées suiv-
ant:

Zu

q:

Zs

Les équations de la dynamique verticale :

msZs = Fss+ Fg s
myZy =—Fss—Fq s+ Fsy+Fqy

ou F;; est la force de ressort suspendu (suspended spring), F; , est la force de ressort
non-suspendu (unsuspended spring), F; s est la force de I'amortisseur suspendu (sus-
pended damper) et enfin F,; , estla force de 'amortisseur non-suspendu (unsuspended
damper). Introduisons la déflexion zg:
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Fg = _kszs,def
Fgs=—CsZsdef
Fs.= _kuzu,def
Fd,u = _Cuzu,def

Zs,def = Zs — Zu

Zu,def = %u — Zr
MmsZs = —ks(zs — zy) — ¢5(Zs — Zy)
MyZy = ks(zs— zy) + c5(Zs — 2y) — ku(zy — z;) — cu(2u — 2r)

Cette équation peut étre exprimée comme MX + Cx+ Kx = F:

ks _ks
—ks ks+ky

0

kyz,+cyzy

ms 0 ZS CS _Cs Zs Zs

+ +

0 my Zu —Cs Cs+cCy Zu Zu

Pour trouver les fréquences naturelles et les modes de vibration, il faut résoudre I'’équation
caractéristique det(K — w?M) = 0. Exemple: my = 375 kg, m,, = 75 kg, k,, = 193000 N/m,
ks =35000 N/m, on trouve f; = 1.41 Hz, f> =8.79 Hz.

2.2 Half model

Le modele quart de véhiucle est bon pour examiner et optimiser les modes de vibration
du chassis. Cependant, nous pouvons étendre le modele de vibration d'un véhicule
pour inclure également le tangage et d’autres modes de vibrations.

La figure suivante montre le modele demi véhicule. Il représente deux masses non-

suspendues m1 et m, (deux roues), une masse suspendue m (demi véhicule).

Les équations de la dynamique verticale:

Mz = —ksf(z— zup — 150) = ksr (2= Zur + 10) = 5 (2 — Zup — 1p0) — Cor (2 — Zur + 1,0)

1,0 = lrcsp (2= 2up — 150) = Lrcsy (2— 2ur + 1,0) + L ks (2 — 2y p — 170) — Ly kgr (2 = 2ur + 1,0)
Mypéur = Csf(2—2up—1p0) + ks (2 — zup — 1p0) — kuf(Zup — 2rp)

MyrZur = Cor (2= Zur + 1:0) + ksy (2 — Zur + 10) — kur (2ur — 211)
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Cette équation peut étre exprimée sous la forme MX+ Cx + Kx = F:

ms; 0 0 0
M= 0 I, 0 0
0 0 myr O
0O 0 0 my;,

Csf =+ Csr lrcsr_lfcsf —Csf  —Csr
lycsr — Lpcsy lfcsr+lj%csf lecsp —lrcg
—Csf lresy 0 0
—Csr —lrcsr 0 Csr
ksf+ksr lrksr_lfksf _ksf _ksr
_ lrksr—lfksf l%k5r+ljszsf lfksf —l kg

—ksf lfksf ksf+kuf 0
—ksr =l ksr 0 ksr + kyr
0
0
F=
kupzrs
kurzrr

Pour trouver les fréquences propres, nous pouvons résoudre I’équation caractéristique
det(K —w?M) = 0 ou rechercher les valeurs propres de la matrice M~ K. AN: m =420 kg,
my =53 kg, mp =76 kg, I, = 1100 kgm?, Iy = 1.4 m, [, = 1.47 m , k7 = 10000 N/m, kg, =
13000 N/m, k5 = kyr = 200000 N/m. On trouve fi = 0.976 Hz, f> = 1.179 Hz, f3 = 8.431
Hz, f; =10.021 Hz.
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3 Dynamique longitudinale

On considere le véhicule, de la figure ci-dessous, représenté sous la forme d'un corps
unique rigide, de centre de masse G, ayant 2 degrés de liberté, a savoir le déplace-
ment longitudinal et la rotation en tangage qui résulte des phases d’accélération et de

freinage.

On considere un référentiel véhicule R(b, iy, j5, k) dont on va exprimer la dynamique
duvéhicule. Les deux degrés de liberté sont représentés par le vecteur de vitesses général-

isé suivant :

Vx
0

Q
Il

1. Déduire le modele de la dynamique longitudinale a 2 DoF par le principe des puis-

sances virtuelles

2. Etudier I'équilibre de ce systtme. En déduire les forces normales a I’équilibre.
Donner le transfert de charge AF, en fonction de I'accélération longitudinale a, =

Ux

3. Déduire I'accélération maximale que I’on peut obtenir en considérant un véhicule
apropulsion (essieu arriere) en fonction de’adhérence pu, et sachant quel’accélération
de portance est atteinte lorsque F, =0

4. Trouvez I'expression des forces optimales d’accélération et de freinage. Dessinez

la figure -~ g en fonction de  bour les pneus avant et arriere

5. Déduire la relation entre les deux forces Fy ¢ et Fy ; en fonction de u,. Tracer la
courbe de distribution des deux forces sur les essieux avant et arriere en prenant

L comme parametre
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4 Véhicule deux-roues

On vous propose d’étudier la dynamique d'un véhicule deux-roues tel qu’il est décrit
dans la référence suivante: R.S. Sharp, The stability and control of motorcycles, Journal

of mechanical engineering science, 1971.

(https://commons.princeton.edu/wp-content/uploads/sites/80/2018/08/stability-of-motorcycles.pdf)

Steer axis

e
k
\,AOG/ Gy
fol k

le

/ EAc F
H
a

R, ?6
Bl Cr i:b <

/t lf

l

On considere un repere inertiel R, (7, f, 75) et repére mobile Ry, (Z'},, fb, %b). La cinématique

et la dynamique du véhicule sera exprimée dans le repere mobile Rj,.

N.B: certaines notations peuvent étre différentes de celles rapportées dans la référence

sus-mentionnés.

A partir de la référence, répondre aux questions suivantes:

1. Décrire le véhicule: nombre de corps, type liaisons, nombre de DoE

2. Pour chaque corps, on lui aussi un repere: Rg, (fGr,fGr, %G,) et RGf(fG f,fG o %Gf).
Compléter I'arbre des rotations de la figure ci-dessous en commencant par le

repeére inertiel R,.
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10.

11.

12.

13.

14.
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rotation/axe
. ?/? -
Ro(orfr.ﬁk} Rb(b:jb:jbrkb]

rotation/axe
?/?

R?(? JI?J.?-' E?]

. Proposer un ensemble de vecteur de vitesses généralisées pour modéliser le sys-

teme.
Quelles sont les conditions pour obtenir les trajectoires d’équilibre?
Quelles sont les hypotheses de la modélisation?

Exprimer la position, la vitesse et I’accélération du corps arriere par rapport a b

exprimées dans le repere Ry: ry6,, 'hg, €t ipg,-

Déduire la vitesse et 'accélération du corps arriere par rapport a o exprimées dans

le repeére Ry: 7oG, €t oG,

Exprimer les vecteurs de vitesse et accélération angulaires du corps arriére par

rapport a b exprimées dans le repere Ry,: wpg, et Wy, .

Déduire les vecteurs de vitesse et accélération angulaires du corps arriere par rap-

port a o exprimées dans le repere Ry: w,g, €t €og, .
Refaire les questions 6-9 pour le corps avant Gy.

Pour les deux corps, calculer la jacobienne des vitesses et déduire les accélérations
résiduelles.

Exprimer la position des deux points de contact pneu-sol dans le repere Rj: 1y,
et rbcf.

Exprimer le vecteur de vitesse des deux points de contact pneu-sol dans le repere

Rp: Vo, et Vocs (regarder la figure 10 de la référence).

Expliquer I'’équation de roulement sans glissement (regarder les figure 3 et 4 et les

équations 8, 9, 10 de la référence)
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15. Déduire les angles de glissement latéral a, et as

16. Quel est la signification de ’angle de carrossage y? Quel est son effet? Comment

peut-on le calculer?
17. Expliquer la figure 5 de la référence d'un point de vu stabilité.

18. A partir de la figure 5, on peut déduire les modes de vibration du véhicule deux-
roue: capsize, weave et wobble. Expliquer, de votre propre compréhension, ces
modes et chercher des vidéos sur ces trois modes.
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Chapter 3

Travaux pratiques

Outils: utiliser I'outil Matlab Symbolic. et Matlab live editor. Exporter ce dernier pdf

pour le compte rendu.
Durée TP: 8 heures. Le compte rendu est a déposer sur Ecampus a la fin de TP.

Attention: pour exprimer la transposée d'un vecteur ou d'une matrice, utiliser |’expression
suivant A.”. Le point avant la transposée permet d’exprimer la transposée réelle (et non
pas la transposée conjuguée).

Description du véhicule

On consideére un véhicule automobile quatre-roues et on cherche a établir le modele
dynamique dans le repére body-frame R, (b, fb, fb, Eb). On considere 4 degrés de libertés
(DDL): le mouvement longitudinal, le mouvement latéral, la rotation lacet et la rotation

roulis.

45
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Figure 3.1: rr: rear-right, rl: real-left, fr: front-right, fl: front-left.

Le véhicule est considéré comme un ensemble de deux corps : la masse non-suspendue
G, de masse m; et la masse suspendue G; de masse m;. Les deux corps sont liés
par le mécanisme de suspension. La suspension est modélisée comme un systeme
ressort-amortisseur angulaire équivalent avec une rigidité K, et un amortissement D,.
Lalongueur des essieux (distance entre deux roues d'un méme essieu) est supposée étre
2S.

Suivre la méme démarche qu'on TD pour établir la dynamique du véhicule simulant les
4 DDL en utilisant le principe des puissances virtuelles. Respecter les notations données
dans ce document.
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On commence par définir les variables symboliques des différents parameétres du véhicule
et variables de la cinématique et de la dynamique.

clear all; clc;

syms t g real positive

syms vx(t) vy(t) psi(t) phi(t) delta(t)
syms h S 1_f 1 r real positive

syms m_u m_s real positive

syms I_xu I_yu I_zu I_xs I_ys I_zs real
syms Fx_rr Fy_rr Fz_rr Fx_rl Fy_rl Fz_rl
syms Fx_fr Fy_fr Fz_fr Fx_f1 Fy_fl Fz_fl
syms tau_R

syms c_r c_f K_r D_r real positive

assume (vx(t), ’real’)

assume (vy(t), ’real’)

assume (psi(t), ’real’)

assume (phi(t), ’real’)

assume (delta(t), ’real’)

sympref (’ AbbreviateOutput’,false) ; % to display result

without abbreviation
sympref (’MatrixWithSquareBrackets’,true); % to display matrices
with brackets

% unit vectors
ex = [1; 0; 0 1;
ey = [0; 1; 0 1;
ez = [0; 0; 1]

>

Pour les 4 DDL, on considere le vecteur de vitesses généralisées suivant:

¢

ol vx, vy sont la vitesse longitudinale et latérale du véhicule exprimée en R;,. v est la
vitesse de lacet entre le body-frame R}, et le référentiel inertiel R,. ¢ est la vitesse de
roulis entre le body-frame R}, et le body-frame de la masse suspendue (on le note Ry).
Lordre des rotation est donné par:

>+ vk > 7 7 17, > 77
Ro(, 7,80 L Ry(@p, o K) 22 Rolis, oo o)

vartheta = [vx(t), vy(t) diff(psi(t),t) diff (phi(t),t)]
v0b =

wOb =

d_v0b =

d_wib =
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Masse non-suspendue

On suppose que le centre de masse du corps non-suspendu G, se trouve a 'origine
de body-frame Rj. Appliquer les équations de la cinématique pour un seul corps pour
calculer la cinématique de ce corps, les accélérations résiduelles e, r et ag,, r ainsi que

. . . angu awocu
les matrices de jacobien —g* et —5

fprintf(’******* unsuspended body ok kokkokkok ok ok kok ok k ok okok k% % \n’)

rbGu =
vOGu =
w0Gu =
e0Gu =
alGu =
eGuR =
aGuR =
JL_Gu

JW_Gu

Masse suspendue

Le centre de masse du corps suspendu G se trouve a une hauteur h de l'origine de
body-frame Rj,. Appliquer les équations de la cinématique multi-corps pour calculer la
cinématique de ce corps, les accélérations résiduelles e r et ag,, g ainsi que les matrices

. . 61/065 6(1)OGS
de jacobien —g* et —59

fprintf (> ***x*x**x*x suspended body *kkxskkkkskkkkkk*kkkk*k*x \n’)

rbGs_s
R_phi =
rbGs
wPhi =
d_rbGs =
w0Gs
v0Gs =
e0Gs =
dd_rbGs =
a0Gs =
eGsR =
aGsR =
JL_Gs
JW_Gs

Matrice de masse

Appliquer le principe de Jourdain pour calculer la matrice de masse de chaque corps.
Le calcul de cette matrice de masse nécessite les tenseur d’inertie de chaque corps. On
rappelle que ces matrices sont constants dans leur body-frame respectifs. Comme le
corps suspendu Gg subit la rotation de roulis, sa masse d’inertie doit étre projetée du

repére R; vers le repere Ry:



49

6, = R(pygng

fprintf(’*************MassMatrix*************\n’)

IGu = [I_xu, O, 0; O, I_yu, O ; O, 0, I_zul; % inertia of Gu
body in Rb
IGs_s = [I_xs, O, O0; O, I_ys, O ; O, O, I_zs]; % inertia of Gs

body in Rs

IGs = % projection of
inertia of Gs to Rb

MM_L = 7% mass matrix of
the linear velocity part

MM_R = % mass matrix of
the rotatiomnal velocity part

MassMatrix = MM_L+MM_R % mass matrix

Contribution de la gravité

Appliquer le principe de Jourdain pour calculer la contribution du vecteur de gravité a
I'effort d’actionnement généralisé est:

fprintf (2 xk*kxkk*kx*k*k*xx*x Gravity contribution ***x*kkxk**xx*x\n’)

g_vec = [0; 0; -gl;

Qg =

Pneumatique arriéere

L'essieu arriere est composé de deux roues : rr (arriere-droite) et r/ (arriere-gauche). Le
point de contact entre les pneus et la route est noté w; ot i = {rr,rl}. Les deux roues
appartiennent a la masse non-suspendue.

Appliquer les équations de la cinématique pour un seul corps pour calculer la cinéma-
tique de point de contact et les matrices de jacobien %, i = {rr,rl}. Exprimer la con-
tribution des forces des pneumatiques a I'effort d’actionnement généralisé o1 Fr; est le

vecteur des forces pneumatiques:

P&i
Fri=| F);
P%i

)

Déduire les angles de glissement latéral a;, i = {rr,rl}:

voc;-Jw;
a;=—arctan| ———5—
VOC,-~lw,-

fprintf (7 k*kkkkkxx*x*x*x*x* Rear tires contribution *kkkkkkxx*x*x*x*x\n’)

rbw_rl

rbw_rr

vOw_rl
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vOw_rr
JL_wrl

JL_wrr

FT_rr = Fx_rr*xex+Fy_rr*xey+Fz_rrx*ez
FT_rl = Fx_rl*ex+Fy_rlx*ey+Fz_rlx*ez
alpha_rl =

alpha_rr =

QT_rl1 =

QT _rr =

Pneumatique avant

L'essieu avant est composé de deux roues : fr (avant droite) et fI (avant gauche). Le
point de contact entre les pneus et la route est noté w; ou i = {fr, fl}. Répondre aux

meéme questions de la sous-section précédentes.

fprintf (2 **k*x*k*k*xx*x**x*x Front tires contribution *k*kkk*kxx*k*xxx\n’)

rbw_£f1 =

rbw_fr =

vOw_f1 =

vOw_~fr =

JL_wfl =

JL_wfr =

R_delta =

exT =

eyT =

FT_fr = Fx_fr*exT+Fy_fr*xeyT+Fz_fr*ez
FT_f1 = Fx_fl*exT+Fy_£fl*eyT+Fz_fl*ez
alpha_f1
alpha_fr
QT_£f1 =
QT _fr =

Moment de roulis

Comme indiqué précédemment, la suspension est modélisée comme un systéme ressort-
amortisseur angulaire équivalent. Ce systeme produit un couple scalaire 7r autour de
I’axe de roulis ij,. Ce couple est ensuite appliqué a la masse suspendue G et a la masse
non suspendue G, dans le sens inverse. Sa contribution peut alors s’écrire par :

T

0wyi. T 5 w N
Q= OE;GS (TR-ib)_#Gu (Tr-ip)

Cependant, on peut également calculer cette contribution d’'une maniere plus simple.

On sait que la puissance de ce couple est donnée par P = 7.¢, alors, en appliquant le

principe des puissances virtuelles, sa contribution peut étre écrite par :

ap’
QT::E% TR
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fprintf(’************* Roll Moment **kkkxkxkkxxkxx\n’)

Q_Roll =

Efforts d’actionnement généralisés
Apres avoir recenser I’ensemble des efforts (forces et moments) d’actionnement, le vecteur
des efforts d’actionnement généralisés est la somme de toutes les contributions:

fprintf (7 xk*kkxk*kkxk*k*xx*k**xxGeneralized actuation effort **kkkkkkk*xxk
\n’)
Qa = Qg+QT_rr+QT_rl1+QT_£f1+QT_£fr+Q_Roll

Efforts résiduels généralisés

Appliquer le principe des puissances virtuelles pour calculer le vecteur des efforts résidu-
els généralisés.

fprintf (> *x**x*x*x*x*Generalized residual effort **k*kx*x**xx*x*x*x \n’)

QRL = % linear part
QRW = % rotational part
QR = QRL + QRW

Dynamique du véhicule

Exprimer les équations de la dynamique du véhicule 4 DDL.

fprintf(’*****************Vehicle dynamics kkkkkokokokokkkx \n’)

Effort = Qa-QRL-QRW;

d_vartheta = diff (vartheta,t)

eql = MassMatrix*d_vartheta.’;

NonLinear_eq = [eql(1)-Effort(1); eql(2)-Effort(2); eql(3)-Effort(3)
; eql(4)-Effort(4)];

fprintf (7 *k*kkkkkkxk*kkx*k*k*xxlongitudinal equationk*k*kkk*xk**x \n’)
NonLinear_eq (1)

fprintf (7 ®xkkkkkkkkkkkkk*xx*klateral equation************ \n’)
NonLinear_eq (2)

fprintf (2 kkkk*kkkkxkkkxkkkxyaw equation*kkxkkkxk*xxx \n’)
NonLinear_eq (3)

fprintf (2 kkkkkkkkkkkkxkk*xxroll equation*kkxkkkkk*xxxkx \n’)

NonLinear_eq (4)

Modele pour contréle de stabilité
Linéarisation

Dans cette section, on déduit un modele linéaire a partir des équations non-linéaires
précédentes. On linéarise la dynamique autour de petit angle de braquage 6 < 0 et en
considérant une vitesse longitudinale constante. Le modele linéaire obtenu permet de

simuler 3 DDF; le déplacement latéral, le lacet et le roulis.
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On élimine la dynamique longitudinale, le nouveau vecteur de vitesses généralisées est

Rappeler I'expression permettant de linéariser une équation non-linéaire (déja vu en
TD).

fprintf(’*****************Linear dynami s *kk ks kk ok kok k% \n’)

MM_Lateral = MassMatrix(2:4,2:4);
Effort_L = Effort (2:4);

% linearize tire side-slip angle

syms Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t) Vy(t) v_x

tmpl = subs(alpha_rl,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),t),
phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)]);

D1 = functionalDerivative (tmpl ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta
£)1);

D11 = subs(D1, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 O O O 0])

alphaRL_L = D11.’*[vy(t); diff(psi(t),t); diff(phi(t),t); phi(t);
delta(t)]

tmp2 = subs(alpha_rr,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),t),
phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)]);

D2 = functionalDerivative (tmp2 ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta
)1

D22 = subs (D2, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 O O O 0])

alphaRR_L = D22.°*[vy(t); diff(psi(t),t); diff(phi(t),t); phi(t);
delta(t)]

tmp3 = subs(alpha_f£f1,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),t),
phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)]);

D3 = functionalDerivative (tmp3 ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta
(£)1);

D33 = subs (D3, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 O O O 0])

alphaFL_L = D33.’*[vy(t); diff(psi(t),t); diff(phi(t),t); phi(t);
delta(t)]

tmp4 = subs(alpha_fr,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),t),
phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)]);

D4 = functionalDerivative (tmp4 ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta
£)1);

D44 = subs(D4, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 O O O 0])



53

alphaFR_L = D44 . ’°*[vy(t); diff(psi(t),t); diff(phi(t),t); phi(t);
delta(t)]

% linearize mass matrix

for i=1:3
for j=1:3
tmp5 = MM_Lateral(i,j);
tmp6 = subs (tmpb5,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),

t), phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t
)1);
D6 = functionalDerivative (tmp6 ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(
t) Delta(t)]);
D66 = subs(D6, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 O
0 0 01);
MM_Lateral L(i,j) = subs(tmp6, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t
) Delta(t)],[0 0 O 0 0]) +
D66 .’ *[vy(t); diff(psi(t),t); diff(phi(t),t); phi(t);
delta(t)];
end

end
MM_Lateral_L

% linearize generalized effort vector

for i=1:3
tmp7 = Effort_L(i);
tmp8 = subs (tmp7,[vx(t), vy(t), diff(psi(t),t), diff (phi(t),t),

phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)]);
D7 = functionalDerivative (tmp8 ,[Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t)
Delta(t)1);
D77 = subs(D7, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t)],[0 0 0 O
01);
Effort_L1(i) = subs(tmp8, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t) Delta(t
)1,[0 0 0 0 0]) +

D77 .°x[vy(t); diff(psi(t),t); diff (phi(t),t); phi(t);
delta(t)];

end

Effort_L1

Le modele linéaire est mis sous forme d’'une représentation de I'espace d’état ot X est
le vecteur d’état:

Vy

_ |V

EEX=AX+B.u X=1 "

¢

¢

% matrix generation for the state space representation
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EE = MM_Lateral_L
Effort_L2 = subs(Effort_L1, [Fy_rr, Fy_rl, Fy_fr, Fy_fl, Fx_rr,
Fx_rl, Fx_fr, Fx_f1l, tau_R],
[c_r*alphaRR_L, c_r*alphaRL_L, c_f*alphaFR_L, c_f*alphaFL_L, O,
0, 0, 0, K_r*phi(t)+D_r*xdiff (phi(t),t)]);

tmp9 = subs([Effort_L2, diff(phi(t),t)], [vx(t), vy(t), diff(psi(t),
t), diff(phi(t),t), phi(t), delta(t)],[v_x, Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t

) Phi(t) Delta(t)]);

tmpl0 = equationsToMatrix (tmp9, [Vy(t), Dpsi(t) Dphi(t) Phi(t)]);

tmpll = equationsToMatrix(tmp9, Delta(t));
A = -tmpl0;
B = -tmpll;

Modéle véhicule sans roulis

Dans cette section, on exprime la dynamique non-linéaire du véhicule sans le mouve-
ment de roulis a partir du modele global. Le modéle résultant est utile pour analyser
la dynamique et la stabilité du mouvement de lacet. Le nouveau vecteur de vitesses

généralisé est :

fprintf (2 *xk*kkx*k*kkxk*k*xx*k**xxVehicle model without roll*xkkk*xk*kxx*x*x \n’

)

vartheta = [vx(t) vy(t) diff (psi(t),t)]

d_vartheta diff (vartheta ,t)

MM_no_roll MassMatrix (1:3,1:3) ;

Effort__no_roll = Effort(1:3);

eql = MM_no_roll*xd_vartheta.’;

NonLinear_eq = [eql(1)-Effort__no_roll(1l); eql(2)-Effort__no_roll(2)
; eql(3)-Effort__no_roll(3)];

tmpl = subs(NonLinear_eq, [phi(t) diff (phi(t),t)], [Phi(t) Dphi(t)])

NonLinear_eq = subs(tmpl, [Phi(t) Dphi(t)], [0 0]);

fprintf (7 k**kkxkkkkxk*kx*k*x*x*xlongitudinal equation**kxkkk*xkxx \n’)
NonLinear_eq (1)

fprintf (2 kkkkkkkkkkkkxk*k*xxlateral equation*kkkkkkxkk*xx \n’)
NonLinear_eq (2)

fprintf (7 kkskkskskxkxkxkx*kkyayw equationkkkskxx*kx*xx*x*x \n’)

NonLinear_eq (3)

L'équation du lacet obtenue en considérant 4 roues peut se mettre sous la forme:

L= M, + Ay,
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On considere que:

AFyr = Fxri=Fxrr
AFyp=Fxr1—Fypr
AFyp=Fypi—Fypr
Fyr=Fyri+Fyrr
Fyp=Fypi+Fy,pr
Fyp=Fxf1+Fxfr

Déduire I'expression de M, et de Ay, .

Modéele véhicule deux-roues équivalent

A partir de la section précédente, exprimer la dynamique de véhicule deux-roues équiv-
alente permettant de simuler les 2 DDL: le déplacement latéral et le lacet. Linéariser
et mettre la dynamique sous forme de représentation en espace d’état. Comparer le

modele obtenu avec celui de TD.
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