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Corrigés' des exercices de la feuille 2

Exercice 1.
a) Pour z €] — 1,1, ona lim 2™ =0. Siz =1, onaz™ =1 pour tout n € N, et si x = —1,
n—-+00
la suite ((—1)”) ne converge pas. De méme, si |z| > 1, la suite (z™) ne converge pas non plus car

la suite (|z|™) diverge.

On déduit de tout cela que la suite de fonctions (f,),>0 converge simplement sur | —1,1] et
que la fonction limite f est définie sur | — 1,1] par f(z) =0six €] —1,1[ et f(1) = 1.
n
1
b) Pour tout 2 € [—1,1], on a la majoration 2"} < —. On en déduit que lim f,(x) =0 pour
n n—+00

n
x € [-1,1]. Si|z| > 1, il est clair que nll)IJ'I_lOO | frn(z)| = 400 par croissances comparées. Il résulte
de cette courte étude que la suite de fonctions (fy,),>1 converge simplement sur [—1, 1] seulement
et que la fonction limite f est la fonction nulle sur cet intervalle [—1, 1].

¢) Siz =0,ona f,(x) =1 pour tout n > 1. Si z > 0, on a n® = e*™™ — +oo lorsque
n — +o0o. Pour x < 0, on a n® = e*™(") — 0 lorsque n — 400. On en déduit que la suite
de fonctions (fy,),>1 converge simplement sur | — 00, 0] et que la fonction limite f est définie sur
] —00,0] par f(x) =0sixz €] —o0,0[ et f(0) =1.

d) On remarque que fp,(z) = (ze)™. Il résulte alors de I’étude faite en a) que la suite de fonctions
(fn)n>o0 converge simplement sur | —1/e, 1/e] et que la fonction limite f est définie sur | —1/e,1/e]
par f(x) =0siz €] —1/e,1/e[ et f(1/e) = 1.

(2
[sin(n’z)| l On en déduit que lim f,(x) =0
n n—-+4oo

e) Pour tout € R, on a la majoration <

n
pour z € R. On peut donc affirmer que la suite de fonctions (fy),>1 converge simplement sur R
et que la fonction limite f est la fonction nulle sur R.

f) Siz =0, on a f,(0) = 0 pour tout n > 1. Si  # 0, on a sin(xz/n) ~ x/n quand n — +oo,
autrement dit on a ngrilm fn(z) = z. On en déduit que la suite de fonctions (f,)n>1 converge

simplement sur R et que la fonction limite f est définie par f(0) = 0 et f(z) = z pour = # 0,
autrement dit f est définie sur R par f(x) = .
g) On rappelle le développement limité cos(u) = 1—u?/2+u?e(u) avec lir% €(u) = 0. On a donc,
u—
pour z fixé # 0, cos(z/n) — 1 ~ —2?/(2n?) quand n — +oo et, finalement, 111;1_1 fo(z) = —22/2.
n—-+oo
Sixz =0,o0na f,(0) =0 pour tout n > 1 et donc lirf fn(0) = 0. Tl résulte de cette étude que
n—-+oo

la suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur R et que la fonction limite f est définie par
f(x) = —22/2 pour tout = € R.

Exercice 2.

1. Pour tout = > 0 fixé, il est clair que lim = 0. Autrement dit, pour tout = > 0

n—+oo T + N
fixé, la suite numérique (f,,(x))n>1 converge vers 0. On dit encore que la suite de fonctions

(fn)n>1 converge simplement sur l'intervalle [0, +-o00[ vers la fonction f identiquement nulle.

2. On fixe n > 1 et on étudie les variations de f,. Il est clair que f,, est strictement croissante
sur [0, +oo[, que f,,(0) =0 et que 11141_1 fo(z) =1
Tr—r+00

Il en résulte que [|fn = flloo,j0,400] = sup |fu(z) — 0] = 1 pour tout n > 1. On a
z€[0,400[
donc lirf [ fn = flloo,j0,400] = 1 # 0. Donc la suite de fonctions (f,,)n>1 ne converge pas
n—-+0oo -

uniformément sur Pintervalle [0, 400l

IN’hésitez pas & signaler les erreurs. Ce sera un plaisir de les corriger.



3. Soit a > 0 fixé quelconque. Comme les fonctions f,, sont strictement croissantes et positives

sur [0,a], on a |[fn — flloc,j0,a = sUp  |fu(w) = 0] = fn(a) = e pour tout n > 1. On a
z€[0,400] a+n
donc liIJIrl |fn = flloc,j0,a1 = 0. Donc la suite de fonctions (fy)n>1 converge uniformément
n——+0o0 =

sur lintervalle [0, a] vers la fonction nulle f.

Remarquez que, dans cet exemple, la suite de fonctions (f,),>1 converge uni-
formément sur tous les intervalles [0,a] mais ne converge pas uniformément sur
[0, +00].

Exercice 3. Pour tout n > 1 entier et z € [0, +o0o[, on pose
fn(x) = n arctan (E)
n
1. On fixe z dans [0, +o0l.
siz=0,ona f,(0) =0 pour tout n > 1 et donc lirf fn(0) =0.
n—-—+0oo

Si & > 0, on rappelle un équivalent de arctan(u) en 0 : arctan(u) ~ u quand v — 0. On en
x
déduit que f,,(z) ~n = =z quand n — +o0.
n
On a montré que dans tous les cas lirf fn(x) = . Donc, la suite de fonctions (fy,)n>1
n—-+0oo -

converge simplement sur [0, +o00[ vers la fonction f : z — x.

1 1+u?—1  u? u?

2. a) Pour tout w réel, on a 1 — = = et on a0 < < u? en
) 1+ u? 14 u? 14 u? ~ 14w~
minorant le dénominateur par 1.
3
RN . . v
On inteégre alors cet encadrement entre 0 et v réel > 0 et on obtient : 0 < v —arctan(v) < 3

b) Soit a un réel > 0. En utilisant 'inégalité précédente, on remplace v par z/n et on obtient
3

0 < — — arctan (7) < —. On multiplie tout par n et il en résulte :
n

n/ ~ 3n3
x3 a’
<z— <<=
0se—fule) < n? — 3n?
o3
pour tout x € [0,a]. On en déduit ||f — fullsc,0.q) = sup [f(z) — fu(2)| < 32 Cela

z€10,a]
entraine que liIJIrl Ilf = falloo,j0,a) = 0. La suite (fn),>1 converge donc uniformément sur
n—-+oo -

[0, a] vers f.

us

3. On remarque que les fonctions f,, sont bornées sur [0, +oc[. On a en effet 0 < f,(x) < n 3
pour tout x € [0, +oco[. Mais la fonction limite f de la suite de fonctions (fy,)n>1 n'est pas
bornée sur [0, +oo[. On en déduit que pour tout n > 1, || f — fulloo,[0,400[ = 00 €t donc la
suite de fonctions (fy,)n>1 ne converge pas uniformément sur [0, +-o0].

Exercice 4.

1
a) Pour tout x € R, ona 0 < f,(x) =

1 1
n® n3

-3 < . Comme la série des majorants E
n° +x vt
n_

est une série convergente (série de Riemann de parametre 3 avec 3 > 1), on en déduit que la série

n3

de fonctions Z fn converge normalement sur R.
n>1
b) Pour tout = € [—a,a], sin > a, on a (n — )% > (n —a)? = n(n — 2a) + a®
On en déduit que, pour tout z € [—a,a], pour tous les n > 2a + 1, on a (x — n)?

n(n — 2a).

>
> n, et donc



L est

2 s . , , . — . —_
0< fulz) = e~ (=) < e~ Comme la série géométrique E e~ " converge (sa raison e
n>2a+1

positive et < 1), on en déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur [—a, a).

n>0
¢) Pour tout = €] — 0o,a] U [a,+oo[, on a 2% > a? et donc, pour tout n > 0, on a 0 <
2
fulx) = e~ < gmne® < =@’ Comme la série géométrique E (e™* )™ converge (sa raison

n>0
e~ est positive et < 1), on en déduit que la série de fonctions Z fn converge normalement sur
n>0
] — 00, a] U [a, +00l.
d) On remarque que f,(0) = 1 pour tout n > 0. On a donc || fn||sc,[—a,a) = fn(0) = 1, pour
tout n > 0. Il en résulte que la série numérique Z || frlloo,[~a,q) diverge grossierement, et donc la
n>0
série de fonctions ), ., fn ne converge pas normalement sur [—a, al.

Exercice 5.

1. On rappelle que pour tout u > 0, on a 0 < arctan(u) < 7/2. On a donc, pour tout n > 1
T
et tout z € [0,+00[, 0 < u,(7) < m/(2n?). Comme la série des majorants 5 Z 1/n? est

n>1
une série de Riemann convergente, la série de fonctions ) ., u, converge normalement sur
[0, +o0].
. . . o ’ 1 n o
2. Les fonctions wu, sont infiniment dérivables sur [0,+o0[ et on a wu)(z) = -5 T =
1
n(l+n2z2)"

Soit a > 0 fixé. Pour tout n > 1 et tout z € [a,+oo[, on a 0 < ) (z) <

1 1

n(l+n2a?) < nda?”
. . 1 . . .

Comme la série des majorants — E 1/ n? est une série de Riemann convergente, la série de

n>1
fonctions }_, -, uj, converge normalement sur [a, +0o0l.

3. Les fonctions u, sont toutes continues sur [0, +o0o[ et la série de fonctions ), -, u, converge

normalement sur [0, +00[ (cf question 1). On en déduit que la fonction somme S = >+ w,,
est définie et continue sur [0, +o0].

De plus, les fonctions u,, sont toutes de classe C'* sur [0, 400 et la série des dérivées Y, -, ul,
converge normalement sur [a, +oo[ (cf question 2), ceci pour tout @ > 0. On en déduit que
la fonction somme S = ZZ: up, est de classe C! sur Ja, +00], ceci pour tout a > 0. Il en
+oo
1
résulte que S est de classe C'* sur ]0, +oo[ et S'(z) = Z

n=1

w0 T 2% pour tout x €]0, +00].
Remarque Attention ! La série des dérivées > ., u;, ne converge pas normalement sur
10, +00[ (bien qu’elle converge normalement sur tous les ]Ja,+oo[ ot @ > 0). En effet, on a
[}, |]o0,j0,400] = SUPgsg Ul ()] = L et la série harmonique Y1 1 diverge. Le raisonnement
précédent nous a permis de tourner cette difficulté (méthode a retenir) : on a établi la
convergence normale sur tous les Ja,+oo[ de la série des dérivées > -, ul, ot a > 0 est
quelconque, puis on en a déduit que la fonction somme S est de classe C! sur tous les
Ja, +o0o[ et donc de classe C* sur |0, +o0].

Exercice 6.

1. Les fractions rationnelles 2 +— 1 et x > - sont toutes définies, continues, dérivables et
méme infiniment dérivables sur | —2,2[ (car n > 2), donc de classe C* sur [0, 1]. En réduisant



au méme dénominateur, on a u,(z) = 225 et donc 0 < u,(z) < 2 < —Z- pour tout
x €]0,1]. (On a majoré le numérateur et minoré le dénominateur).

On a ﬁ ~ # (> 0) quand n — 4o00. Le critére d’équivalence s’applique donc et dit que
;. 1 ~ s, . 1 .

la série 3, -, ;-7 est de méme nature que la série de Riemann }_ -5 qui converge. On
L1 o . 1 ro. .

en déduit que la série des majorants 2Zn22 —— converge, et donc la série de fonctions

Y n>2 Un converge normalement sur [0, 1].

2. Comme la série de fonctions ), ., u, converge normalement sur [0, 1], elle converge a fortiori

—+oo

simplement sur [0,1]. On peut donc définir la fonction somme v = ) '~ upsur U'intervalle

[0, 1].

On rappelle tout d’abord que les fonctions u, sont de classe C! sur [0,1] et on a u/,(z) =

ﬁ + W On a la majoration 0 < u), (x) < ﬁ + 4 < ﬁ pour tout z € [0, 1].

La série des majorants 227@2 ﬁ = 2277,21 # est une série de Riemann convergente.
Donc la série des dérivées ) ., ul, converge normalement sur [0, 1]

On en déduit que la fonction somme u est de classe C! sur [0, 1] et que v/(z) = ;2 ul, ()
pour tout z € [0, 1].

3. Comme les fonctions u, sont continues sur [0,1] et comme la série de fonctions )" -, u,
converge normalement sur [0, 1], on peut intervertir intégrale entre 0 et 1 et série :

/Olu(m)dm = /Oliun(x)dx = :ZZ/;un(m)dx
= +o0

3 ([—1n(n—m)—1n(n+x)];) -> (m(-%) —1n(”;tl))

n=2 n=2

4. On reconnait une somme télescopique. On a donc

> (i (1) - ()

I
=
N
[N}
|‘
.
N———
|
L
]
—
=
2+
AR
N—

I
=
—~
N
|
—_
=
/N
—
_|_
=
N——

Exercice 7.
On fait le changement de variable linéaire v = ty/z. On a donc

/A 1 _/A\/5 1 du _ arctan(Ay/z)
0 0 L+u? o o VT

——dt =
1+ t2x
On fait alors tendre A vers +oo et on obtient I(x) = 7/(2V/z).

1. On travailleici & x fixé > 0. Pour tout n > 0, on a u,(x) > 0. On a ’équivalence u,, () ~ %

quand n — 4+o00. Comme la série de Riemann Z % converge, le théoreme d’équivalence dit
n>1
que la série numérique Z un(z) converge également. On a montré que la série de fonctions
n>0

Z u,, converge simplement sur |0, +-o00[ et on peut donc définir sur ]0, +o0[ la fonction somme
n>0
S de cette série de fonctions.



2. Pour tout n > 0, les fonctions w,, sont décroissantes sur |0, +oco[. Soient z,y €]0, +oo[ avec

N N
x <y. On a u,(x) > u,(y) pour tout n > 0, et donc Zun(x) > Zun(y). On fait alors
n=0 n=0

tendre N vers +o0o et on obtient S(xz) > S(y). On a montré que S est décroissante sur
10, 4+o0l.

3. (Ceci est une question plus difficile. Cela pourrait étre un résultat de cours.)

N 400
Soit € > 0 donné. Pour tout & > 1, on éerit S(z) = 1 + Zun(x) + Z un(x) avec
n=1 n=N+1
1 1 1
0 < uy(z) = < < — (pour n > 1). On en déduit que, pour x > 1, on a
< un(2) 1+n2x_1+n2_n2(p > 1) que, p >
N “+o0 1
0<Sx)—-1< Zun(x) + Z 3 Comme la série de Riemann Z o converge, son
n=1 n=N+1 n>1
+oo
reste Z — tend vers 0 quand N tend vers +co. On peut donc trouver N assez grand,
n=N+1
+o0 1 e
qu’on note n., tel que Z 3 < On adonc 0 < S(z)—1< Zun(aj) + € pour tout
n=N+1 n=1
x> 1.

Ne
On voit que la somme finie de fonctions Z un(z) tend vers 0 quand z — 400 car, pour

n=1

tout n > 1, les fonctions u, () tendent vers 0 quand z — +o0. Il existe donc un

- 1+ n2z

Ne
réel B > 1 tel que pour tout x > B, on ait 0 < Z un(x) <e.

n=1
Il en résulte que, pour € > 0 donné, il existe B > 1 tel que pour tout z > B on ait
0 < S(z) —1 < 2e. On a bien montré que S(z) tend vers 1 quand z tend vers +oo.

4. (La méthode expliquée ici est bien classique. C’est une comparaison série/intégrale.)

Soit z fixé > 0. On remarque que la fonction (de t) h: ¢ — 1T 2 est décroissante et con-
x
k+1
1

tinue sur [0, +oo[. Il en résulte que pour tout k£ > 0, on a / h(t)dt < h(k)

= ——7>e¢t
k 1+k2xe,

1 k
pour tout £ > 1, on a T h(k) < / h(t)dt. En sommant ces inégalités, on obtient
z k-1

d’une part
/n+l i: k+1 zn: 1
0 k=0"k P k*z

et d’autre part
n

1 n
Z1+k2gc = 14D k)
k=1

k=0

IN

n k
1+ h(t) dt
i k-1

IN

1+/ h(t) dt
0



On a établi, pour tout n > 0, 'encadrement

n+1 n 1
) <1 ——
/0 1+t2 Z“" +/0 1+ %z

On fait alors tendre n vers 400 et on obtient 'encadrement I(z) < S(z) < 1+ I(x) ou
+oo
1 T
I(z) — dt = .
(z) /0 1+ 2z 2\/x

5. D’apres ’encadrement précédent, on a 1 <

MS(ac) < e + 1. Quand z — 07, les

membres de gauche et de droite tendent vers 1. Grace au théoreme des gendarmes le terme

2
central ﬁS(x) tend aussi vers 1 quand x — 0*. On a montré que S(z) ~ Q\f quand
™
x— 0T,
1
6. Soit @ un réel > 0. On a facilement : ||tup||oco (g 400 = SU Unp ()| = upla) = ———
Il = SO0 Jun )] = () =

On a déja établi que la série numérique E up(a) converge. La série g |[tnloo,[a,400] CON-
n>0 n>0
verge donc. On dit alors que la série de fonctions E uy, converge normalement sur [a, +00[.
n>0

7. Soit a un réel > 0. Les fonctions u,, sont continues sur [0, +oo[ donc sur [a, +00[. Et la série

de fonctions Z uy, converge normalement sur [a, +o0o[. On en déduit que la fonction somme
n>0

S est continue sur [a,+oo[. Comme a > 0 était quelconque, S est continue sur tous les

intervalles [a, +o00[, donc S est continue sur ]0, +oo[. (Ceci est une astuce & connaitre.)

Exercice 8.

Pour tout n > 1 entier, on note w, la fonction définie sur [0, +oo[ par w,(x) = 5 _T_ 5 et vy,
22 +n
la fonction définie sur [0, +o00[ par
_ -1 _ -1z
on(e) = (1) () = ()T

1. On fixe z dans [0, +o0|.
Sixz =0, on a v,(0) =0 pour tout n > 1, donc ) -, vn(O) converge.
=
P
3,51 1/n? converge, par comparaison, la série Y, -, v,(x) converge absolument, donc elle
converge.

(lere méthode) Si z > 0, on majore |v,(x)| <

< —. Comme la série de Riemann
n?

n—1

—5 5 est une série alternée
x4 +n

(2e méthode) On constate que la série numérique Z(—
n>1

car wy () = 77z est > 0 pour tout n > 1. Cette série alternée vérifie les hypotheses du

critere des séries alternées. En effet, il est évident que la suite ( décroit (en n)

)
22 4+n?2/n>1

et que lim ——— = 0. La série Z converge donc.

n—+oo 12 + n2 = x2 +n?
n=

On a montré que la série de fonctions ) -, v, converge simplement sur [0, +ocol.

1.(2? 2) —2.(2
2. a) On étudie les variations de la fonction w,, sur [0, +oo[. On aw!,(z) = (2% +n%) — 2.(22) =

(22 + n?)2
(n—x)(n+x)
(22 +n?)?

Il en résulte que w) (z) > 0 sur [0,n] et w) (z) < 0 sur [n,+oo. La



fonction w, est donc croissante sur [0,n] et décroissante sur [n,+oo[. On w,(0) = 0 et
lim w,(z) =0, ce qui compleéte le tableau des variations de w,,.

T— 00
b) Il résulte du tableau des variations de wy, que [[wn|lo (0,400 = SUP  |wn(7)| = wp(n) =
z€[0,4+00[
1
—. Comme la série numérique Y, <1 [[wn||oo,0,400] = Dop>1 3 diverge, il en résulte que la

n
série de fonctions ), -, v, ne converge pas normalement sur [0, +ocol.

Remarque. En revanche, on peut montrer que la série de fonctions ) -, v, converge
normalement sur tous les intervalles [0,a]. En effet, on fixe a > 0. Pour tous les entiers
n > a, on regarde le tableau de variation de wy, et on voit que ||v o, 0,0] = |Wnllso,j0,a] =

a . ‘s - . o
S?p ] |wy ()] = wp(a) = . qui est le terme général d’'une série convergente. Bien sir,
z€[0,a

pour les entiers n < a, on a en regardant le tableau de variations de wy, : ||vn o j0,0) = 2

n

Mais cela ne concerne qu'un nombre fini d’entiers n. La série numérique E V5 llso,[0,a) =

[0,
n>1

E V7|l s, [0,a) + E 1Vn || s,[0,a) cOnverge donc, et la série de fonctions ), -, v, converge
1<n<a n>a
normalement sur [0, a.

3. Comme la série Y o vp(z) = 3, o1(—=1)""tw,(x) est une série alternée qui vérifie les
hypothéses du critere des séries alternées, on peut grace au bonus du critére des séries
alternées (voir le polycopié de cours OLMA201 page 27 sur Ecampus) en déduire
la majoration? suivante de la valeur absolue du reste d’ordre n de la série :

400

Ru(@) =] 3 (—1)F 12 & — w1 ()

<
W 2 + k2 = 22+ (n+1)2

pour tout x > 0. Cette inégalité est vraie aussi pour z = 0 (ou, dans ce cas, tout est nul).

1
On utilise alors la majoration de wy41 obtenue en 2) : wy41(z) < m On en déduit
n
1
que pour tout z € [0,4o00[, on a |R,(z)| < nr D) et donc ||Rylloc,j0,400] < Mt D)
Finalement, on a lirf | Rnlloo,j0,4+00] = O et donc la série de fonctions ) -, v, converge
n—-+0oo =

uniformément sur [0, +oo].

Exercice 9

1. On note déja que u,(0) = 0 et donc ) -, u,(0) converge. Si z est fixé > 0, on a

T 1
) . 1
up(x) ~ ~ . La série de Riemann ——— converge car o > () —
n( )n~>+oo netlg2 nosqoo natly 2onz1 7t &

a+1>1. Comme u,(x) > 0, le théoreme d’équivalence s’applique et on peut conclure que
la série de fonctions ), - u, converge simplement sur [0, 4+o0].

] . / _ Ll—i—nwz—anz _ 1 1—na? 47154 - / :
2. a) On dérive u, : uy,(z) = =& Trnate— = ne Grnad? On en déduit : u),(z) > 0 si et

seulement si z € [0, ﬁ] Donc u,, est croissante sur [0, ﬁ] et décroissante sur [%,—I—oo[.

Par ailleurs, on a u,(0) = 0 et lim,_, oo up(z) = 0.

b) D’apres le tableau des variations de w,,, celle-ci admet un maximum en z = 1/4/n. On a

Sup  [tin(2)] = n(1/V) = ——

.
z€[0,400[ 2t

2Attention ! Cette majoration simple du reste R, de rang n de la série n’est valable que pour les séries qui
vérifient les hypotheses du critere des séries alternées.



atl
série ), -, up converge normalement sur [0, +-oo[ si et seulement si o > 1/2.

La série de Riemann Y ., —~+ converge si et seulement si & > 1/2. On en déduit que la
- n

On fize maintenant o = 1 pour la suite de [’exercice.

1 1—na?

< 1 s Lo g ’ / o

. a) On considere la série des dérivées 3, -, u;. On a vu que u,(z) = n (e On en
déduit

1+ na? 1

!
< =
fun ()] < n(l4+nz?)2  n(l+ nz?)

pour tout & > 0. Soit a un réel > 0. On a donc, pour tout x € [a,+oo] (et a fortiori pour
tout = € [a, b]), la majoration

@) < 1
UalBI = n(1+na?) ~ a?n?’

yan . 1 7. o 7 !
Comme la série de Riemann ), -, -5 est convergente, la série des dérivées -, uj, converge

normalement sur [a, +o00].

b) La série de fonctions > u, converge simplement sur [0, +o0[, les fonctions u,, sont de classe
C? sur [0, +o0[ et la série des dérivées > u/, converge normalement sur tous les intervalles
[a,b]] C]0,+oo[. 1l en résulte que S est de classe C! sur tous les intervalles ]a, b[ et donc de
classe O sur 10, +ool.

. a) Comme les u,(z) sont > 0 pour tout > 0, on en déduit que pour tout entier p > 1, on

S - 1
a % > Z m pour tout z > 0. En particulier pour = 1/,/p, on obtient

VpS (\;ﬁ) zim

b) Pour tousles 1 <n <p,onal+ % < 2. Il en résulte

Lorsque p tend vers +o0, le membre de droite tend vers 400 car la série harmonique ), -, %
diverge. Par comparaison et puisque S(0) = 0, on a

() 50

lim T = +00
p—+oo ﬁ
et S n’est donc pas dérivable (& droite) en 0.
Attention ! Ce qui suit est un peu hors du programme. I utilise le théoréme
suivant : soit une série de fonctions Z Up 0U les u, sont des fonctions définies sur [b, +00[
n>0
a valeurs réelles. On suppose que pour tout n > 0, on a lir_sr_l un(x) = an et que la série de
xr—r+00
fonctions Zun converge normalement sur [b,4+o00[. Alors la série Z an converge et on a
n>0 n>0



+00 +o00 +o00
(interversion limite-série) liT Zun(x) = Z lim u,(z) = Zan. On a démontré ce
xr—r+00

Tr—r+00
n=0 n=0 n=0

résultat dans un cas particulier a ’exercice 7 question 3.

2

a) On a v,(xr) = zu,(z) = m Pour étudier la convergence normale de la série
> n>1 Un sur [0, +ocl, il suffit d’étudier les variations de v, sur [0, +oo[ pour calculer ||v|oo, 0,400 -

2

L ma” tout
- —, pour tou
n2 1+nx2 — n2’ P

1
€ [0,4o00]. Comme la série de Riemann z — converge, on en déduit que la série de

Mais il est ici plus rapide de constater que 0 < wv,(z) =

n>1
fonctions ), -, v, converge normalement sur [0, 400
b) Pour ch > 1 () v t donc i (@) = —. P
our chaque n on a v,(x) = et donc lim wv,(z) = —. Par
q - " n2z2(1 4 1/(nz?)) ztoo n?
ailleurs, on a montré que la série de fonctions Zn>1 vn converge normalement sur [0, +ool.
400 2
, 1 T
Il en résulte que zgmoo xS(x) = IETOO Z vp( Z zgrfoo vp(z) = z:l ol On en
ne
2

déduit S(z) ~ g— quand z — +o00.
x



