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Feuille d’exercices 3 :
Intégrale des fonctions positives (Partie 2)

Exercice 1. (Fonctions de référence). Soit a € R, on considere la fonction f : ]0,1] — R définie par
flx)=2%pour 0 < = < 1.

1. Pourquoi I'expression f]o,l] fdX\ a-t-elle un sens?
2. Pour tout n € N*, calculer f[l/ml] fdA\. (On fera bien attention au cas a = —1.)
3. Montrer que f]o 1] fdX est finie si et seulement si @ > —1. En déduire une condition nécessaire
et suffisante sur a pour que f soit intégrable.
Exercice 2. (Intégrale et primitive). Soit a € R. Soit f : [a,+00o[— R™ une fonction continue
positive, et soit F': [a, +00[— R une primitive de f.
Montrer que F' admet une limite lim F(z) € [0, 400] en +00, et qu’on a I’égalité / f()dA(t) =
T—+00 [a,+o0]
lim F(z)— F(a).

T—+00

Exercice 3. (Calculs d’intégrales de Lebesgue). Dire pourquoi les intégrales suivantes ont un sens
et les calculer

L. f[07+oo[a:e*x2d)\(:v) ;
2. e lFlan(z);
3. Jio, oo € TdA().
Exercice 4. (Application du théoréme de convergence monotone). Pour tout n > 1, on considere

2 | ain2
In:/ exp <_n:1:+a: + sin (a:))d)\(x)
[0,4-00]

n

Montrer que (Ip,)nen+ a une limite dans [0, +00] et la déterminer.

Exercice 5. (Application du théoréme de convergence monotone). Soit a € R. On considére la suite

x\ —1
I, = / <xa + e) dA(x). Déterminer pour quelles valeurs de a la suite (I, )nen+ est convergente.
10,1] n

Exercice 6. (Application du théoréme de convergence monotone). Soit (fy)nen une suite décrois-
sante de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers une fonction positive f. On

suppose en plus que / fodA < oco. Montrer que
R

li n = .
o f = [ 1o

Exercice 7. (Intégrabilité). Les fonctions suivantes sont-elles intégrables sur leur domaine de défi-
nition ?

1. f:[1,+00][ — R définie par f(t) = %;



g :[1,+o0[ — C définie par g(t) = ie™";
. h:[1,+00[ — R définie par h(t) = 1 =3
k:

[1, +0o[ — R définie par k(t) = ——

. 1: R — R définie par I(t) = —=;

IN

2
3
4.
5
6. w:]0,400[ — R définie par u(t) = ~=.

n

Exercice 8. (Application du lemme de Fatou). La suite (.J,,) définie par J,, = / d\(x)

o SE) T
admet-elle une limite ? Si oui, la déterminer

Exercice 9. Vrai ou faux (justifier en donnant une preuve ou un contre-exemple) 7

1. Soient f:]0,1] = C et g :]0,1] — C intégrables. Alors fg est intégrable.

2. Soit f :[0,400[ — R une fonction continue (donc mesurable). Alors f est intégrable.

3. Soit f:]0,1] — R une fonction intégrable. Alors f est bornée.

4. Soit f :[0,+00] — R une fonction intégrable. Alors f est bornée.

5. Soit f : [0,400[— R une fonction intégrable de limite ¢ en +oo. Alors ¢ = 0.
Exercice 10. (Intégrabilité). Soit k : [1,4+o00[ — R* une fonction mesurable bornée. Les fonctions
x — fJ(F?Q et x — k(i)z sont-elles intégrables sur [1, 4+o00[?

Exercice 11. (Propriétés d’invariance de l'intégrale).
1. Montrer que la fonction x e~ est intégrable sur R.

2. Montrer, pour tout n € N*, que

\/E/Re_"QEQd)\(x) :/Re_zgd)\(:v).



POUR REVISER

Exercice 12. (Révisions). Vrai ou faux? On justifiera la réponse en donnant une preuve ou un
contre-exemple.

On consideére des fonctions f,, : R — R (n € N) et on suppose que la suite (f,,) converge simplement
vers une fonction f: R — R.

Si les f,, sont continues et f est discontinue alors la convergence n’est pas uniforme.

Si les f,, sont continues et f est continue alors la convergence est uniforme.

Si la convergence est uniforme et f est discontinue alors les f;, ne sont pas toutes continues.

Ll e

Soit (xy,) une suite réelle. La suite (z,,) ne converge pas vers 0 si et seulement s’il existe € > 0
tel que |x,| > € pour tout n € N.

5. Si la suite (fy,) ne converge pas uniformement vers f, il existe une suite réelle (z,,) telle que
la suite (|fn(zn) — f(x,)]) ne converge pas vers 0.

6. Si pour toute suite réelle (x,,), la suite (| fn(zn) — f(x,)|) converge vers 0 alors la convergence
de (f,) vers f est uniforme.

Exercice 13. Vrai ou faux? On justifiera la réponse en donnant une preuve ou un contre-exemple.
On consideére des fonctions f, : R — R (n € N) et on suppose que la suite (f,) converge simplement
vers une fonction f: R — R.

1. Si les f,, sont continues alors f est aussi continue.

2. Si la convergence est uniforme et que les f,, sont discontinues alors f est discontinue.

3. Si la convergence est uniforme et que f est discontinue alors f, est discontinue pour tout
n € N.

4. Si (fn) est une suite croissante de fonctions positives alors elle converge simplement vers une
fonction f: R — [0, +ool.

5. Si f, est intégrable pour tout n € N, alors f est intégrable.

Exercice 14. Vrai ou faux ? On justifiera la réponse en donnant une preuve ou un contre-exemple.

1. Soit f : [0, 4+00[ — R une fonction mesurable bornée. Alors f est intégrable.

2. Soient f: R — C et g: R — C intégrables. Alors f — g est intégrable.

3. Soient f:R — C intégrable et g : R — C bornée. Alors fg est intégrable

Exercice 15. (Fonctions de référence). Démontrer les propositions suivantes.
1. La fonction x — z est intégrable sur [1,4o00[ si et seulement si a < —1.
2. La fonction z — In(x) est intégrable sur ]0, 1].
3. La fonction x — e~ est intégrable sur [0, +o00[ si et seulement si a > 0.
4. La fonction = — e~ est intégrable sur [0, +0o0] si et seulement si a > 0 et b > 0. (Dans le

—azb ,
ar” est bornée

cas a > 0 et b > 0, on pourra commencer par montrer que la fonction z — z2e
sur [1,4+o00]).
Exercice 16. (Théoreme de convergence monotone pour les séries). Pour n € N, on considére la
fonction f, : [0,1] — R définie par f,(z) = 2**(1 — x) pour z € [0, 1].
1. Montrer que f, est positive pour tout n € N et calculer f[071} frndX.
2. Montrer que
d\(z)

Z/01 "1 —m)dA(z) = /[0,1]1+x'

3. Montrer que la série 3,729 7;1_)1" converge puis que Y19 (;j-)l = 1In(2).




EXERCICES BONUS

Exercice 17. (Lemme de Fatou). On considére la suite de fonctions (fn)nen+ o fn : R — R est
définie par

7‘1’3—2 si0<z<n
fn(z) = 27;1590 sin<x<2n
0 siz>2netx <0

1. Esquisser le graphe de quelques éléments de la suite.

2. Montrer que la suite de fonctions (fy,) converge uniformément vers la fonction nulle.
3. Pour tout n > 1, calculer I'intégrale de f, sur R.
4

. Rappeler I’énoncé du lemme de Fatou. S’il s’applique a (f,,), commenter le résultat obtenu.

Exercice 18. (Lemme de Fatou). Soit f,, : R — R donnée par f, : = — _%H[O,n] ().
1. Montrer que (f,)nen converge uniformément vers la fonction f = 0.

2. Montrer que
lim /fnd)\</fd>\.
n—+oo JR R

Est-ce que cela contredit le Lemme de Fatou?

Exercice 19. (Lemme de Fatou). Soit (f,,) une suite de fonctions intégrables (ou f, : R — R pour
tout n € N) convergeant simplement vers une fonction mesurable f : R — R. On suppose que pour
tout n € N, [z [fn] < 1. Montrer que f est intégrable. (On pourra commencer par montrer qu'’il

existe une extraction ¢ telle que la suite ( Jr| f¢(n)\d)\) converge dans [0, c0l.)

Exercice 20. Pour tout n > 1, on définit g, : [0, +oo[ — R par

1
gn(z) = m

Esquisser le graphe de quelques éléments de la suite.

Montrer que le suite de fonctions (g,,) est croissante.

Montrer que la suite (g,,) converge simplement vers une fonction g que 'on déterminera.
Le théoréme de convergence monotone s’applique-t-il ?

Pour tout n > 1, calculer f[o,oo[ gndA.

A .

Déterminer f[o,oo[ gd.



