Licence Sciences et Technologies Institut Villebon - Georges Charpak, Orsay
UE Maths Générales 1 2024-2025

Evaluation du vendredi 22 Novembre

Durée : 1h30 (tiers-temps : 2h)
Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 ().

Partie I : un exemple dans R3
On considére les endomorphismes suivants :

f: R = R3 g : R — R3
T r+y+z T —r—y+2z
Y — r+y+z Y — T—z
z T+y+=z z Yy—z

1. Démontrer que
-1 -1 1
kerszect( 01,11 ) et kerngect( 1 )
1 0 1
En déduire des bases et les dimensions de ker f et ker g.
Déterminer si f et g sont injectives.
Calculer les matrices A et B des endomorphismes f et g dans la base canonique.

Montrer que A et B ne sont pas inversibles, mais que A + B l'est.

AN R

Montrer que les trois vecteurs suivants forment une base de R? :

~1 ~1 1
ol.l1],[1
1 0 1

7. Démontrer que ker f et ker g sont en somme directe.

Correction

1. On résout les systémes linéaires associés et on trouve les résultats voulus. Autre mé-
thode qui s’appuie sur les matrices A et B de la question 4 : on calcule le rang de
ces matrices, puis par théoréme du rang on trouve la dimension du noyau. Il suffit
alors de vérifier que les vecteurs proposés dans 1’énoncé sont bien dans le noyau et en
forment une base

2. Les familles génératrices obtenues précédemment pour les deux noyauz sont libres (pour
ker g il n’y a qu’un vecteur donc c’est immédiat, pour ker f les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires), donc sont des bases. Ainsi :

dim(ker f) = 2 dim(kerg) =1

3. Une application linéaire est injective si et seulement si sont noyau est réduit a {0}.
Ici ce n’est pas le cas, ni pour f ni pour g donc aucune n’est injective.



Partie II : cas général en dimension 2




Soit E/ un espace vectoriel de dimension 2.
Soit hy € L(E) et hy € L(F) deux endomorphismes de E non injectifs, tels que hy + ha est
injectif. On rappelle que hi+hg est 'endomorphisme de E défini par (hi+ho)(z) = hi(x)+ha(x).
1. Justifier qu’il existe x1 € ker hy et xo € ker hy tel que x1 # O et x5 # Op.
2. Montrer que la famille (1, x32) est libre.
3. Justifier que
dim(ker hy + ker hy) < 2

4. Justifier que
dim(ker hy + ker hy) > 2

5. En déduire que
ker hy ® kerho = F






Partie III : un résultat en dimension quelconque

Soit n > 1 un entier et soit £ un espace vectoriel de dimension n.

On rappelle que le symbole o désigne la composition de deux applications : si fi et fo désignent
deux endomorphismes de FE, alors ’application composée fi o fy est définie par :

pour tout x € E, (f1 0 f2)(z) = f1(fa(x))

Soit g et h deux endomorphismes de F tels que go h = 0 et g + h est injectif.
1. Montrer que Imh C kerg.
2. Montrer que ker h Nker g = {0}



3. Montrer que la famille de vecteurs formée par la concaténation d’une base de ker h et d’une
base de ker g, est libre.

4. En déduire que

dim(ker g + ker h) = dim(ker g) + dim(ker h)







