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Evaluation 1 (9 octobre)

N
1. a. Dans les deux cas suivants, calculer la somme : Sy = g U,
n=1

n

A oy, =77 B. un:ln<n+1>.

Attention : ne pas confondre 27]2[:1 et 22[:0.

b. Dans chacun des deux cas, dire si la série ) u, est convergente. Dans le cas ol
elle est convergente, donner la valeur de la somme :

S = Zun
n=1

2. Etudier la nature des séries suivantes :

n 2 n(n
(a) Z (2n +1) . (b) Zuj

3nt 4+ n? +sinn’

n>1 n>1 "
+oo 9
n“+1 1
. d .
(c) Z nl (d) Zn3—1+lnn’
n=1 n>2
I ) Y
27 2 )
= (n+4) =n Inn

(Inn)sin(rn® +1)

)

(9) S (n+ cosn) sin(1/n®); ) 3

n3
n>1 n>1

: (- . 1
(1) ; (7) cos(3n)In (14 — ).
2;; /m+1 J EE: < 712)

n>1

3. Calculer les intégrales suivantes. Le paramétre c est un réel supérieur ou égal a 1.

c ; . B 1 dt ‘
(a) I(c):/1 te? dt; (b) I—/O m,

(c) I:/ ﬂdm; (d) I:/ tint dt.
0 1

1+sin?z



1.

Evaluation 1 (4 octobre) : correction

a. A. On rappelle la somme de termes successitfs d’une suite géométrique de raison

r#1:
S
r .
17
Ici, la somme commence & partir du terme n = 1. Pour la calculer, on peut par

exemple factoriser par r pour se ramener & une somme dont le premier terme est
d’indice n =0 :
N-1 1— N N+1

N
(1) Zr":r Tn:rl——rr I

1—r

n=1 n=0

On peut écrire :

Donc, d’apreés la formule générale (1) :

1 1\N+1 1
P ek ) Bl s
1_

T—1"

3=

B. Il s’agit d’une série télescopique. En effet, u,, peut s’écrire sous la forme :

Up = Ap+1 — Gn,

avec
an = Inn.
Donc :
N
> tn=ani1—a =In(N+1) —Inl=In(N+1).
n=1

. Rappel de cours : une série de terme général u,, est dite convergente si la suite

(Sn) de ses sommes partielles est une suite convergente. Si elle est convergente,
alors on a :

—+00

E u, = lim Sy
—+o0

n=1

Pour répondre & la question posée, il suffit donc d’étudier, dans les deux cas, la
convergence de la suite (Sy).

A. Puisque 1/7"V tend vers 0 quand N tend vers I'infini, on a :
1— % 1

_)
T—1 T—1




quand N tend vers U'infini. Donc la suite (Sy) converge et a pour limite 1/(mr—1).
Donc la série correspondante est convergente et sa somme vaut : S =1/(7 — 1).

B. Puisque In(N + 1) tend vers +00 quand N tend vers 400, la limite de Sx est
400 et la série est divergente. On peut écrire : S = 400.
2. Dans la suite, on note u,, le terme général de la série considérée.

(a) Série a termes positifs. En particulier, le dénominateur est positif car, pour tout
n>1, sinn > —1 donc n? +sinn > 0 et 3n* +n? +sinn > 0.

Numérateur : 2n + 1 ~ 2n, donc, par produit d’équivalents, (2n + 1)% ~ (2n)? = 4n?.
Dénominateur : . )
. sinn
3n* +n? +sinn = 3n* (1+§m2+?>n4) .
Pour tout n € N*, —1 <sinn <1 donc :
1 sinn 1

< < —
3nt — 3nt — 3nd

sinn
3nt

tend vers 1 & I'infini et donc que le dénominateur

et donc, par le théoréme des gendarmes, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

1 sinn
On en déduit que 1 + — + ——
d 3n2 = 3n?
est équivalent a 3n?.
Par quotient d’équivalents, il vient que : que u, ~ 4/3n?. Comparaison par équiv-
alents avec le terme général d'une série de Riemann convergente (2 > 1) : la série
converge.
(b) On sait que, pour tout n > 2, In(n 4+ 1) > 1 et donc :
1 1 1
nn+1) 15,
n n

Comparaison par majoration avec le terme général de la série harmonique qui est
divergente : la série est divergente.

(c) Série & termes positifs. Critére de D’Alembert :

1)2+1 1
un+1: (TL+ ) + ~ 0.
Un n?2+1)(n+1) n

La série converge car 0 < 1.
(d) Série a termes positifs. Pour n > 2 :

1 1
n3—1+lnn:n3<1—3+n§>.
n n

; o 1 Ilnn
Croissances comparées : Inn/n3 tend vers 0 a l'infini. Donc 1 — — + —5 tend vers
n n

1 et, finalement, u, ~ 1/n3.



Comparaison par équivalents avec le terme général d’une série de Riemann convergente
(car 3 > 1) : la série est convergente.

(e) Série a termes positifs. Croissances comparées : a partir d’un certain rang,

Inn < vn

et donc :
1
0<u, < L < @ -
(n + 4)2 n2 n3/2
Comparaison par majorations avec le terme général d’une série de Riemann conver-
gente (car 3/2 > 1) : la série est convergente.

(f) Série a termes positifs. On sait que, pour tout n > 3, Inn > 1 et donc :

Comparaison par majoration avec le terme général d’une série de Riemann convergente
(car 2 > 1) : la série est convergente.

(g) Pour tout n > 1 :

1

0<

<1<Z
2

et donc sin(1/n®) > 0. La série est donc & termes positifs puisque n+cosn > n—1 > 0.
On sait que sinu ~ u quand u tend vers 0. Comme 1/n3 tend vers 0 quand n tend

vers l'infini, on a :
) 1 1
sin | — | ~ —.
n3 n3

cosn
n+cosn:n(1+ )Nn
n

Par ailleurs :

(il faut utiliser le théoréme des gendarmes comme dans la question (a) pour affirmer
que (cosn)/n — 0).
Donc
n 1
Un ~ g =g
Comparaison par équivalence avec le terme général d’une série de Riemann conver-
gente (car 2 > 1) : la série est convergente.

(h) La série n’est pas a termes positifs, on étudie sa convergence absolue. Pour tout
entier n, on a |sin(7n? + 1)| < 1 donc :

Pour tout entier n > 1, Inn < n donc :

n 1



Comparaison par majoration avec le terme général d’une série de Riemann convergente
(car 2 > 1) : la série est absolument convergente donc convergente.

1
vVnt+1’
La suite de terme général v/n + 1 est croissante et tend vers +oo, donc son inverse

est décroissante et tend vers 0. Donc le théoréme s’applique et la série ) wu, est
convergente.

(i) On applique le théoréme sur les séries alternées : u,, = (—1)"v, avec v, =

(1) Série a termes de signes variables, on étudie la convergence absolue. Pour tout

entier n, on a :
1
n

On se rappelle ensuite que In(1 + u) ~ u quand u tend vers 0. Donc, puisque 1/n?

tend vers 0, on a :
In(1+ ! !
n — | ~—.
n? n?

Comparaison par majoration, puis équivalents, avec une série de Riemann conver-
gente (2 > 1) : la série ) |uy| est convergente. Donc la série > u, est absolument
convergente, et donc convergente.

. (a) Intégration par parties : on pose u(t) = t et v/(t) = €%, de sorte que : u'(t) =1
et v(t) = /2.

On a donc :

1 2 2/ '

Donc, finalement :

/C 12t gf — e?(2c — 1) — €?
1

(b)
On réduit la fraction en éléments simples : cela consiste & déterminer deux constantes

A et B telles que :
1 A B

2+ 0(+3) 2+1 143

Si on multiplie cette égalité par 2t + 1, puis si I'on remplace ¢ par —1/2, on trouve :

1 2
A=— =
3—5 O
Si on multiplie la méme égalité par ¢t + 3, puis si 'on remplace ¢ par —3, on trouve :
1
B=—-.
5

On obtient alors :

1 dt 2 [t at 1 (a2 1 1
L L N R YO ) [ O P
/0 Qt+D)(t+3) 5 /0 511 5 ), 113 5 2@+l —glnt+3l



Finalement :

1 1 1 2
I= gln?) - g(ln4 —In3) = gln(9/4) = 51n(3/2).

(c) Changement de variables : on pose u = sinz, de sorte que du = cosz dx. Alors :

™2 cosz sin(m/2) gy, T
/ — 5 dr= / 5 = [arctanu]g = arctan1 = —.
0 14 sin“x sin0 1+u 4

D’autre part :

T cosw sinm du T
/ ——— dr = / = [arctanu]? = —arctan1 = ——.
s S 4

/2 1+ sin’z in(7/2) 14 u?
Donc o
I=———-—=0.
4 4

(d) Intégration par parties : on pose u(t) = Int et v'(t) = t, de sorte que : u/(t) = 1/t
et v(t) = t2/2.

On a donc :

¢ ?Int]® 1 [©¢ Ine 1 [° 201 2 e2-1 e +1
/tlntdt: - —/ L ne—/ tdr=S e =S L2 T2
1 2 |, 21t 2 2 2 4 2 4 4



