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Chapitre 4

AAV 4 : Utiliser les fonctions In, exp et
en connaitre les caractéristiques

Liste des Savoir-Faire du chapitre :
[0 SF31 : Connaitre les valeurs importantes de In et exp
[0 SF32 :Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression
[0 SF33 : Savoir utiliser les régles de calculs avec exp pour simplifier une expression

[0 SF34 : Connaitre la définition d’une puissance non entiére

4.1 Motivation

4.1.1 Quelques problémes introductifs

Voici une liste de problémes afin d’aiguiser votre curiosité :

e Multiplication bactérienne :
On considére une boite de Pétri dans laquelle le nombre de bactéries est multiplié par 2 chaque jour.
Au départ, il y a une seule bactérie. En combien de jours le nombre de bactéries aura-t-il dépassé les
10000 unités ?

e Loi de puissance en physique : On mesure le champ magnétique produit par un aimant en fonction
de la distance. On dispose d’une série de mesures de ce champ en fonction de la distance. On sait que
celui-ci est une puissance de la distance. On cherche a trouver cette puissance. Comment faire ?

e Mathématiques : Pourriez-vous donner le nombre de chiffres de 72 9

e Géométrique : Etant donnés deux réels z,y strictement positifs, sauriez-vous tracer le produit xy
sans aucun calcul ?

e Humour : Comprendrez-vous cette blague 7 Logarithme et exponentielle sont sur un bateau. Soudain,
d’énormes vagues arrivent. Logarithme crie : "On dérive!!! " et 'exponentielle : "C’est pas grave".
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Tous ces problémes vont trouver leurs réponses au travers des outils introduits dans ce chapitre sauf pour
la blague qui aura sa réponse un peu plus tard.

4.1.2 Faire des produits de grands nombres

Mathématiques et astronomie : Un des problémes
majeurs des astronomes du 17éme siécle est d’effectuer des
produits de grands nombres. Imaginez donc le monde sans
calculatrice ni ordinateur de I’époque. Pourriez-vous calculer
le plus rapidement possible et sans erreur le produit suivant
106543 x 26644 ? Une des branches mathématiques de I’époque
a donc eu pour but de rendre ces calculs plus simples. Et pour
cela, diverses méthodes ont été utilisées pour "transformer
les produits en addition". Pour donner un exemple simple,
imaginez que vous connaissiez la table des puissances de 2
et que vous souhaitiez calculer 16 x 64. Le résultat faisable
a la main est 1024. Une fagon de le faire plus rapide est
de constater que 16 x 64 = 2% x 26 = 246 = 210 — 1024,
Ainsi, supposant connue la table des puissances de 2, toute la
complexité du produit a été transformé dans le simple calcul
d’une addition "4 4+ 6" ce qui simplifie considérablement les
choses !

Afin de transformer multiplication en addition, Napier a introduit les logarithmes ainsi que des tables de
calculs logarithmiques. Nous allons dans ce chapitre étudier un des logarithmes. Pour le définir, nous avons
besoin de la fonction exponentielle qui sera la "réciproque" du logarithme dit néperien. Autrement dit, cette
fonction transforme les additions en multiplications.

4.2 Fonction exponentielle

4.2.1 Deéfinition

Définition 1: Exponentielle

On appelle fonction exponentielle (que nous noterons exp) 1'unique fonction dérivable f de R dans R*
vérifiant, :

e pour tous u,v réels, f(u+v) = f(u)f(v).
.« F(0)=1

La définition exp(u + v) = exp(u) exp(v) signifie que ’exponentielle transforme I’addition en multipli-
cation.

4.2.2 Propriétés

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer toute une série de propriétés de ’exponentielle que vous
connaissez et qui seront utiles en pratique. Nous allons voir que toutes ces propriétés découlent directement
de la définition. La premiére concerne la valeur de I'exponentielle en 0.

e exp(0) = 1.




4.2. FONCTION EXPONENTIELLE

Preuve a faire par tous :

e Ecrivez TOUT ce qu’on sait sur la fonction exponentielle (dans ce chapitre, partez du principe
que vous navez jamais vu la fonction exponentielle) et ce que vous voulez démontrer.
‘T = (0)dxo : e uo,nb a8y
9= (1)dxo e
‘(a)dxe (n)dxe = (a + n)dxo e
", A Suep Y op onurjuod 4so dxo e
: qres uo nb o)
e Prouvez alors que exp(0) = 1.
*(s9392 xnop sap (p)dxe juejnole us) 1 = (g)dxe ouo(g
‘(s[nu 9se sourrd) sop un ‘[nu 9se 3mpoxd un 1s 1ed) ) = (0)dxe — [ ouo(
(t}ﬂ suep sinoafea e 3so dxo anb gres uo) g # (0)dxe 10

‘((p)dxe red jquestiojoey wd) o = ((0)dxe — 1)(0)dxe ouo(q
‘(z(o)dxa $9100 XNOP SOp JueARIISNOS Ud) () = z(Q)dxa — (p)dxe ouo(

911ed np uoniuygp red Z(O)dxa =
(a)dxa (n)dxe = (a 4+ n)dxered (p)dxe (g)dxe = (p)dxe

Les propriétés sont des formules algébriques trés utiles dans les calculs pratiques.

e Pour tout z,y réels, exp(x + y) = exp(z) exp(y).

1
Pour tout z réel, exp(—z) = ——.
exp(z)

Pour tout x réel, g entier rationnel, exp(qx) = exp(z)?.

Pour tout z réel, exp(z) > 0.

Preuve :

La premiére proposition est la définition de I’exponentielle.

e Soit x réel, calculez exp(z) exp(—z) et en déduire la seconde formule.
'99PURMOP 9[NUILIOJ B[ JUSTI)CO UO ‘(x)dxe Ied juesIAIp Us dUO(

'[ =
(0)dxe =
2 =

(a)dxe (n)dxe = (a 4+ n)dxe1ed (xr — x)dx (x—)dxoe (z)dxo

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

Justifiez par un argument tous les points. numérotés.

Cette partie s’adresse a ceux qui ont déja vu le principe de récurrence.
Démontrons la troisiéme proposition d’abord pour n entier naturel : exp(nz) = exp(z)™.
Initialisation : exp(0z) = 1 = exp(z)".

n @
Hérédité : Supposons qu’au rang n, exp(nz) = exp(z)”. On veut montrer qu’au rang n + 1, exp((n +
1)z) = exp(z)" .

Or exp((n + 1)z) = exp(nz + ) = exp(nz) exp(z) = exp(x)” exp(x) = exp(z)" 1.
p(( ))(3) p( )(4) p(nz) p()(5) p(7) p()(ﬁ) p(7)

Donc on a bien démontré sur les entiers n naturels que exp(nz) = exp(x)".

Démontrons la troisiéme proposition maintenant pour les entiers relatifs négatifs sachant qu’on vient
de la montrer pour les entiers naturels : Soient = un réel et p un entier relatif strictement négatif alors :

exp(px) = exp((—p)(—x)) = exp(—x)7? = exp(x)P.

®) () exp(z)~P (10)
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Démontrons la enfin pour ¢ un entier rationnel : ¢ est une fraction de la forme b avec p entier relatif
r
et r entier naturel.
Donc exp(qx)” = exp(rqr) = exp(pr) = exp(z)? = (exp(x)?)".
p(gr)" = exp(rgr) = exp(pr) = exp(a)” = (exp(x)?)
Donc exp(gx) o exp(z)9.
15

: . : 2z 1
Démontrons la quatriéme proposition : soit x réel, alors exp(x) = exp(j) = (exp(2z))z > 0.
(16) (17)
‘sed
o[nuue s ou a[[eryusuodxa | 1ed ofnu sed 4se u o[y -oAlyIsod 3so Jigisod [991 UN, P 99IILD BUIEI dUN : (L)

— = b inod s[puuoljel so[ Ins earpuowep ' uo,nb , (z)dxe = (xb)dxe 9jeradoad ey esiiin uo : (91)
y
+— oouessmd e[ © 19w uo : (GT)

o4
Dje — =b aeod:
w - (vt

wlw®?) =

S[@INjeU SILIYUL SO Ins d9ajuowgp elop ® uonb  (z)dxe = (zu)dxe 9jerrdoad ey esiiyn uo : (g1
&4

S[eInjeU SILIYUL SO Ins doIjuowap elop © uonb  (z)dxe = (zu)dxe ojeradoad ey esiiin uo : (I

)
)
7 =b 1ed: (g1)
)
)

uD
u = T Ted : (OI
a—q q (x)dxo
= > —— =(z-)d d:
LD df(,D) 1 I (z—)dxe 991 = 1nod : (g)

*(sJ1ye[al SISTUL SI] INS I2IUOU B[ OP N(
o[ suep) S[eINjRU SIOIYUL SO INs aIjuowep elop ® uo,nb  (z)dxe = (zu)dxe 9jeradoad e asiiyn uo : (

‘4 ouuop — stoj — : (
pPa? = pia? ‘sjrge[al s1a1que b ‘d ‘[e91 » anod :

(
*90UL.LINdYI oP 9sYjodAY : (
(a)dxe (n)dxe = (a + n)dxa : (
(T + u) addofeagp uo : (

991 » anod [ = v aed : (

1 = (p)dxoe 1e0 : (

Il est temps de consulter la vidéo : SF31, SF32, SF 33 In et exp.

— Questions :

e Faites les questions 2, 7, 8 de I'exercice [3] page [I5} les questions de I'exercice [f] et 5 questions de
exercice [I] page [I5}

4.2.3 Graphe

Voici le graphe de la fonction exponentielle :


https://www.youtube.com/watch?v=CH0A7GElsEg

4.3. FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Questions :

o Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

4.3 Fonction logarithme népérien

4.3.1 Définition

Pour définir la fonction logarithme népérien, nous
avons besoin du tracé de la fonction exponentielle ci-
dessous. On peut remarquer que pour chaque ordon-
née réelle positive notée x, on peut trouver un unique
antécédent par la fonction exponentielle cad un unique
réel dont I'exponentielle vaut x. Ce réel appelé y c’est
ce qu’on va appeler le logarithme népérien de x et sera
noté In(z).

Définition 2: Logarithme népérien

Soit x > 0, on appelle logarithme népérien de = et on note In(x), 'unique réel y tel que exp(y) = =.
On définit alors la fonction In ainsi :
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m : R - R
x = In(z)=y

Autrement dit In(z) est construit de sorte que exp(In(x)) = z. On parle de fonctions réciproques
I’'une de l'autre. En effet quand on prend un = qu’on lui applique In puis exp, on retombe sur x.

Notez que de méme pour x réel, In(exp(x)) = z. En effet, d’apreés la déﬁnition In(exp(x)) est I'unique
réel y tel que exp(y) = exp(x). Or z convient et étant unique y = z cad In(exp(x)) = z.

La remarque et la définition précédente expliquent la proposition suivante :

e Pour tout z réel, In(exp(z)) =

e Pour tout = > 0, exp(In(x)) =

— Questions :

Expliquez pourquoi exp(In(x)) = = n’est valable que pour = > 0 alors que In(exp(z)) = « l'est pour x
réel.

‘[991 T N0y

amod 3s9,] (x)dxe anb siofe g < x 1nod oruy9p 9s9 (T)U[ : UOIIIUYIP OP d[quIasus p uolysonb osun 980 )

Les graphes de exp et In sont symétriques par rapport a la droite y = x.

Grace a cela, on peut construire le graphe du In : regardez la vidéo construction de In via exp.gif.

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

e But : On veut démontrer que exp et In sont symétriques par rapport a la droite y = «.

e Traduction du but : cad que pour (z,exp(z)) un point du graphe de exp, on veut mq (exp(z), x)
est sur le graphe de In.
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Or si on note y = exp(x) alors par définition du In, = In(y) donc (exp(x),z) = (y,1n(y)) est un point
sur le graphe du In.

Voici le graphe du In. Cette fonction n’est pas définie sur les réels négatifs ou nuls.

Questions
FExpliquez comment tracer In & partir de I’exponentielle.

4.3.2 Propriétés

Nous avons vu a la section [£:2.2] que I'exponentielle possédait plusieurs propriétés algébriques dont le fait
qu’elle transformait I’addition en multiplication. Les fonctions In et exp étant réciproques I'une de l'autre,
la fonction In va récupérer les propriétés inverses de I'exponentielle. En particulier In transforme la multi-
plication en addition. L’objectif de cette section est donc de recenser et de démontrer ces propriétés.

e In(1) = 0.

1
e Pour tout = > 0, IH(E) = —In(x).
e Pour tout z > 0,y > 0, ln(g) = In(z) — In(y).

e Pour tout z > 0, ¢ nombre rationnel, In(z?) = ¢ln(z).

Preuve :

e Pour tous les points numérotés, donnez un argument.
Ces propriétés sont des conséquences de la proposition 2] et de la remarque [3} L’idée est la suivante :
pour montrer que X =Y il suffit de montrer que exp(X) = exp(Y’) car alors In(exp(X)) = In(exp(Y))
et donc X =Y.

e On sait que exp(0) =1 d(olr)Lc In(exp(0)) = In(1) d&?}c 0=1In(1).

1
e Soit > 0. Posons X =1In(—) et Y = —In(z) et montrons que exp(X) = exp(Y).
x
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exp(X) = exp(in(1) =

(
exp(Y) = exp(—In(x)) = exp(In(z™1)) 5 7t = exp(X).
e Soient z > 0,y > 0. Posons X = ln(g) et Y =In(z) — In(y) et montrons que exp(X) = exp(Y).
Y

Or exp(X) = exp(ln(g)) 5
et exp(Y) = exp(In(z) — In(y)) = exp(In(z)) exp(— In(y)) 5 zexp(ln(y™")) 5 zy ! = exp(X).

e Soient x > 0, ¢ un rationnel, Posons X = In(z?) et Y = ¢In(z) et montrons que exp(X) = exp(Y).

Or exp(X) (E) x? et exp(Y) = exp(qln(z)) (ﬁ) exp(In(z?)) (1:2) x? = exp(X).

‘0 < oy anod = = ((z)ur)dxs : (gT
uoryisodoad e op 9j911doad sy e[ 9590 & (T
‘0 < x 1noy anod x = ((z)ur)dxa : (0T

‘0 < x 9noy anod = = ((z)ur)dxoe :
uougsodOJd e[ op 99911doad owRY e[ ASIIIN WO 10 ) < T noj anod x = ((z)ur)dxo : (
(a)dxa (n)dxo = (a 4+ n)dxe : (

‘0 < x 9noy anod = = ((z)up)dxs : (

‘0 < x 9noy mod x = ((z)ur)dxe : (
uou[sodOJd e[ op 9991adoad owRy e[ 99,0 : (
‘0 < & 9noy anod = = ((z)up)dxs : (

‘1991 = 9nog anod x = ((z)dxa)uy : (

(@) = (v)ug s10pe 0 < g =D 15 : (

Toutes ces propriétés sont évidemment trés utiles pour les calculs en pratique.

Il est temps de consulter la vidéo : SF81, SF32, SF 33 In et exp.

— Questions :

e Faites les questions pas encore faites des exercices [3 [0} [I] pages [I5] [16] et [I5]

4.3.3 Applications

La multiplication bactérienne

On considére une boite de Pétri dans laquelle le nombre de bactéries est multiplié par 2 chaque jour. Au
départ, il y a une seule bactérie. Déterminer approximativement le nombre de jours en lequel le nombre de
bactéries aura passé les 10000 unités.


https://www.youtube.com/watch?v=CH0A7GElsEg
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— Questions :

Pour répondre a ce probléme,

e traduisez-le mathématiquement : recenser les informations, donner des noms de variable & ce
qu’on cherche, écrire chacune de ces informations en langage mathématique.

'0000T < Ng onb [99 y 10ANOI) : s9jrUn 0OOOT SO
9ssed eIne sa11910eq op aIquiou 9] [anba[ ua sinol op aiquiou 9 juswasljyeuwrixordde TouTULILgY(

Ngg = TtNg : ol anbeyo g red orpdiynuu 9so soLI9)dRq SP SIqUIOU O]

‘1 = 0g : 811990%(q 9[nas aun e A {1 ‘gredop ny

' N Inol ne sorr9joeq ap dIquiou o Ng 90 Inol o] Af 930U UQ

e réfléchissez en quoi la fonction In pourrait intervenir.

*0000T 9ssed 'Ine soLI}deq 9P dIqUIou 9] ‘sinol FT ug

(z)ur

(oT)ut
[] woryisodoud e op ¥ ejerzdord  (oT)ury < (Z)U[N =

HOII!S 9[[9!1{]9[10(1)(9‘[ ‘SC”OJP e SI{DH’BS Sp H[ Q[ queuexd uo (170[)11[ 2 (Nz)u[ < OOOO'[ 2 NZ

(z)ur red s9300 XNop SO JUBSIAID UD <N =

10
‘00001 < NC onb [99 A/ 2UOp dYdIBYD U ‘NC= Ng onb sdousi1imoar red arjuowr uQ

Tracé en échelle logarithmique

On dispose des données suivantes du champ magnétique B en fonction de la distance :
d (cm) 30 | 25 | 20 18 16 14 | 13| 12 11 10 9 8 7 6
B (Tesla) | 1.85 | 3.5 | 6.75 | 9.05 | 12.65 | 18.5 | 23 | 28.8 | 36.4 | 47.25 | 62 | 84.5 | 120.8 | 179

On sait qu’il existe deux constantes C' et « telles que B = C'd®. Comment trouver a?

‘¢— = 0 10anor} mod ojuad e[ AII] OP SIO[R BIPNS [[ O 959 djuad ©[ JUOP S}IOIP dUN
ZJIDANOI) SNOA ‘((7)U[ P UOIpOUO] us (g )UuJ zader) snoa 1s ouo (D)uf =q 10 (q)uy == ‘D = ‘(g)uy = fi

29A® q + x» = fi w0} [ Op 180 19D (D)ul + (@)ur© = (,P)ul + (D)ul = (g)u[ siofe ,pH = g owwo)

Pour aller plus loin : Compter le nombre de chiffres d’un nombre

In(x)
In(10)
qui vaut 1 en x = 10. Notez que cette fonction est simplement une constante fois le logarithme népérien :
elle conserve donc toutes les propriétés calculatoires vues dans ce chapitre.

Quel est le nombre de chiffres de 72") 2 Pour cela, on vous donne accés a la fonction log;, : = —

*SOIYPIYO
998 ¥ N/ 2uod '8€'G98 = TGF8'0 X F2OT ~ (4)°'3orvz0r = (2)7"901 4,z = (N)°'For 2uop (o) = N 1L

1 snid
(N)Ot8o] op aagrue or9red el 980 d duo( ‘T — d juaryqo uo ‘(A7) °tSor op arg1jue orgred e Pusid UO IS dUO(

"ajuressIoI0 uoljouoy oun jse 0TSof enbsmd d > (N7)0T801 S T — d ouoQq
.01 > 66 > 01 ‘o[dwoxe red
WO >N > 1—q0T PyLIRA 1 ‘saagryo d epessod N siquiou un 1§

Pour aller plus loin : dessiner n’importe quel produit

On vous donne deux réels strictement positifs et y, donnez une stratégie pour dessiner xy sans aucun
calcul!

279.5
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(Azyup @

(fi)ur
(fix)ug

‘iz 1tuagqo anod offerjusuodxa |
red oSewr uos orpuaid op smd x sop oxe,] Ins 19310dox of op Jyns 1 ‘(Az)ul 9orI) JuRAY ‘(SUWIWOS SuUN
Iouissop juaweloe) jes uo) (A)ul + (z)up = (Az)ul nea mMb SWWOS INS] DUOP 40 dYUUOPIO U sjrpoadsor
sourty1reSo] sanaf 1aulssop nod uo ‘fi 1o T jreuuod uo swwo)) ‘(fA)ur+ (z)up = (fix)uf onb IosIIIN, P 180 99PI,T

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.




Exercices du chapitre 4

4.1 Travailler les savoir faire

Exercice 1

e SF9 :Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)

Soit € R, & > 0. Ecrire sous la forme 2, avec p € Q, les expressions suivantes :

L 6. («2)"”
X
22 7/2
2.5 7. _x5
7 @d/3
X
3. 8. ¢/ ¥z
-2
4 F - 9. Jxx
_,1;—3

B

5. (x2/3> (ac5/2) 10.

Exercice 2 QCM-667

<

e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In, exp et en
connaitre les caractéristiques ?

. 1
A quoi est égal In <—> ?

e
1

O —=
2

01

O -1

Exercice 3

e SF31 : Connaitre les valeurs importantes de In/exp

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 13.1, 13.2, 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In,
exp et en connaitre les caractéristiques ?

Que vaut :

13
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1. In(1) 5. In(ab) pour a > 0,b > 0.
2. ¢ 6. ln(%) pour a > 0,b > 0.
3. In(e®) pour z € R 7. ¢"*? pour a € R,b € R.
4. @ pour z € Ry 8. ()’ pour a € R,b € R.

Exercice 4 QCM-541

e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In, exp et en
connaitre les caractéristiques ?

Que vaut In(v/3) ?
O —21n(3)
0O In(3)/2
0 V21n(3)
oo

Exercice 5 QCM-537

e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression
e SF33 : Savoir utiliser les régles de calculs avec exp pour simplifier une expression

Quelle est la valeur de In(e%) — 47
oo
o1
02
O3

Exercice 6 Simplifications

e SF9 : Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)
e SF33 : Savoir utiliser les régles de calculs avec exp pour simplifier une expression
e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression

Avant de résoudre l’exercice, avez-vous lu la partie 13.1, 13.2, 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In,
exp et en connaitre les caractéristiques ?

Simplifiez les expressions suivantes :

) 243° A n8"tl ;11
" 5332227 " (n+1)8 3 4 )
2. V128, 5. %' 8. €2 —In(3) ~In(3).
t 1 1 <e2)2

Exercice 7 Formules de produit/somme de In et exp
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e SF34 : Connaitre la définition d’une puissance non entiére
e SF33 : Savoir utiliser les régles de calculs avec exp pour simplifier une expression
e SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression

Simplifiez si vous le pouvez (écrivez “aucune simplification possible” si vous Iexpression ne peut pas etre
simplifiée) :

1. e%b =

4.2 Exercices de niveau Avancé et expert

Exercice 8 Niveau avancé
On admet toutes les formules du cours sur le In. Redémontrer le maximum de formules concernant I’expo-
nentielle en partant des formules du In. (Si vous étes bloqués, les preuves sont dans le poly de cours).

Exercice 9 Niveau FExpert

En admettant que pour tout z,y > 0, In(zy) = In(z) + In(y) et exp(ln(z)) = z, expliquer comment a 'aide
des graphiques des fonctions exponentielles et In, on peut placer graphiquement le produit zy sans aucun
calcul.

Exercice 10 Niveau Fxpert

Dans cet exercice, vous aurez besoin de maitriser la notion d’intégrale (AAV 11) pour les questions. On
xr

. dt . e o
définit le In par In(z) = 7 pour x > 0 et on ne peut dans cet exercice utiliser aucune propriété connue

1
du In hormis le fait qu’elle soit continue sur R’ . On ne peut sauf indication dériver In. On admet que tout
réel est limite d’une suite de nombres rationnels. On admet aussi que si f est continue en a un réel et que
si une suite z,, tend vers a quand n — +oo alors f(z,,) tend vers f(a).

1. Expliquez graphiquement puis par un argument mathématique rigoureux pourquoi pour 0 < = < 1,
In(z) <0 et pour > 1, In(x) > 0. Expliquez pourquoi In(1) =0

2. Que peut-on dire en termes de monotonie pour la fonction In. Expliquez graphiquement puis prouvez
votre conjecture par un argument mathématique rigoureux.

3. Démontrez que pour tout z,y strictement positifs, In(zy) = In(z) + In(y). On pourra penser au cours
du raisonnement a effectuer un changement de variable.

1
4. En déduire que pour tout x > 0, 1n(;) = —In(z) et que pour tout n € N,In(2") = nln(x).

5. En déduire que pour tout z > 0, pour tout k € Z, ln(:nk) = kn(z).
6. En déduire que pour tout = > 0, pour tout p € Q,In(z”) = pln(z).
7. En déduire que pour tout = > 0, pour tout a € R,In(z%) = aln(zx).
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Chapitre 5

AAV 9 : Utiliser les nombres complexes

Liste des Savoir-Faire du chapitre :

O SF 212 : Savoir placer des angles (angles remarquables, x, Pi + x, ...), leurs cos et leur sin sur un
cercle trigo

SF 46 : Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo

SF 47 : Connaitre les formules basiques d’addition

SF 48 : Savoir résoudre des équations trigonométriques simples (type sin(x)=1/2)
SF 1189 : Savoir placer un point dans le plan complexe

SE 77 : Savoir manipuler la forme algébrique

SF 78 : Savoir mettre sous forme algébrique une fraction en utilisant le conjugué
SF 79 : Savoir mettre un nombre complexe sous forme exponentielle

SF 80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle

SF 213 : Savoir utiliser la technique de I'angle moitié pour simplifier une expression
SF 81 : Savoir résoudre une équation du second degré a coefficients complexes

SF 82 : Connaitre les formules d’Euler et les formules de Moivre

SF 1256 : Savoir identifier partie réelle et imaginaire

SF 1257 : Savoir utiliser I'unicité des parties réelles et imaginaires

Oo0oOoooooooboooog

SE 83 : Utiliser les formules d’Euler pour linéariser ou simplifier des expressions trigonométriques

5.1 Les fonctions trigonométriques

Nous vous conseillons avant de commencer de relire rapidement le petit paragraphe sur les fonctions trigo-
nométriques du cours de ’AAV3 : Trouver le lien entre une fonction et son graphique

5.1.1 Valeurs remarquables

Il est temps de consulter les deux vidéos : SF46 intro cercle trigo (Connaitre les valeurs particuliéres
des fonctions trigo) et SF46 Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo.

(=],

17
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Soit 2 un réel, alors cos(z)? + sin(x)? = 1.

— Questions :

e Expliquez géométriquement d’ou vient la proposition []? De quel résultat découle-t-elle ? Si vous
ne savez pas répondre & la question il faut reprendre ’explication donnée dans la vidéo SF46
intro cercle trigo (Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo).

e Faire l'exercice [I1] page [A7]

5.1.2 Formules trigonométriques

Il est temps de consulter la vidéo : SF 47,212 Connaitre les formules basiques d’addition, placer des
angles sur un cercle trigo.

Dans cette vidéo, nous avons admis la proposition suivante.

e cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

La vidéo donne aussi une vision géométrique des propriétés suivantes.

e cos(—z) = cos(z) (cos est paire).

e sin(—z) = —sin(x) (sin est impaire).
e cos(m — x) = —cos(x).

o sin(m — x) = sin(x)

. cos(g — ) = sin(z)

o sin(g —x) = cos(z)

Preuve a faire par tous :

A Taide de la proposition [7] et des deux premiéres propriétés, redémontrez les quatre derniéres proprié-
tés.



https://www.youtube.com/watch?v=dxBJoLmzHqg
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0= (E)SOD ‘1= (E)ugs 10 oared 380 SO0 IeD (z)soo =
i i
[2] woryisodoad ey seade,p (E)soa (z—)uts + (x—)soo (E)ugs = (z- E)u;s:
L r pra
.
4 . 4
T = (=)us‘g = (—)soo 30 aaredwir 99 UIS ILD (z)urs =
i 7
[2] worysodoad wer sexde,p (r—)uts (E)u;s — (z—)soo (E)soo = (x- E)soo
i i i
.
0 = (2)uts‘T— = (1)soo 9o axredwr 380 UlS IeD (z)urs =
m uorjisodoad ey seade,p (2)soo (z—)uts + (x—)soo (x)uts = (= — x)urs
.
0= (2)urs‘T— = (1)sod 90 axred 31s0 SO0 18D (z)so0 — =
[2] worysodoad er seade,p (z—)urs (x)uts — (x—)so0o (£)s0d = (T — £)s0d

Questions :

e Faites D'exercice [I5] page [A8]
e Expliquez graphiquement ce que signifie le fait que cos soit paire et que sin soit impaire ainsi que
la formule cos(g —x) = sin(z).

5.1.3 Equations trigonométriques

Il est temps de consulter les deux vidéos : SF 48 : savoir résoudre des équations trigonométriques
simples (partie 1 et 2).
Al

— Questions :

e Construisez sur un dessin les solutions de cos(z) = - Expliquez pourquoi elle a une infinité de
solutions sur ce dessin sans aucun calcul. Si vous ne savez pas répondre, repassez sur la vidéo.
e Faire deux exemples de I'exercice 28] page 51}

o Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

5.2 Pourquoi les nombres complexes

Au moyen-age, un des domaine de prédilections des mathématiciens était la résolution des équations algé-
briques de degré 3. Vous avez résolu des équations algébriques d’ordre 1 comme x +4 = 0, d’ordre 2 comme
x? —4x + 1 = 0. Les solutions de ce type d’équation étaient connus de I’époque et les mathématiciens
s’attelaient a des équations de la forme 23 + px + ¢ = 0. Ce sont ces études qui les ont mené a la découverte
et I'introduction des nombres complexes.

Afin de comprendre, 'origine des nombres complexes, revenons a une équation algébrique que nous connais-


https://www.youtube.com/watch?v=_7MVz-XSVzs
https://www.youtube.com/watch?v=nrj5nBGAtbQ
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sons :
2 =2 = 27 -2=0 <= 22— (V2)’ =0 <= (- V2)(z+V2) =0
Cette équation pas trés originale méne aux solutions suivantes.
z=—V2ou+2

Une dose de transgression mathématique :

Essayons d’ouvrir de nouveaux horizons. L’audace est souvent a I'origine de belles découvertes. On vous a
toujours dit que 22 + 1 = 0 ne peut avoir de solutions réelles puisque z? + 1 est supérieur a 1. Calquons
cependant la résolution ci-dessus sur cette équation :

P 41=0 = 22— (-1)=0 <= 2* — (V-1)’=0 <= (z—vV-1D(z+V/-1)=0

ce qui donnerait,

r=——1ouv-1

A priori ce raisonnement est choquant dans la mesure ot on se permet d’écrire le nombre v/—1. Normalement,
on ne peut prendre la racine carrée que d’'un nombre positif. En d’autres mots, le carré d’aucun nombre
réel ne peut valoir —1. On aurait pu en rester a cette contradiction apparente sans les travaux de del Ferro,
Tartaglia et Cardan sur les équations algébriques d’ordre 3. Ces mathématiciens parvinrent & trouver une
solution de z® + px + ¢ = 0 sous la forme suivante

x%“m*%‘km
2 2 '

Rien de surprenant a priori sauf que pour Péquation z>—15x — 4 = 0, on obtient la solution suivante.

T = {/24—\/—1214— </2—\/—121

A nouveau, notre instinct nous dirait que cette solution est fausse puisqu’elle contient la racine carré d’un
nombre négatif.

Un dénouement étonnant :
Sauf que, si on calcule (2 +v/—1)3 :

(24V—1)? = 8+3x4xv/—1+3x2xv/—1 +(vV—1)% = 8+12y/—1—6—v/—1 = 2+11y/—1 = 24+V121V/—1 = 24+/—121

Autrement dit /2 ++v/—121 = 2+ v/—1 et de méme /2 —v/—121 =2 — /—1.

En rassemblant cela, on a

T=2+4V-14+2-/-1=4

et 4 est bien solution puisque
43 —15x 4 —4 =164 —60—4 = 0!

Bien comprendre ce qu’il s’est passé :

Résumons : on est parti d’une équation bien réelle, on a trouvé une vraie solution réelle tout en cela
en faisant des calculs manipulant un nombre "a priori illégal". C’est 1a ou il faut ouvrir son esprit. Certes
ce nombre n’est pas réel puisqu’aucun réel n’a pour carré —1, mais il faut bien admettre que le calcul
marche! La ou la raison pousserait a rejeter ce type de calcul, le mathématicien définit un nouveau nombre
qu’il appelle ¢ qui n’est pas réel. Ce nombre ajouté & I’ensemble des réels permet de construire les nombres
complexes.
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~ Ensemble des nombres complexes
—5+12 : 144
i

Ensemble ves réels 4

23— 150 —4=0 Solution : z = 4

0 —I

=12

Comme on peut le voir sur le schéma, pour trouver une solution réelle & une équation algébrique réelle, on
fait un détour par ’ensemble des nombres complexes !

5.3 Forme algébrique d’un complexe

5.3.1 Définition

Depuis votre plus tendre enfance, vous faites des calculs sur les réels (addition, soustraction multiplication,
division). A partir d’aujourd’hui, nous introduisons un seul nouveau nombre.

Définition 3: Nombre ¢

On définit le nombre i comme le nombre dont le carré vaut —1. Autrement dit i2 = —1.

Avec ce nombre, nous nous autorisons a effectuer des calculs (addition, soustraction multiplication, division)
en utilisant les mémes régles que sur R et nous cherchons & définir tous les nombres qui pourraient étre issus
de ces calculs.

— Questions :

e Calculer 7%, 34+ — (2 xi—4) et (3+1i)(4 — 2i).

VI = W9 —Cl = —)(+E) e
t-Ll=vt+w—tte=F-1xg) —tte e
‘[—:ZZ L]

On peut remarquer que tous ces calculs aboutissent a la forme générique suivante : a + ib ou a, b sont deux
réels. Cette forme sera appelé forme algébrique d’'un nombre complexe.

Définition 4: Nombre complexe

On appelle un nombre complexe un nombre de la forme z = a + ib o a, b sont deux réels.

e Le réel a est appelé partie réelle de z et est noté Re(z). Le réel b est appelé partie imaginaire de
z et est noté Im(z).

On appelle forme algébrique du complexe z la forme z = a + ib.

L’ensemble des nombres complexes est noté C. On a C = {a + ibla € R,b € R}.

On dit qu'un complexe est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle : z = ib pour b € R.

Tout nombre réel x peut s’écrire x = x+0 X i et donc est un nombre complexe. En termes ensemblistes,
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cela signifie que R C C.

— Questions :

e Parmi ces nombres complexes, déterminer leurs parties réelles et imaginaires. Lesquels sont réels 7
imaginaires purs ?
2,43, (2 —4) (5 —i).
“nd srreurSew! U ‘[O91 U 4SO U 2, — 6 = 2 +1G—1g — 0L = (¢ —g)(*—7T) e
-ind aareurSewr 380 1— = Xt =_,1 e

9T [— = 2 @

Soient z1 = a1 + iby et zo = as + iby deux nombres complexes. Si z; = zo alors leurs parties réelles et
imaginaires sont égales :
a; = a2
{ b= b

Preuve a faire par tous :

Dans cette preuve expliquez, chacun des points numérotés :

Supposons que z; = zy c¢’est-a-dire que a; + iby = ag + 1bs.
Aéo)rs ay — az = i(ba — by).
1
a, —a .
Si by était différent de by, al(og“s ﬁ = 1. Dogzc 1 est un nombre réel ce qui est absurde.
2 2 — 01 3
Donc by = by et d(m}c a1 = as.
4

‘0 = %0 — tp ouop (19 — %q)1 = &» — Ip anb na e uwo : ()
19—
*S[991 XNap 9p jusrjonb swwod [991 UN 99 % 2 ()
D — Ip
‘0 # 19 — Tq 1ed 19 — %q red $9)Qd XNap $O] JSIAIP UO : (g)
*9110Ip 9P dWId) o] suep 2 Ied 9s11010€] UO 10 g2 + &» $9100 XNap Sap Jreisnos uQ : (1)

— Questions :

e Donnez deux nombres complexes différents ayant méme partie réelle, un nombre complexe a
partie imaginaire nulle et un nombre complexe & partie réelle nulle.

0 9191 o13a1ed anod e 2 30 () aareurdewr o13red mod e T [091 o ‘T o[[ea1 a1jpred inod uo 154+ T 10 2+ T

5.3.2 Représentation géométrique et affixe

Dans cette partie, nous cherchons & avoir une vision graphique des nombres complexes. Pour cela la pre-
miére chose & remarquer et qu'un nombre complexe z = a + b est caractérisé par sa partie réelle a et sa
partie imaginaire b. Il a donc en quelque sorte "deux coordonnées". Pour cette raison, on adopte la méme
représentation graphique que celle utilisée pour les vecteurs a deux coordonnées.

Définition 5: Affixe
Soit M = (a,b) un point de R?, on appelle affixe de M le nombre complexe z = a + ib.

La représentation graphique qui en découle est la suivante : en abscisse, on place la partie réelle et en
ordonnée la partie imaginaire. Pour voir comment faire en pratique, regardez la vidéo suivante :
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Il est temps de consulter la vidéo : SF 1189 Savoir placer un point dans C.

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions,/propositions,/-
théorémes de la partie.

e Placer les 6 premiers points de ’exercice [18 dans le plan complexe.

5.3.3 Opérations algébriques sur les complexes

Cette section concrétise les calculs sur les complexes faits auparavant. Elle a pour but de montrer que
sommer, soustraire, multiplier, diviser des complexes donne comme résultat un nombre complexe. Cette
stabilité n’est pas quelque chose de garanti comme le montrent ’exemple suivant :

e Si on divise ou soustrait deux entiers naturels (deux éléments de N), on ne reste pas forcément dans

2
N:26N,36Nmais§¢Net2—3:—1§éN.

Somme/différence

Soient z € C,2' € C, alors 2+ 2 € Cet z — 2’ € C.

Preuve :

e Ecrivez les hypothéses et traduisez-les.
e Ecrivez le but et traduisez-le.
e Démontrez alors la proposition.
D3 Z—21 )3 z+zou0(Qq
'JHQHHQ!AHOQ
‘s[e91 sop uelq juos nb ‘/q —q = /g‘/n — D = /D‘/q +q = g‘/v + » = o Suop '(/q —qQ) + (/’D — D)
=p—-p-—q+v=(g2+ ) (@e+v)=z-21(9+qr+(p+0)= g+ p+q@+v= 2+210

,9@ —+ o= 57—z gr+ 0 = Z + z onb sy /g ‘/70 ‘g ‘0 s[e9d sep 9ISIXa [I : uoljonpedy,
D3 F—-2¥W¥)D3 F+z:mg

Qv+ 0=z + » =z onbspE) q° QD SPEIT SOP 9ISIXA [I : UOIONPEL],

23 2D 3 7 : seseyjodAy

Produit

Soient z € C, 2’ € C, alors 22’ € C

Preuve a faire par tous :

e Ecrivez les hypothéses et traduisez-les.

e Ecrivez le but et traduisez-le.



https://www.youtube.com/watch?v=iO-uS4vxLX8
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e Démontrez alors la proposition.

‘D 3 7z duoq

. ‘ ¢ — ¢ 00 — —
JUBUUSIAUOD ‘S[991 SOP ULIq Juos mb * g + qv = ¢ 99 — DD = © duop

2 red juesrI0joR] US 30 [— = gt e (,pq+ gv)r + 99 — oo =
jueddopeagp uo 9.2+ 09t + qot + v =
@+ p)(@+0)= 2z
10
gr+o = 2z onb s[o) ¢ ‘O S[e91 sop 93SIXd [I : UOoIjoNpeL], e
D > /ZZ ting e
A+ o= 22+ v =z onbsP) q°Dq‘D S[OT SOP IISIXD I : UOIPONPRL],
L]

22 2D D z : seseyjodAy

Il est temps pour vous de passer a la pratique : votre objectif est de savoir additionner soustraire et multiplier
des complexes & la fin de cette partie. Pour cela regardez la vidéo suivante :

11 est temps de consulter la vidéo : SF 77 Savoir manipuler la forme algébrique d’un nombre compleze.

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

e Faire deux questions dans l'exercice [19] page [19]

Conjugué d’un complexe
Définition 6: Complexe conjugué

Soit un nombre complexe z = a + ib. On appelle conjugué de z et on note z le nombre complexe
Z =a —ib.

Etant donné un complexe z, z = 2.

Pour tracer le conjugué d’un nombre complexe, il s’agit d’en faire le symétrique par rapport & ’axe des
abscisses.

a + ib

w
I

ib

—ib

Que vaut le conjugué d’un nombre réel 7 d’'un imaginaire pur ?


https://www.youtube.com/watch?v=nTv8tLs3mAs
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On constate que si z est sur I’axe des réels alors il est égal a son conjugué puisque cela revient sur le dessin
a choisir b = 0. Si z est imaginaire pur alors son conjugué est —z puisque cela revient & choisir a = 0 sur le
dessin précédent. Ceci est retranscrit par la proposition suivante.

Soit z € C,

e 2 est réel si et seulement si z = Z.

e 2 est imaginaire pur si et seulement si z = —Z.

Preuve :

Dans cette preuve expliquez chacun des points numérotés :

Soit z =a+1ibe C

e 2=7Z <= a+ib=a—ib < 2ib=0 < b=0 <= z est réel.
(1) (2) (3) (4)

e z2=-% <= a+ib=—(a—ib) < 2a=0 < a=0 < 2 est imaginaire pur.
(5) (6) (7 (8)

-ind aareurSewt 180 Q1 = q1 + 0 = 2 : (Q)

¢ Ted $93Q0 XNop Sop 9SIAIP UO : (1)

Q2 — D $9300 XNop sop 9inofe uo : (9)

2z 19 z Juowdduurs eoe[dwer uo : (g)

1991 959 » onbsmd [991 959 D = @2 + D = 2 : (§)
1g Ted $9100 XNOp sop 9SIAIp Uo : (g)

Q2 + D— $9300 Xnop sop 9jnole uo : (g)

2z 19 2z Juowaldurrs eoe[duwer uo : ()

La proposition suivante recense quelques formules importantes sur le conjugué :

Soit 21 € C, 29 € C, alors

® 21 + 20 =721 + 2Z5.
® 21— 29 :Z_l—z

® 2129 =21 29.

Preuve :

e Ecrivez les hypothéses et traduisez-les.
e Ecrivez le but et traduisez-le.

e Démontrez alors la proposition.
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‘%z X Iz = %z1z ouo(Q

1 red juesiioloej uo 30 1— = g} 1@ (3qtv —+ Z'otq)_z — %qlq — Tpip =
yueddoporgp uo (thq)zz 4 29Ty — eplqr — En D =
ongnluod np uontuyop red (292 — ep)(1q2 — ) = (M)(IW + 1)
‘sanaq[re reJ
ongnluod np uoniuysp red (2q™ + ep1q)? — %qlq — TpIp =
2 Ied JUeRSLIO)OR] US 10 [— = gt e (2qIv + eplq)1 + 2qlq — Toip =
yueddoforgp uo (2Q1qzr + 2qivr + Tolqr + Tolp = (%q1 + To)(1qr + Iv)

10
'2q1 4+ Tn1qr + o = (%92 + %v)(1qr + Ip) : uolonpedy, e
Czlz =%z1z : g e
L]

'€qQ1 4 p = Tz ‘1q1 4 Ip = Tz onb s[e) %q ‘Zp ‘1q ‘Ip S[E9I Sop 99SIXd [I : UoIdNPeL],
DD %% ‘) > Tz : sespyjodAH e
: 97911doad awIISIOL],

"2z + 1z = &z + Tz buo(g

ong8n(uod np uonpiuygp red 2qQ1 + o 4 Iqr + o =
qyueddo[eagp ue m + m

ongnluod np uoniuygp red (291 4 19)1 — ev + v
1 red juesIojoej uo (292 + 19)r + ev + Ip

eqr+ o+ lqp+ o

10
2qr + %o + Iqr + o = %92 4 @0 4 1q1 + v : uorgonpedy, e
Tz lz =24 lz:ng e
'eQr 4 p = Tz ‘191 4 Ip = Iz anb s[e) %q ‘Zp ‘Iq ‘Ip S[091 SOp 99SIXa [I : UOIONPpRI], ®
DD %) > 1z : seseyrodAH e
: 9391adoad sagrwaag

Continuons & faire des liens entre un complexe et son conjugué. La proposition qui suit est importante car
elle va nous permettre de faire des divisions de complexes. Elle permet notamment d’assurer qu’un quotient
de complexes reste un complexe.

Soit z € C, alors 2z est réel.

Preuve :

e Ecrivez les hypothéses et traduisez-les.
e Ecrivez le but et traduisez-le.

e Démontrez alors la proposition.

‘[991 180 2z ouo(g
‘quos of q ‘p anbsimd (091 980 24+ ;P 10

I— = 2 e A+ 0=
jueddoleagp ue 295t — qP1 — Q2 + o=
ousnfuoo np uoruyep red (@@ —o)(qr+0) = (+2)(q¢+ D)

10
‘0 = (92 + 1)(q2 + ») anb {99 [991 © 93SIXd [I : UOIONPEI],
‘[991 980 27 : Ing

‘q1 + » = z onb s[9} q ‘D S[091 SOP 99SIXd [I : UOI}ONPEL],
0 D 2z : seseyodAH e
: 93911doad sagrwaag

zZ est ce qu’on va appeler le module au carré.
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Questions :
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e Placez dans le plan complexe, les complexes qui sont égaux & leur conjugué, puis ceux dont la
somme avec leur conjugué vaut 0.

sind soareurdewl sop oxe,[ INS JUOS () INBA INSN[UOD IND] D9AR SUIUWIOS B[ JUOP XNOY) "S[99I SOP

axe [ Ins juos 9nIn(uod Ina[ ® xned9 soxa[duwrod sory @uom;sodmd ©[ Op 93Ipal oun 3so uoiysenb 93300

Quotient
. , z
Soient z € C, 2" € C — {0}, alors — € C.
z
Preuve a faire par tous :
Multiplication par le complexe conjugué. Soient z = a +ib € C, 2’ = a’ +ib’ € C. En multipliant
1
a — b . z . z . ..
par P le quotient — démontrer que — € C. Pour cela n’oubliez pas avant d’écrire le but et de le
a —1 z z
traduire.
/Z
e - Pued
“JUSUUSIAUOD S[9Q1 SOp juos mb o(0) + 5(,7) =ge 2() +2(7) = 0 ouo(]
4P — ,Pq 49 + ,ov
SUOI}ORIJ OP SWIWOS 9P SWOIXE () + 2(,?) 4 (@) + 2(?) =
AP0 — P9 49 + ,ov
2(9) + 2(,?)
2red questiojoej sind jueddoes9p uo =
(9o — pa)r + 90 + va
[Z1] worysodoad ey sexde,p @ +elm) =
(a2 = p) (a2 + )
(9 — m)(,90 + »)
suorjoerj op jmpoid np oworxe _— =
(a2 — ) (@ + )
At — 0 9t — /P 9+ ,p
=" 1eo A b L
ar— ar— o qrt+o
juederdurar us M = Ll
@+ z
10
g4+ 0= Uk onb [0 s[ea1 ¢ ‘0 99SIXd [I : UOIONPRIL, e
z
2z
232 :mg e
z
Tt p= g
1 Q4D = zonbsp)Q# qQno (g F# D oA QD 10 q‘D S[PR1 SOP 0)SIXD [I : UOIONPEIL, ©
{0} =03 #7027 : soseyjodAy e
: 9991adoad sagrwaag

Et en pratique comment calcule-t-on un quotient de complexes ?

On fait exactement ce que vous venez de faire dans la preuve! Pour un exemple de calcul, regardez la vidéo

suivante :

Il est temps de consulter la vidéo : SF78 Savoir simplifier une fraction complexe a l’aide du complezxe
conjugué du dénominateur .



https://www.youtube.com/watch?v=4xOcWZpkus0
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— Questions :

Faire les questions a,b,c de I'exercice [21] page [50}

On peut montrer que le conjugué d’un quotient est le quotient des conjugués.

Soient z; € C, 22 € C — {0}, alors
<21> zZ1
o ([ — | =—.
z9 z9

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

Dans cette preuve expliquez chacun des points numérotés :

Soient z1 € C, 22 € C — {0},
Alors 2 Zl—?
29 (1) 2222

Z1 1 —— 1 _ Z1
Donc | — )| = —2z172 = —Z122 = —.
Z2 ) (2) 2222 (3) %2Z2 (4) %2

%z red oyrduis uo : ()
onbrewnar e[ 0 221z = Zz 1z :[¢1|uorpisodoad e

Tz2z
ssne asI[IIn uQ 'uo;qgsodOJd) on38n(uod uos ¢ (839 150 — : uorgisodoad : (g)
Tzlz = Tzlz ¢
¢z

‘T = = xed ordyynut uo : (|
tz

JUOP [991 980 22Tz

uoryisodoad : (g)
)

— Questions :

e Expliquez pourquoi multiplier par le conjugué du dénominateur permet de faire disparaitre le @
au dénominateur.

‘[991 un 3so z|z| = zz Ied 1 o[ aayreredsip j1e] ondnluod of red toridiynn

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

5.4 Forme exponentielle d’'un complexe

Nous avons vu que pour caractériser un Im(z)
complexe z, il suffit de connaitre sa par-
tie réelle Re(z) et sa partie imaginaire
Im(z). Dans cette partie, nous montrons
qu’il existe une autre fagon de le caractéri-
ser a l'aide de la distance qu’il a avec 1’ori-
gine et l'angle qu’il forme avec l'axe des
abscisses. Cette distance est ce qu’on va ap-
peler le module est notée |z| et angle sera

appelé argument de z : 6 sur le dessin.
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Comment donc définir la distance a l’origine ?

5.4.1 Module d’un complexe
Définition et géomeétrie

Graphiquement, le module désigne la distance de z & l'origine du repére. C’est une mesure de la taille
d’un nombre complexe. Cette mesure correspond en fait & quelque chose que vous avez déja vu : la norme
euclidienne d’un vecteur de R

Définition 7: Module d’un complexe

On appelle module d’un nombre complexe z = a + ib la quantité |z| = V2zZ = v a? + b2.
Le module de z = 5 + 4i est |z| = /52 + 42 = V41.

C’est exactement la norme euclidienne d’un vecteur (a,b) qui vaut v/a? + b2 !

Comme nous l'avons dit précédemment, le module est un outil de mesure de distance : si on place deux
points M et M’ d’affixe z et 2" alors |z — 2’| est la distance de M a M' :

6,,

5,,

|z — 2

Soient M et M’ d’affixe z et 2’ alors |z — 2’| est la distance de M a M’.

Preuve :

Faites la preuve en posant z = a +ibet 2’ = a’ +1ib.
(,a¢,p) = N % (q‘D) = Jy Op POURISIP B[ 150 100))

s[mpowr np uoiyuyep red (,9—9q) + (o —2)/V =

2 1ed uorjestiojoej 3o juomroddorergp \(,q —qQ)r+ 0= | = \/z —z
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Questions :

e Dessinez dans le plan complexe, ’ensemble des nombres complexes de module inférieur ou égal
a 2.
*Z uokel op 10 () U9 9IJULd onbsip Np pIog ne No INLOLIPIUL] ® SINIS soxo[duod sop duop 313e,s

I ouIdLio [ ap g snyd ne 2duw)SIp ¢ JU0s S[1,nb aIIp INoA [0 ‘g © €39 NO INSLIYIUI S[NPOW 2P JUOS S[I,§

Propriétés algébriques

La proposition suivante est trés utile en termes calculatoires. Quand vous devrez calculer le module d’un
produit ou d’un quotient, il suffit de calculer les modules de chaque terme du produit ou du quotient et de
les multiplier ou diviser.

Soient z € C, 2’ € C, alors

o 22| = |2]|2].
z|_ |7
AENED

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

Dans cette preuve expliquez chacun des points numérotés :

Soient z € C, 2’ € C,

22| = V22’22 = V2237 = VaEV27 = |2|)7).
) @) 3) @

21y V2 \27 ) N 22 (1) o5 (8) |7
‘elnpom np HOIQ!UHQP 1ed : S
ﬁ = 4 ‘sjiyisod q ‘v anod : (L
LA

(
(
IIO[C”SOdO.Id 2 (

‘ompow np uonruyep red : (

‘ompow np uonruyep red : (

QADN = qo A syiisod q ‘o amod : (
‘999rrdoad swgtsiony : uorjisodoad : (
‘onpow np uorjruyep red : (

Pour calculer le module de

I . . .
-, une solution pourrait étre de le mettre sous forme algébrique afin

d’ensuite calculer le module. Cependant la proposition qui précéde assure que

i+ V2

‘1+i
1—d V2

1—13

ce qui permet d’étre plus économe en calculs.
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Nous avons vu que le module d’un produit
(resp quotient) est égal au produit (resp
quotient) des modules. En revanche, le mo-
dule d’une addition n’est pas égale a I’ad-
dition des modules. On peut le voir sur le
dessin L’inégalité qui suit traduit le fait que
tout coté d’un triangle est plus petit que la
somme des deux autres cotés.
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Soient z et 2’ deux complexes alors |z + 2| < |z| + |2

/|.

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

Soient z et 2z’ deux complexes.
On cherche a montrer que |z + 2'|* < (|2 +|2/[)? car

Or

Z+Z/2— 2|+ Z/ 2

o+ 2P = (2 + 11 =
(3)
(4)
(5)
(6)
< 0.
(7)

2zl =+ 2N S

Dans cette preuve expliquez chacun des points numérotés :

(z+2)(z +2) = |2 = |2'* = 2]z]2']

= 22+ 22 + 27+ 27 — |2)? — |22 — 22|
= 2'Z+ 22" — 2|2|||

= 2Re(22') — 2|2||7/|

= 2Re(z2') — 2|27|

‘999tadoad sxggmexd uoryisodoad :

(z)oye =7 + 7 1890 ,zz = z juesod uo :

‘a[npow nNp uonIuy9p e[ ¢ 90vis teyrduils ned uo :

quewroddo(eagp red 3o 93911dord argturexd : uoryisodoad e[ red :

‘owI9) puodds np juowaddoresgp 1ed 30 swieg Iotweld of anod ompow np uonuyop Ied :
1+ Ins ejuessIOI0 359 - A UOIROUO] B :

al(cg's on aura |z + 2’| < |z] + 2]

D= (2)2y ‘DD qr+1v=~zanod: ()

— Questions :

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer 1

théorémes de la partie.

jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-

es définitions/propositions/théorémes du chapitre

5.4.2 Argument d’un complexe

Graphiquement, un argument est angle que fait le complexe z = a + ib avec 'axe des abscisses. (6 sur le

dessin ci-dessous).
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Im(z)|=0b

Soit z = a + b un nombre complexe non nul. On appelle argument de z un réel 0 tel que

| =

cos(f) =

o

sin(9) =

x
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— Questions :

. . T 3T .
e Dessinez ’ensemble des nombres complexes d’argument compris entre 5 et i Parmi ces com-
plexes, dessinez ceux dont le module est plus grand que 1.

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions,/propositions,/-

théorémes de la partie.
*9)I0A
a11aed ®] 9A8[Us ® UO o[[onbe[ ® 98no01 a1pred e[ 358 T enb purid snid 3se snpow 9] JUOp Xnasd ‘sexerdurod

$00 TR "e3nod orpred e[ 189 — 10 — a1jus suidwod juswindie p soxo[dUOd SSIqUIOU S9pP 9[qUILSSUL ]
pIa pra

5.4.3 Formes trigonométique et exponentielle

Maintenant que module et argument sont définis, nous allons pouvoir définir la forme trigonométrique/ex-
ponentielle d’'un complexe.

Pour comprendre quelle va étre cette forme, commengons par la deviner géométriquement. Vous avez vu
que tout point du cercle trigonométrique a pour abscisse cos(f) et pour ordonnée sin(f) pour 6 un angle
donné. La forme complexe d’un tel point est donc cos(#) + isin(f). Ainsi tout complexe qui se situe sur le
cercle de rayon 1 s’écrit cos(6) + isin(6).

Prenons maintenant un complexe situé a distance |z| de l'origine. Comme on peut le voir sur le dessin, ce
complexe peut alors étre vu comme un multiple d’un complexe situé sur le cercle trigonométrique. Ainsi ce
complexe va pouvoir s’écrire sous la forme

z = |z|(cos(0) + isin(h)).

Ceci nous pousse a introduire la définition.
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6

z=|zle

t]z| sin(6)

Définition 9: Exponentielle complexe

Soit # € R, on définit €' par Iexpression

e’ = cos(f) + isin(h).

— Questions :

e Quel est le module de e pour 6 réel ?

T=1N=(9)us + (9)gs00/r = ,,2| U S ¢ Hos

Attention cet objet est une exponentielle évaluée en un nombre complexe, ce qui est nouveau. Vous ver-
rez plus tard que cet objet et ’exponentielle sur R sont deux cas particuliers de la fonction exponentielle
complexe.

Avant de passer & la forme exponentielle, on vérifie que cette nouvelle exponentielle vérifie des propriétés
similaires & celles qu’elle vérifie sur R.

Soient 6,6’ deux réels et n € N alors
A ei(0+0') _ 61‘061'0’

3 1
O 6—7,9 — eTg
. ein@ _ (eie)n

Preuve pour ceux qui veulent aller plus loin:

Pour les deux premiers points de la proposition
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e Ecrivez les hypothéses et traduisez-les.
e Ecrivez le but et traduisez-le.
e Démontrez alors la proposition.

Cette partie s’adresse o ceux qui connaissent le principe de récurrence.
Pour le troisiéme point, voici la preuve par récurrence : expliquez-en chacun des points numérotés.

Initialisation : Pour n = 1, c’est évident. 4 '
Hérédité : Supposons qu’au rang n € N*, ™ = (') et montrons que e'(
Or ei(n+1)0 _ emeew _ (ew)n(ew) _ (eiﬁ)n+1'

(1) (2) (3)

n+1)60 _ (eie)n+l.

‘soouessmd so[ ans sworxe : (g)

*90ua1INd91 op 9s9yrodAy xed : (g)

*I91yUOWYpP 9p judra uo,nb 9y9rrdord axgruead e[ 4800 & ()
9791adoad awIsIoq],

ogpuewap 93911dord e[ jualyqo uo ‘619 red juesiaip

ue ouod ‘T = 2 ‘4 O g Inod ‘roIyuOWYp op jJuala uonb 9jgradord slggméxd el sexde,q

2 = 2
0? 0 0v—

JoIrjuouwa
op juetA uo Nb 9D ISSIIIN JNeA XNOTW STEW UIS ‘SOD DdA® oImpel) o] jrerinod Uo : uorjoNpesy, e
01°
£ = 2:9ng e
T 01—

WOPT : UoIONpeRL], e
N D u 10 S[091 Xnop g ‘g : soseUlodAH e

9791adoad swgIxna(q

017017 = (e+a)” 2U0A
S0811) so[nuiio} sof seade, p
(,0+@)us? + (9 + g)sod =
2 1red juestiojoe] sid jueddojosgp ue
(,0)us (g)soo + (g)uts (,9)s00)2 + (,9)uts (p)uts — (,9)s00 (g)s0> = ((,@)utsz + (,9)s02)((g)wis 2 + (9)s00)

‘S[99I XNOP ¢ ‘g JuLTOg

((9)ursz + (,9)s00)((g)uis ¢ + (9)s02) = (,0 + g)ursz + (,0 + 9)soo : uooNpeL], o
.,97-89.13 = (/9+0)?9 g e

‘wepl : uorjonpedy, e

S[e91 Xnap g ‘g : soseyjodAH e

9191adoad sagrwieag
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Tout nombre complexe z peut s’écrire sous la forme z = |z[e?® = |z|(cos(d) + isin(h)) pour # un
argument de z.

Preuve a faire par tous :

Voici la représentation graphique d’'un complexe z = a + ib.
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Im(z)|="b

e En utilisant la trigonométrie dans un triangle rectangle, exprimer cos(6) et sin(6).

e En déduire que z = |z| cos(#) + i|z| sin(f). Conclure.

212l = ()uis 2]t + (g)soo |z]| = q2 + v = z ouog
‘(p)uts |z] = q 19 (g)s0d |z| = v ouoq
|| asnuajodfiy |z| asnuajodfiy
—=————— = (g)uls ‘- — = —————— = (g)so>
q soddo : D U200 [pD

'q1 + » neA z oxo[durod o

Comment met-on un complexe sous forme exponentielle en pratique ?

Il est temps de consulter les deux vidéos : SF79 Savoir mettre un nombre complexe sous forme expo-
nentielle (1) et (2) et SF80 Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle.

— Questions :

e Expliquez graphiquement les deux fagons (algébrique et exponentielle) de caractériser un nombre
complexe.

e Faire ’exercice (page [51] et les questions b et g de I'exercice 158 (page .
e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre

jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

5.4.4 Formules issues de ’exponentielle complexe

L’exponentielle complexe donne lieu a des identités qui vous seront trés utiles dans la suite de votre cursus
et notamment en physique.

Formules d’Euler

Soit 6 € R, alors



https://www.youtube.com/watch?v=YyGwOtfAn6A
https://www.youtube.com/watch?v=AvO37EcjCC8

5.4. FORME EXPONENTIELLE D’'UN COMPLEXE 37

Preuve a faire par tous :

Soit 6 € R,

e Exprimer e’ en fonction de cos(f) et sin(6).

e Exprimer e~ % en fonction de cos(f) et sin(f).

e En déduire la proposition.
11z red 1o g 1ed juewreArloadsal JURSIAIP UL $931[e39 XNp s9] suuop mb a0

(Qusig=,, 2~ 2
19
(g)soog = g2t o

0?
ouo

oaredwr 9s9 urs 3o aared 380 s00 1eD “(g)uIs? — (9)s0d = (g—)uisz + (9—)so0d = 02 ®

‘(p)uts 2 + (g)sod = 0® ®

Formules de Moivre et linéarisation

Soient n € N, 6 € R, (cos(0) + isin(f))™ = cos(nf) + isin(nd).

Preuve :

1l s’agit simplement d’une réécriture de l'identité : Vn € N, V0 € R, (e?)" = ¢™?.

T
Cette identité est notamment utile lorsqu’on veut en physique calculer / cos(9)2d9. Pour cela I’idée est
0

d’exprimer cos(f)? en fonction de cos(20) et sin(20) dont une primitive est facile a calculer. On parle
de linéarisation. Cela correspond au SF83 : Utiliser les formules d’Euler pour linéariser ou simplifier des
expressions trigonométriques. L’exercice [36] traite de ce sujet.

Questions
F e Faire 'exercice [36] page

Technique de ’angle moitié

Cette technique permet de simplifier des additions d’exponentielles complexes. Elle correspond au
SF213 : Savoir utiliser la technique de ’angle moitié pour simplifier une expression.

— Questions :

e Regarder la correction de la premiére question de l'exercice [37] page [54] puis faire la seconde
question.

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.



https://www.youtube.com/watch?v=2wI40y8KGtA
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5.5 Equations algébriques complexes

Comme sur R, on peut résoudre des équations portant sur les complexes. Nous nous intéressons ici aux
équations polynomiales d’ordre 1 et 2 qui seront traitées grace aux exos du td.

5.5.1 Ordre 1

Ces équations sont des équations de la forme az +b = cz+d ou az +b = ¢z + d ou a,b,c,d sont des
complexes. Leur résolution utilise le SF1257 : Savoir utiliser l'unicité des parties réelles et imaginaires.

Questions :

e Faites les questions 1 et 5 de I'exercice [34] page

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

5.5.2 Ordre 2

L’objectif de cette section est de résoudre des équations de la forme az? + bz + ¢ = 0 oul a,b, ¢ sont des
complexes. Afin d’atteindre cet objectif, on passe par une étape intermédiaire. On commence par résoudre

2% = 2 pour 2y € C qui est un cas particulier de notre objectif.

Racine carrée
2

Il s’agit de trouver les complexes z tels que z* = zy pour 2y € C. Nous vous invitons pour cela & regarder
une vidéo qui présente trois exemples de telles résolutions.

Il est temps de consulter la vidéo : SF81 Savoir résoudre une équation du second degré a coefficients
complezes (1) .

— Questions :

e Faire la question 3 de l'exercice 32| page

Trindme complexe a coefficients réels

On s’attache dans cette section & résoudre az? + bz + ¢ = 0 ou a, b, ¢ sont des réels. On veut donc trouver
tous les z vérifiant cette équation. En réalité, vous savez presque tout sur ces équations puisque vous les
résolvez sur R depuis le lycée. Trois cas sont possibles :

e soit le discriminant A est strictement positif alors il y a deux racines réelles distinctes (voir cours
AAV1).

e soit le discriminant A est nul alors il y a une racine double réelle (voir cours AAV1).

e s0it le discriminant est strictement négatif et usuellement vous dites qu’il n’y a pas de racines réelles.
On va ici compléter le calcul en ajoutant le fait qu’il y a deux racines complexes conjuguées distinctes.

En vérité, il n’y a pas de quoi avoir peur, les formules des racines sont toujours les mémes :

b+ VA
20


https://www.youtube.com/watch?v=ZrPZLFFCue8&t=281s

5.5. EQUATIONS ALGEBRIQUES COMPLEXES

La seule question est : qu’est-ce que VA si A < 07
Exemple 4:

Résolvons 22 + z+ 1 = 0.

A=-3<0.

1l suffit alors de mettre A sous forme de carré : A = 3i% = (iv/3)2.
—1+4+4v3 —1—14v3

Les deux racines de I’équation sont donc z; = %\/_ et zg = TZ\/_
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Questions
F e Faire la question 1 de l’exercice 35| page

Trinéme complexe a coefficients complexes

On s’attache dans cette section & résoudre az? + bz + ¢ = 0 ou a, b, ¢ sont des complexes.

Il est temps de consulter la vidéo : SF81 Savoir résoudre une équation du second degré a coefficients

— Questions :

e Quand on résout une équation d’ordre 1, & combien de solutions s’attend-on? Et pour une
équation d’ordre 27

‘suonios xnep ‘g a2i1pio,| mod ‘uornios aun ® £ [1 ‘T aIpio,p uoiyenby sun inog

e Faire la question 4 de ’exercice |32 page

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.



https://www.youtube.com/watch?v=NrKRaV4yQJA
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Exercices du chapitre 5

5.1 Travailler les savoir-faire

Dans cette section, vous trouverez les exercices d’entrainement sur les savoir-faire spécifiques.

Exercice 11 Valeurs des fonctions trigo

e SF46 : Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.1 du cours Effectuer un ezxercice de base sur les com-
plexes?

Complétez le tableau suivant :

z 0 /6 /4 /3 /2 T

sin(z)

cos(z)

Exercice 12 Application numérique en fonction trigo

e SFA47 : Connaitre les formules basiques d’addition

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.2 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
)
plexes?

Sachant que x €]0,7/2[ et que cosz = 0.3, déterminer sin(z) et tan(z).

Exercice 13

e SF46 : Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.1 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?

Combien valent les fonctions trigonométriques suivantes prises en certains angles (indiqués en radians),
cos(0), sin(—m/2), cos(w/3), sin(r/3), cos(bm/4), tan(—7/4) et tan(w/2)?

Exercice 14 Cercle trigo

e SF212 : Savoir placer des angles (x, Pi + x, ...), leurs cos et leur sin sur un cercle trigo

41
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Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 28.2 du cours Effectuer un ezxercice de base sur les com-
plexes?

Placer sur le cercle trigo un angle = entre 0 et g Placer cos(x) et sin(z). Placer les angles —z, 7 — «, g -

m . . .
x, ™+ 2, — +  ainsi que leurs cosinus et sinus.
) ) 2

Exercice 15 Translation des fonctions trigos : formulaire

e SF47 : Connaitre les formules basiques d’addition

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.2 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?

Complétez :
1. cos(m+z) = 3. cos(m/2 —x) = 5. sin(m + ) = 7. sin(2m + ) =
2. cos(m/2+x) = 4. cos(—x) = 6. sin(r/2+ ) = 8. sin(—z) =

Exercice 16 formules trigo

e SF47 : Connaitre les formules basiques d’addition

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.2 du cours Effectuer un ezercice de base sur les com-
plexes?

Exprimer en fonction de cosx, sinx et tanz et donner le domaine de validité :

cos(z —y), sin(z —y), tan(z —y),

cos(x + ), sin(x + ), tan(z + ) .
m . ™ ™

005(5 —x), sm(§ —x), tan(g —x).

Exprimer en fonction de cos(z &+ y) et sin(z + y) et donner le domaine de validité :

CcOsST CosY , sinx siny, cosrsiny.

Exercice 17 Formule d’addition des fonctions trigos

e SF47 : Connaitre les formules basiques d’addition

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.2 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?
Complétez :

1. cos(a + b)

2. sin(a + b)

3. cos(z)? (en fonction de cos(2x))

Exercice 18 Plan complexe
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e SF1189 : Savoir placer un point dans le plan complexe

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu les parties 30.1, 30.2 du cours Effectuer un exercice de base sur
les complexes ?

2im im
a

Placer dans le plan complexe les complexes d’affixe 1,4, —i,42,1 +4, -5 — 2i,e 5 , 3e

Exercice 19 opérations sur les complezes

e SF77 : Savoir manipuler la forme algébrique

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 30.1, 30.3.1 30.3.2 du cours Effectuer un exercice de
base sur les complexes?

Calculer les nombres complexes suivants :

L (144)(2—1i)

2. 24i+3—5i
3. (2—0)(3—i)+4i
4. (1414)?

5. (V3/2+i/2)°

Exercice 20 Identifier Re et Im

e SF1256 : Savoir identifier partie réelle et imaginaire

Avant de résoudre I'exercice, avez-vous lu les parties 30.1, 30.3 du cours Effectuer un ezxercice de base sur
les complexes ?

Déterminer la partie réelle et partie imaginaire des complexes suivants :
1. 144
5i — 2
i
1
1+i—5+4+6i
(2 —1)(3+ 59)
5—1
6+ 37

NS o

Exercice 21 partie imaginaire et réelle d’un nombre complexe

e SF78 : Savoir mettre sous forme algébrique une fraction en utilisant le conjugué

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 30.3.3 du cours Effectuer un exercice de base sur les
complezxes ?

Calculez la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :
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1 1+ 2—1 3—1 2) 2—-2 a)5+2i
1—1 3—4i 44 5¢ 1-3¢

a)

Exercice 22

e SF82 : Connaitre les formules d’Euler

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu la partie 31.3 du cours Effectuer un ezxercice de base sur les com-
plexes?

Exprimer e a l'aide de cos(z) et sin(z). Exprimer ensuite cos(z) et sin(z) a I’aide de €™ et e~ ™.

Exercice 23

e SF79 : Savoir mettre un nombre complexe sous forme exponentielle

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu les parties 31.1, 31.2, 31.3 du cours Effectuer un exercice de base
sur les complexes?

Mettre sous forme exponentielle :

Exercice 24 Forme algébrique a partir d’un quotient ou d’une forme trigo

e SF82 : Connaitre les formules d’Euler
e SFEF77 : Savoir manipuler la forme algébrique
e SF78 : Savoir mettre sous forme algébrique une fraction en utilisant le conjugué

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
1—14
144
9. ei'/r/4

3. 2621'71'/3
4. 2‘2015

1.

Exercice 25 cos(pi/12)

SF82 : Connaitre les formules d’Euler

SET77 : Savoir manipuler la forme algébrique

SF1257 : Savoir utiliser I'unicité des parties réelles et imaginaires
SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle

i %

el
[SE]

1. Ecrire sous forme algébrique e™*4 et e

I
1462

w3

2. En déduire la forme algébrique de e~

3. Quelle est la forme trigonométrique de e " ¢'5 ?
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4. En déduire les valeurs de cos(lﬂ—2) et sin(17r—2).

Exercice 26

e SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle J

. e . 21
Soit 21 = V2e'T et 29 = e 5. Calculer 2129, —,zlzg.
Z2

Exercice 27

e SF48 : Savoir résoudre des équations simples (type sin(x)=1/2) j

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.3 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?

1
Déterminer les zéros de la fonction f: z — 3~ sin(2x).

Exercice 28

e SF48 : Savoir résoudre des équations simples (type sin(x)=1/2)

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 28.3 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?

Résoudre dans R, les deux équations cos(z) = 0, sin(z) = 1/2 et cos(3z) = —V/3/2. Ecrire précisément la
forme des solutions.

Exercice 29

e SF48 : Savoir résoudre des équations simples (type sin(x)=1/2)

Déterminer les abscisses des points en lesquels les courbes de cos et de sin s’intersectent.

Exercice 30 linéarisation des expressions trigo

e SF83 : Savoir utiliser les formules d’Euler pour linéariser une fonction trigonométrique

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 31.4 du cours Effectuer un exercice de base sur les com-
plexes?

1. Linéariser cos(z) (c’est-a-dire, exprimer comme une somme de termes en cos(z), sin(z), cos(2x), sin(2x),
ete.).

2. Développer cos(3z) : exprimer cos(3z) en fonction de cos(z) et sin(x) uniquement. Faire de méme avec
cos(4x)

Exercice 31

e SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes
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Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 32.2.1 du cours Effectuer un ezercice de base sur les
complezxes ?

Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

1. -5+12: 2. 15 -8 3. —33 + 56¢

Exercice 32

e SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 32.2 du cours Effectuer un ezxercice de base sur les com-
plexes?

Résoudre les équations suivantes, ou z € C :
1. 22-2244=0 3. 22=5-12

2. 224241=0 4. 22 —\52+3i=0.

Exercice 33 QCM-1088

e SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes

Quel est I’ensemble des solutions de 1’équation complexe 2% + 5(1 — i)z — 4(4i +3) =07
O {1 — 4i;—6 — 23}
O {1 —3i;—6 — 23}
O {1+ 4i; —6 + 2i}
O {1+ 3i;—6 + 2i}

Exercice 34 unicité Re et Im : équation

e SF1257 : Savoir utiliser 'unicité des parties réelles et imaginaires

Résoudre les équations complexes suivantes (trouver z tel que) :
1. 2—-241=31 - 2z.
2. z2=7Z.
3. z4+z=0.
4, z2=-22+2
> 2322 j 211 -

Exercice 35

e SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes

Résoudre dans C les équations suivantes :
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1224+ (=2+i)z2—1+5i=0 4. 2 +4=0
2. 224+ (5+i)z+(8+14i)=0
3. 22— (3+4i)z2—1+5i=0 5 (24 2z+1)2+1=0

Exercice 36

e SF9 : Savoir simplifier des expressions (développement, factorisation, fractions...)
e SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle
e SF82 : Connaitre les formules d’Euler

Soient n € N,0 € R. Démontrer que (cos(f) + isin(#))” = cos(nd) + isin(nd). En déduire 'expression de
cos(260) et sin(26) en fonction de cos(f) et sin(6).

Exercice 37 Technique de I’angle moitié

e SF82 : Connaitre les formules d’Euler
e SF213 : Savoir utiliser la technique de ’angle moitié pour simplifier une expression

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 31.4.3 du cours Effectuer un ezxercice de base sur les
complexes?

Démontrer les égalités suivantes : on se donne a, b deux réels, et © # 7 + k7w, k € Z un autre réel.

. e+ jato—c—a cos(452)
" eiceid ¢ cos(54)’
5 ?—1  isin(x)

e2r 1  cos(x)
5.2 Exercices de niveau Avancé et Expert

Exercice 38 Niveau Avancé

Pour chacune de ces expressions, on souhaite déterminer la forme exponentielle. Plusieurs méthodes sont
possibles & chaque fois : expliquez quelle est & chaque fois la méthode la plus appropriée et pourquoi et
faites le calcul.

1:_;.\%, (V3—1i)?,  (V3—i)'0% (1 —20)2(1 + 7i)e 2"®)+i%
1

Exercice 39 Niveau Avancé
Dessiner sur le graphe de gauche 'image du losange par les fonctions définies pour tout z complexe par :

e(2)

f(z)
glz) =e"+
h(z) el% (z+3) - 3.

||
4:-“

z

Dites ensuite pour chacune de ces fonctions & quelles opérations géométriques elles correspondent et donnez-
en le maximum de caractéristiques.
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6 (S
5 5
4 4
3 <
2 2
1 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 éJG -5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5
—1 -1
2| —2
-3 -3
41 4L

Niveau FEzxpert : Dans le dessin de droite, quelle transformation géométrique envoie le losange de gauche sur
celui de droite ? Donnez I'expression de la fonction & laquelle correspond cette transformation géométrique.

Exercice 40 Niveau Avancé

Tout complexe peut s’écrire sous forme algébrique z = a + ib et sous forme exponentielle z = |z|ei9 avec
a,b,0,|z| des réels donnés. Faites un dessin expliquant ce que représentent géométriquement a,b, 0, |z|.
Faites ensuite la preuve qu’on peut passer de la forme algébrique a la forme exponentielle en explicitant
quels théorémes de géométrie sont utilisés pour ce passage.

Exercice 41 Niveau FExpert

1. Quelles sont les solutions de z™ = 1 pour n € N*?

2. Interprétez graphiquement dans le plan complexe le résultat de la question 1 (expliquer géométrique-
ment pourquoi les racines trouvées mises a la puissance n valent 1).

3. En déduire les solutions de I'équation 2% =1 + .



Chapitre 6

AAV 6 : Discuter du domaine d’étude
d’une fonction

Liste des Savoir-Faire du chapitre :

[0 SF37 : Savoir identifier une fonction périodique

O SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction

O SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction & partir d’une formule
O SF 4 : Savoir identifier une fonction composée (fonction R — R)

O SF5 : Savoir calculer une fonction composée (fonction R — R)

6.1 Domaine de définition

Lorsqu’on veut étudier une fonction, la premiére chose a regarder est le domaine sur lequel il faut I'étudier.
Ce qu’on appelle le domaine est simplement ’ensemble des points pour lesquels f(x) existe. Par exemple,

1
pour la fonction f : x — —, 0 n’a pas d’image puisqu’on ne peut pas diviser par 0. En revanche, tout les

autres réels ont bien une image. On dira que notre fonction est définie sur les réels non nuls.

Définition 10: Domaine de définition

On appelle domaine de définition d’une fonction f, le sous-ensemble des réels x qui ont une image par

I

Il est temps de consulter la vidéo : SF 39 Savoir trouver le domaine de définition + dérivabilité d’une
fonction a partir d’une formule.

49


https://www.youtube.com/watch?v=3fM4MxG8C6o
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— Questions :

e Tracez une fonction dont le domaine de définition est | — 3,0[U]0, 400
e Faites les questions 1,2 de I'exercice [42] page [67]

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

6.2 Fonction composée

Dans I'étude de fonctions, la notion de composée est importante car de nombreuses fonctions sont en fait
des composées de deux fonctions. Il sera important d’identifier ces composées afin de dériver la fonction et
d’étudier ses variations.

6.2.1 Composer deux fonctions

Définition 11: Composée de deux fonctions

Soient f : I — R une fonction et g : J — R une fonction telle que g(J) C I. On appelle composée de
f par g la fonction définie par
fog + J — R
z = fg(x))

Pourquoi a-t-on besoin de la condition g(J) C I?

En pratique, composer f par g c’est calculer f au point g(x). Il est donc indispensable pour cela que g(z)
appartienne & ’ensemble de définition de f qui est I. Ceci doit étre valable pour tous les x de I’ensemble
de définition de g qui n’est autre que J. Voila pourquoi ¢g(J) doit étre un sous-ensemble de I. Il est temps
de passer aux exemples pratiques.

Il est temps de consulter la vidéo : SF 5 Savoir calculer une fonction composée.



https://www.youtube.com/watch?v=VkD4Se0erhs
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Questions :

e Expliquez pourquoi la condition g(J) C I est nécessaire ?
e Faites la question 2 de I'exercice [46] page

6.2.2 Identifier une composition de fonctions

Il sera nécessaire pour le calcul de dérivées d’étre capable d’écrire une fonction donnée comme une composée
de deux fonctions. En effet, vous utiliserez souvent la formule de dérivation composée dans vos études de
fonctions.

Il est temps de consulter la vidéo : SF/ Savoir identifier une fonction composée (fonction de R dans



https://www.youtube.com/watch?v=J5kKmv_Y_3g
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Questions :

e Faites deux questions de l'exercice [48] page [69]

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

6.3 Restreindre le domaine d’étude d’une fonction

Pour étudier une fonction, il est nécessaire de connaitre son domaine de définition. Certaines fonctions ont
des propriétés particuliéres qui permettent de réduire leur intervalle d’étude et d’ainsi rendre I’étude plus
aisée. Cest le cas des fonctions qui possédent une parité et /ou une périodiciteé.

6.3.1 Parité

Définition et interprétation

Pour comprendre ce qu’est graphiquement une fonction paire/impaire, consulter les cing premiéres
minutes de la vidéo : SF' 38 : Savoir étudier la parité d’une fonction.

Définition 12: Parité

Soient I un intervalle symétrique par rapport & 0, J un intervalle et f : I — J une fonction, on dit que
e festpairesi:Vxel, f(—x)= f(x).
e f est impaire si: Vo € I, f(—x) = — f(x).

Comme vous 'avez-vu dans la vidéo, une fonction paire est donc une fonction symétrique par rapport a
I’axe des ordonnées et une fonction impaire est symétrique par rapport a I'ordonnée. Ces deux propriétés
de symétrie font que pour tracer une fonction paire ou impaire, il suffit de la connaitre sur les réels positifs.
Pour avoir le tracé sur les réels négatifs, il suffira alors d’appliquer la symétrie en question. Ainsi pour une
telle fonction, on peut réduire l'intervalle d’étude & 'intersection avec les réels positifs positifs.

37 I

Par exemple pour les fonctions f : 2 — x2 et g :  +— 2°, Pétude sur R, suffit pour reconstituer la fonction

partout.

Questions
‘» e Dessinez une fonction paire non classique. Méme question pour une fonction impaire.

Propriétés

Voici quelques propriétés sur les fonctions paires et impaires dont la démonstration vous sera utile pour les
exercices de td.

Soient f et g définies sur I un intervalle symétrique par rapport a 0

e Si f et g sont deux fonctions paires alors f + g est paire.


https://www.youtube.com/watch?v=UtAnQPVzzSI
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l e Si f et g sont deux fonctions impaires alors f + g est impaire.
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Preuve :

e Pour chacune des propriétés, écrire les hypotheéses et les traduire.
e Pour chacune des propriétés, écrire le but et le traduire.
e Démontrer enfin les deux propriétés.
-oaredutt gse 6 + [ ouo(q
6 + f op uonuyep red (@)(6+ f)—

‘soaredwur quos 6 ‘f onbsind ()6 — () f—
G+ f op uontugep red  (z—)6+ (z—)f = (2—)(6+ )

soareduir suorjouoj xnep 6 9o [ jusrog
(@)(b+ f)— = (x=)(6+ f) 9 D TA : Inq np uonONpei], e
orred 64+ [ :ng e
(2)b— = (z=)b(2)f— = (z=)f W 3 TA : oseyr0dAy [ op uoronpely, e
‘soaredwlt suoIouo0] Xnop b 30 [ : 0sj0dA e

: 9391adoad swdIXnaq

raared 9s0 6 + [ ouo(g

6 + [ op uonytuyep red (2)(6+ [) =
'soared quos 6 ‘[ enbsmd ()6 + (2)f =
6 + [ op uonyruyep red (x=)6+ (z—)f = (z=)(b6+ f)

seared suorjouo] xnep b 99 f jusiog
()64 )= (z=)(6+ J)q > A : 1mq np vonoONpEL], e
orred 64 [ :ng e
()6 = (z—)b6(z)f = (z—)f ‘9 D TA : 9s9yjodAy | op uononpeliy, e
‘soared suorjouo] xnop 6 90 [ : 9s9yjodA e

: 99911doad sagrweag

Soient f et g définies sur I un intervalle symétrique par rapport a 0
e Si f et g sont deux fonctions paires alors f X g est paire.

e Si f et g sont deux fonctions impaires alors f X g est paire.

Preuve a faire par tous :

e Pour chacune des propriétés, écrire les hypothéses et les traduire.
e Pour chacune des propriétés, écrire le but et le traduire.

e Démontrer enfin les deux propriétés.
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aared 9se 6 [ ouo(g

6 f op uonytuyep red (z)(6f) =
‘saareduut quos 6 ‘[ enbsmd (z)b=)((z)f—) =
6 f op uonyruyep red (x=)b(z—)f = (z—)(6))

searedurr suorjouo] xnap b 99 [ jusiog
(r)b(x)f = (x—)b6(x—)f axip-e-1s00 (T)6f = (x—)b6J ‘Y D TA : INq Np UOONPRI], e
coared 980 6 : ing e
(2)b— = (z—)6(x)f— = (z—) [ ‘W D TA : 9s9UjodLy, ] op woonNpel], e
‘soaredwur suorjouoj xnop 6 30 [ : oseyjodAH e

: 9991adoad swgixnag

-axted 9s0 6 [ ouo(q

6 op uoryruygop red (z)(6)) =
‘sorred juos 6 ‘f enbsmd (z)b(z)f =
6 op uonyruyop red (z=)6(xz—=)f = (xz=)(6))

soared suorjouoy xnap 6 19 [ juatog
(@)6(2)f = (z—)6(z—)f earp-g-3s9,0 (2)6f = (z—)6f W 3 TA : I0q np uoronpey, e
oared 980 6 : ing e
()6 = (z—=)b6(z)f = (z—)f W D TA : 9s9UjodAy, | op uoonNpel], e
'soared suorjouoj xnop 6 90 [ : osujodAH e

: 93911doad sagrwaag

Il est temps de consulter les deux derniéres minutes de la vidéo : SF' 38 : Savoir étudier la parité d’une
fonction.

— Questions :

e Faites la question 1 de 'exercice 51| page [70] (étudier simplement la parité).

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

6.3.2 Périodicité

Définition et interprétation

Vision graphique et impact sur le domaine d’étude.

La périodicité se définit par la capacité d’'un motif & se reproduire a 'identique. Par exemple, de nombreux
ornements utilisent des motifs périodiques.


https://www.youtube.com/watch?v=UtAnQPVzzSI
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Pour les fonctions le principe est le méme, une fonction sera dite périodique si on peut la construire en
reproduisant & l'infini un motif prédéfini. Par exemple, la fonction ci-dessous est périodique. Pour vous en

faire une imagine dynamique, regardez le gif fonctions periodiques.gif.

fle1 +T) = f(ah)

Comment définir mathématiquement une fonction périodique de période T'?

Prenons un point 2 comme sur le dessin, et notons f(z) son image. Si le motif se reproduit tous les intervalles
de taille T, cela signifie que I'image de z + T doit étre la méme cad que f(x +T) = f(z). Ceci doit étre
vrai, pas pour un seul z mais pour n’importe quel x. D’ou la définition suivante.

Définition 13: Périodicité

Soient T > 0 et f : R — R une fonction, on dit que
o f est T—périodique si: Ve e R, f(z+T) = f(x)
o f est périodique s’il existe T' > 0 telle que f est T-périodique.

n peut aussi de la méme fagon définir une notion de fonction périodique pour des fonctions qui ne

1
os(z)

domaine de définition soit aussi invariant par translation par la période.

sont pas définies sur R, par exemple les fonctions = — ou tan. Mais dans ce cas il faut que le

— Questions :

e Dessinez une fonction périodique de période 4.
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Propriétés

Commengons & manipuler la définition de périodicité sur quelques propriétés. Ces manipulations vous seront
utiles car identiques a celles que vous utiliserez en TD.

Soient f et g deux fonctions T'—périodiques. Alors f + g et fg sont T'—périodiques.

Preuve :

e Pour chacune des propriétés, écrire les hypothéses et les traduire.
e Pour chacune des propriétés, écrire le but et le traduire.
e Démontrer enfin les deux propriétés.

-onbipotrod— 7, 950 6 [ suo(q

6 [ op uonyruygop red (z)(6)) =
‘sanbipotrad-T, quos 6 ‘f enbsmd (z)6(z)f =
6§ op uwonytugep xed (L +2)6(L+2)f = (L +2)(6f)

sonbipottod— J, suorjouoj xnop 6 30 [ juatog
(@)(6f) = (L +2)(6f) A 3 zA : q np uoronpey, e
onbipotrgd— 1 6f : g e
()6 = (r+x)6(2)f = (L + x)f WD xA : 9seyyodAy,[ op uoronpei], e
‘sonbiporrgd— 7, suorjouoj xnop 6 10 [ : oseyjodAH e
: 99911doad swgixnag
ronbipotrgd— 7, 188 6 + [ ouo(q
6+ f op wonuysp red (z)(6+ f)

‘sanbrporrod-T, quos 6 ‘f anbsind ()6 + () f
6+ f op wonyruyop red (I +2)6 + (L + =) f

(L +2)(6+ 1)
sonbipotigd— 7, suorjouoj xnap 6 30 [ jusriog
(@) b+ f)=(r+z)(6+ f)TD TA : g np uononNpel], e
‘onbrpoutod— 7, 6+ [ :ng e
(2)6 = (L +2)6(x)f = (L + 2)f ¥ D TA : os9yjodLAy [ op uononpery, o
‘sonbipotiod— 7, suoijouoj xnap 6 30 [ : 0syj0dA e

: 9391adoad sagrwaag

Pour montrer qu’une fonction est périodique, la méthodologie est la méme que pour la vidéo SF 38 :
Savoir étudier la parité d’une fonction, sauf qu’il faut remplacer la définition de paire par celle de
périodique.

— Questions :

e Faites la question 1 de l’exercice (montrer que la fonction est m—périodique aprés avoir étudié
la période de chaque morceau.

e Faites une feuille blanche pour vous remémorer les définitions/propositions/théorémes du chapitre
jusqu’ici. Ou alors défiez un de vos camarades pour restituer plusieurs définitions/propositions/-
théorémes de la partie.

e Attaquez-vous maintenant aux problémes liant les savoir faire. Si vous bloquez trop, retournez
vers les exos de savoir faire.




Exercices du chapitre 6

6.1 Travailler les savoir-faire

Dans cette section, vous trouverez les exercices d’entrainement sur les savoir-faire spécifiques.

Exercice 42

e SF10 : Résoudre une équation du second degré
e SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction a partir d’une formule

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 19 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonction ?
Déterminer le domaine de définition et de dérivabilité des fonctions suivantes :

1 2
3oy 5 s In(z) 6. z— |z —1]

x—1" 22 —6x+5 2z —3
2. z— Vv +4. 4. x + cos(v/x)

1. 2 —

Exercice 43

e SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction & partir d’une formule

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 19 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonction ?

Déterminer ’ensemble de définition de la fonction :
1. frx—V1I—z—Vx+3
1

v —=5z2 + 152 + 50
1

T+ Va2

2. g:x—

3. h:xw—

Exercice 44

e SF5 : Savoir calculer une fonction composée

Dans les expressions suivantes, remplacer la variable z par 2z, puis par cos(x), puis par 3.

gL, wER o Vi e

Exercice 45 QCM-760

o7
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e SF5 : Savoir calculer une fonction composée

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 20.1 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion 7
Soit f et g définies sur RT* par Vo € R*, f(x) = cos(z) et g(x) = In(x). Alors,

O fog(z) = cos(In(x))
O f og n’est pas définie.

O fog(z) = In(cos(x))

Exercice 46 fonctions composées

e SF5 : Savoir calculer une fonction composée
e SF1 : Savoir identifier un ensemble de départ ou d’arrivée

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 20.1 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion ?

Dans chacun des cas suivants, calculer f o g et go f, si c’est possible.

R—R R—R
l.f:{ - etg:{ -

z e’ x—2r+1
R—R R R

2. f: - et g: + 7
x > cos(z) r—=Vr+1
RY* - R R —R

3. f: et g: .
x +— In(x) x +— sin(z)

Exercice 47

e SF4 : Savoir identifier une fonction composée

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 20.2 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion ?

1

Soient les fonctions f(z) =1+ m

1
1

Ecrire f et g comme composition des fonctions a(z) = vz , b(z) = = , c¢(x) =2 et d(z) =1 + = .
x

Exercice 48

e SF6 : Comprendre le concept de variable / ne pas étre perturbé par le changement de notations

e SF4 : Savoir identifier une fonction composée

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 20.2 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion ?

Ecrire les fonctions suivantes comme une composée de deux fonctions que vous définirez.
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1. z — sin(2z). 2. x—e

@ +1 3.z Vad — . 1 5.t In(t)? — 1
: 2

Exercice 49

e SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction

Avant de résoudre l’exercice, avez-vous lu la partie 21.1 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion ?

Etudier la parité des fonctions suivantes :
1. f( y=a*—2?+5
9(x)
h(x) = 2°|z|
) =

=2z — 123

7

k(@ 1+ a2

Exercice 50 QCM-675

e SF37 : Savoir identier une fonction périodique (et sa période)

Avant de résoudre I’exercice, avez-vous lu la partie 21.2 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonc-
tion ?

Quelle est la période de la fonction définie sur R par ¢ — A cos(wt 4 ¢) ot (A, w,¢) € R3?
O 2An

0 A

T

Exercice 51 Déterminer la parité et la périodicité d’une fonction

e SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction
e SF37 : Savoir identier une fonction périodique (et sa période)

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 21 du cours Discuter du domaine d’étude d’une fonction ?

Déterminer si les fonctions définies par les formules suivantes sont paires, impaires, périodiques. Dans le cas
des fonctions périodiques, on précisera la période des fonctions considérées.

x) = sin(2x) + tan(3z __lz=2]
a) f(x) = sin(2x) + tan(3x) a)f(x)_m
cos(z) a) f(z) =sin(z + 3) cos(2x — 1)
@f@=;¢1 a) f(z) =In(|z])\/1 + cos(z)

Exercice 52
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SF30 : Savoir tracer/reconnaitre le graphe des fonctions usuelles sans hésitation
SF37 : Savoir identier une fonction périodique (et sa période)
SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction

SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction & partir d’une formule

Déterminer ’ensemble de définition et la parité des fonctions suivantes :

1. f(z) = cos (sinx)

3

x
2. 9(x) = sin
sinz
3. h(z) = cosn
4. k(z) = |sinz|

Etudier la périodicité de f, h et k. Tracer le graphe de k.

6.2 Exercices de niveau Avancé et Expert

Exercice 53 Niveau Ezxpert

1. Rappelez ce que signifie en termes de symétrie qu'une fonction f définie sur R est paire.
2. Interprétez ce que signifie en termes de symétrie qu'une fonction définie sur R vérifie pour tout x réel,
f(2 —2z) = f(x). Expliquez votre interprétation graphiquement et algébriquement (on attend de voir

la symétrie en termes d’équation).

3. Méme question pour a € R et une fonction vérifiant f(a —z) = f(x).

Exercice 54 Niveau Ezxpert

Dans cet exercice, vous pourrez vous appuyer sur ce que vous savez sur les fonction exp et In.

1. Rappelez ce que signifie en termes de symétrie que deux fonctions f, g définies sur R vérifient f(g(x)) =
x.

2. Interprétez ce que signifie en termes de symétrie que deux fonctions définie sur R vérifie pour tout x

réel, f(g(2z)) = x. Expliquez votre interprétation graphiquement.

Exercice 55 Niveau Ezxpert

On se donne la fonction f : z — zsin(3z — 3) — sin(3xz — 3) + 1 dont le graphe est représenté ci-dessous.
Choisir quatre réels a, b, c,d de sorte que la fonction g(x) = af(b(x — ¢)) + d soit paire. Justifiez alors de
deux maniéres que g est paire :

e par le calcul.

e par une explication graphique.



6.2. EXERCICES DE NIVEAU AVANCE ET EXPERT 61
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Exercice 56 Niveau Avancé
1. Démontrez qu’une composée de deux fonctions impaires est impaire.

2. Démontrez qu’'une composée de deux fonctions paires est paire.

3. En fait, vérifiez que le résultat de la question précédente reste valable si on suppose seulement que la
premiére fonction qu’on applique est paire.

4. Peut-on alléger de la méme fagon le résultat de la question 17 Justifiez.
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Chapitre 7

Exercices Bloc 2 : Exercices hhant les
savolr-faire

Dans ce chapitre, vous trouverez le format d’exercice qui sera posé a l’évaluation. Ces exercices sont consti-
tués de savoir-faire rassemblés dans un contexte commun. Ils peuvent mettre en jeu des savoir-faire d’un ou
plusieurs AAV du bloc.

Exercice 57
Pour z € R, on définit f(x) = |1+ ™| et g(x) = In(f(x)).

1. Quel est le domaine de définition de f? Que valent g(7/2) et g(7/3)? (on simplifiera au maximum)

2. Montrer que f et g sont périodiques et en donner une période.
3. Quand a-t-on €' = —1? En déduire le domaine de définition de g.
ix/2

4. En factorisant par /=, démontrer que f(z) = 2| cos(§|.

Exercice 58

SE77 : Savoir manipuler la forme algébrique

°
e SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes
e SF1256 : Savoir identifier partie réelle et imaginaire

[ ]

SF1257 : Savoir utiliser I'unicité des parties réelles et imaginaires

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

On considére le polynome 2° + (=3 + 2i)2% 4+ (=1 — 5i)z + 6 + 2i.
1. On cherche une racine réelle a ce polynome.

(a) Démontrer que si une telle solution existe et est notée x, elle vérifie 222 — 52 + 2 = 0.

(b) Trouver les racines de 2% —5x+2 = 0 et en déduire la racine réelle notée o de 2° + (=34 2i)2% +
(—1—59)z + 6+ 2i.

2. En déduire alors que 2° + (=3 +2i)2% 4+ (=1 = 5i)2 4+ 6 4+ 2i = (2 — a)(az® + bz +¢) ol a, b, ¢ sont des
nombres complexes & trouver.

3. Déterminer alors toutes les racines du polynome z° 4 (=3 + 2i)2% 4+ (=1 — 5)z + 6 + 2i.

Exercice 59

63



64 CHAPITRE 7. EXERCICES BLOC 2 : EXERCICES LIANT LES SAVOIR-FAIRE

SF46 : Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo
SE77 : Savoir manipuler la forme algébrique

SET78 : Savoir mettre sous forme algébrique une fraction en utilisant le conjugué
SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle
SF82 : Connaitre les formules d’Euler

SF213 : Savoir utiliser la technique de I’angle moitié pour simplifier une expression

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

1— et
—; pbourz € R.
e

On considére le nombre complexe z = T

T
1. Rappeler les valeurs des cos et sin des angles 52 —.

T T
Pour 5 et 5 en déduire la valeur de z.

Mettre z sous forme algébrique (I’expression devra étre écrite en fonction de cos(x) et sin(x)).
Déterminer z; et zy deux complexes de sorte que 1 — e = e’%(zl — 29).

En déduire une expression de 1 — e'* en fonction de e’ et 51n(§).

AN el S

A . . . ] . 3 T
6. De méme déterminer une expression de 1+ ¢*® en fonction de e'2 et cos(i).

7. En déduire une expression de z en fonction de cos(g) et sin(g).

Exercice 60

SET9 : Savoir mettre un nombre complexe sous forme exponentielle

SF81 : Savoir résoudre une équation du second degré en complexes
SF82 : Connaitre les formules d’Euler

SF1189 : Savoir placer un point dans le plan complexe

SF1256 : Savoir identifier partie réelle et imaginaire

SF1257 : Savoir utiliser I'unicité des parties réelles et imaginaires

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

1. Placer le point 1 + ¢ dans le plan complexe.

2. Calculer la forme exponentielle de 1 + 4. Ecrire alors 1 4 ¢ sous la forme zgofl zp est un complexe a

déterminer.

3. Exprimer z en fonction de cos(g) et sin(%).

4. Calculer d’'une autre maniére la forme algébrique de la racine carrée de 1+ i. Vous pourrez essayer de
résoudre 22 =1 + i pour cela.

5. En déduire les valeurs de cos(%) et sin( g)

Exercice 61

SF46 : Connaitre les valeurs particuliéres des fonctions trigo

SF47 : Connaitre les formules basiques d’addition

SF48 : Savoir résoudre des équations simples (type sin(x)=1/2)

SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle

SF82 : Connaitre les formules d’Euler

SF83 : Savoir utiliser les formules d’Euler pour linéariser une fonction trigonométrique

SF212 : Savoir placer des angles (x, Pi + x, ...), leurs cos et leur sin sur un cercle trigo




Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

T T
1. Placer les valeurs des cos et sin des angles 0, CXVE 7 sur le cercle trigonométrique.

2. Donner les formules de cos(a + b) et sin(a + b) pour a,b deux réels

3. Rappeler 'expression de cos(z) et sin(z) en fonction de e et e~ .

1 2
4. En déduire que cos(z)? = H%(x)_

5. Résoudre cos(2z) =

DO | =

3
6. En déduire les solutions de cos(z)? = T

Exercice 62

65

SE77 : Savoir manipuler la forme algébrique

SE78 : Savoir mettre sous forme algébrique une fraction en utilisant le conjugué
SE79 : Savoir mettre un nombre complexe sous forme exponentielle

SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle

SF82 : Connaitre les formules d’Euler

SF1256 : Savoir identifier partie réelle et imaginaire

SF1257 : Savoir utiliser 'unicité des parties réelles et imaginaires

SF1189 : Savoir placer un point dans le plan complexe

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

14+14v3
On consideére z = l[
2+ 2
. Mettre sous forme exponentielle 1 4 iV3 et 2+ 2 et placer ces points dans le plan complexe.
. En déduire la forme exponentielle de z.

1
2
3. Mettre z sous forme algébrique.
4

. Déduire des questions précédentes les valeurs de cos(%) et sin(%).

Exercice 63

e SF79 : Savoir mettre un nombre complexe sous forme exponentielle
e SF80 : Savoir utiliser la multiplicativité de la forme exponentielle
e SF1189 : Savoir placer un point dans le plan complexe

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu le cours Effectuer un exercice de base sur les complexes?

On cherche a résoudre I'équation Z°% =1+ 1.

2kin

1. Vérifier que pour tout k € {0,1,...,7}, e 8 est solution de z® = 1. On admet que ces solutions sont

les seules.
2kim

2. Placez dans le plan complexe les e”8™ pour k € {0,1,...,7}.

3. Mettre sous forme exponentielle 1 + i. Trouver alors zy de la forme ae tel que zg =1+ pour a un

réel positif et 6 un réel.
Z
4. Démontrer alors que Z® = 1 + i se récrit de maniére équivalente sous la forme (—)% = 1.
20
5. Déduire de la question 1, les solutions Z de Z8 =1 + .

Exercice 64



66 CHAPITRE 7. EXERCICES BLOC 2 : EXERCICES LIANT LES SAVOIR-FAIRE

e SF31 : Connaitre les valeurs importantes de In/exp
o SF32 : Savoir utiliser les régles de calculs avec In pour simplifier une expression
e SF34 : Connaitre la définition d’une puissance non entiére et simplifier des fractions de puissances

Avant de résoudre l'exercice, avez-vous lu la partie 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In, exp et en
connaitre les caractéristiques ?

1. Soit z € R, z > 0. Ecrire sous la forme z?, avec p € R, les expressions suivantes :
—10

CONE: Vi

)

xt x2x—1’

2. On cherche a résoudre 'équation (E) : In(x) 4+ 21n(3) — In(2) = 0.
(a) Pour quels z, In(z) est-il défini?

(b) Ecrire 21n(3) — In(2) sous la forme In(a) ou a est un réel a déterminer.

9
(¢) En déduire que 'équation (E) se met sous la forme ln(g) =0.

9x
(d) En prenant I'exponentielle des deux cotés de ln(;) = 0, déterminer les solutions de cette équa-

tion.

Exercice 65

e SF31 : Connaitre les valeurs importantes de In/exp
e SF33 : Savoir utiliser les régles de calculs avec exp pour simplifier une expression
e SF34 : Connaitre la définition d’une puissance non entiére et simplifier des fractions de puissances

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu la partie 13, 14.1, 14.2 du cours Utiliser les fonctions In, exp et
en connaitre les caractéristiques ?

e®e¥/2/3

2233 ()2

1. On suppose uniquement dans cette question que x = 0 et y = 0. Mettre P sous la forme 293% o1 a et
b sont deux réels a trouver.

On considére x et y deux réels et la quantité P =

2. Mettre e”eY sous la forme e® o ¢ est un réel dépendant de = et y que vous déterminerez. Méme

question pour (e)2.

3. Simplifier alors au maximum ’expression P.

4. En déduire une expression de In(P) en fonction de x,y,1n(2) et In(3).

Exercice 66

SF37 : Savoir identier une fonction périodique (et sa période)

SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction

SF39 : Savoir trouver le domaine de définition et de dérivabilité d’une fonction a partir d’une formule
SF4 : Savoir identifier une fonction composée

SF5 : Savoir calculer une fonction composée

SF201 : Savoir tracer le graphe de x-> f(x-a), f(ax), a f(x) et f(x)+a & partir du graphe de f

Avant de résoudre 'exercice, avez-vous lu le cours Discuter du domaine d’étude d’une fonction ?
In(z)

—1
1. Déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité de f et g.

On consideére les deux fonctions f : z — cos(2x) et g(z) =




67

. Démontrer que f est m—périodique.

2

3. Tracer cos et f sur un méme graphe.

4. Déterminer si les fonctions f et g sont paires? impaires ?
5

. Calculer f o g aprés avoir donné son ensemble de définition.

Exercice 67

SF37 : Savoir identier une fonction périodique (et sa période)

SF38 : Savoir étudier la parité d’une fonction

SFE5 : Savoir calculer une fonction composée

SF201 : Savoir tracer le graphe de x-> f(x-a), f(ax), a f(x) et f(x)+a & partir du graphe de f

Avant de résoudre ’exercice, avez-vous lu le cours Discuter du domaine d’étude d’une fonction ?

On considére la fonction f : x +— sin(z + g)

1. Ecrire cette fonction comme une composée de deux fonctions dont on précisera ’ensemble de définition.
2. Déterminer si f a une parité.

3. Démontrer que f est 2r—périodique.

4

. Tracer sin et f sur un méme graphe.
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