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Feuille d’exercices 2 : Intégrale des fonctions positives (Partie 1)

Correction 1.

1.

Soit # € R. Puisque 2?2 est positif, la suite (—22/n),cy est croissante et tend vers 0. La
fonction exp est croissante et continue, donc la suite (f,,(z))nen est croissante et tend vers
exp(0) = 1. Par conséquent la suite de fonctions (f,,) est croissante et converge simplement
vers la fonction constante 1.

. Soit # € R. Puisque 22 est positif, la suite (—nz?) est décroissante. La fonction exp est

croissante, donc la suite (g (z))nen est décroissante. La suite de fonctions (g,) est donc
décroissante.

. Pour tout n > 0 la fonction h,, est a valeurs strictement positives. Mais pour = # 0 fixé,

quand n — 400, on a hy(x) — 0 par croissances comparées. La suite (hy,),ecn ne peut donc
pas étre croissante.

Soit x € R. Puisque |z| est positif, la suite (ky(z))nen est croissante donc la suite (k) est
croissante. Si z = 0, alors la suite (k,(x))nen est identiquement nulle, et converge donc vers
0. Si z # 0, la suite (k,(x))nen tend vers +oo. La limite simple de la suite de fonctions (k)
est donc la fonction k : R — [0, +oo] définie par

k‘:$l—>{0 siz=0

+o00  sinon.

.Onalty — 4, = ]1[_ 11 donc la suite de fonctions positives (¢,) est croissante, et elle

n+1’n+1
converge donc vers une fonction £ : R — [0, +00].

Puisque £,,(0) = n pour tout n € N, on a £(0) = +oc.

i * 1 - 1 -
Soit z € R*. Pour k < ]y On a 1[_%7%}(.%) =1 et pour k& > o]y on a ]l[_%’%](x) = 0. Par
conséquent, la suite (£, (x)) est constante égale a {ﬁJ (ce symbole désignant la partie entiére

de i) deés que n > 2. On trouve donc que £ : R — [0, +00] est définie par

|| ||
400 siz=0
T 1 .
{WJ sinon.

Correction 2. Ily a deux difficultés ici, extraire un point du domaine et traiter les valeurs infinies.
On commence par le cas ou f est a valeurs finies et on remarque que L, = Lyq) + Ljgpf + Lypy-
On en déduit en utilisant la linéarité de I'intégrale que

d)\:/ ]lad/\:/ Ty + Ty + 1 d)\:/ ]lad)\+/ 1, d>\+/ LeprdA.
/[a,b]f Rf [a.b] Rf {ay T Ljap) + Loy Rf {a} Rf},b[ Rf 0}

On utilise alors que [p flidA = [ f(a)l{g3dN = f(a) [g LisydX = f(a)A({a}) = 0, et de méme
en b, pour en déduire que f[a,b} fdx = f]a7b[fd)\.



Si f prends la valeur +o00 en a (similairement en b) on ne peut pas sortir f(a) si facilement de
Iintégrale. On approche alors f par la suite de fonction f,, définit par

@) siza,

n sinon.

Les suites n — fnljqy et n — frlj,p sont donc des suites croissantes de fonctions positives. Le
théoreme de convergence monotone s’applique. En combinant cela avec le résultat précédent pour

fn on obtient que f[mb] fd\ =lim, f[a,b] fndA = limy, o0 jia,b[ fndX = f]a,b[ fdA.

Correction 3. Cet exercice est dans le méme état d’esprit et I'objectif est d’appliquer le théoréme
de convergence monotone. On réécrit f[o,n} JAX = [g fliondA = [ fudA avec f,, = fljg ). Comme
la suite n — Ljo,n) est croissante, convergente simplement vers Ljo,400[ €t que f est positive on a
que (fn)nen est bien une suite croissante de fonctions positives convergent simplement vers f. Le
théoreme de convergence monotone entraine lim,, .o f[o,n] fdA =limy, o0 [p fn = fR f ]1[0,+oo[d)\ =
f[07 +oo] fd\. La deuxiéme question se traite de la méme maniére en remarquant que n — [1/n,1]
est une suite de fonction croissante positive convergent simplement vers [0, 1].

Correction 4.

1. La suite (A;) est une suite croissante de parties de R de réunion A. Par conséquent (fy)
converge simplement vers 1 4.

2. Par linéarité de l'intégrale, on sait que [ f,dA = 0 pour tout n € N, comme somme fini
de mesure d’ensemble de mesures nulles (des singletons). Ainsi, par le théoreme de conver-
gence monotone (la suite (f,) est une suite croissante de fonctions positives convergeant
simplement vers 1 4), on a

Correction 5.
1. Soit n € N*. Soit x € R. Si z ¢ [O, %] ona fp(z)=0.Siz¢€ {0, ”7‘2], alors /z € [0, 5] (car

la fonction racine est croissante). D’ou % S [0, 5]. Comme la fonction cosinus est positive
sur I'intervalle [0, 5], on a bien f,(x) > 0. Donc f, > 0.

2. Soit x € N*. Si x ¢ [0, %], on a fy(x) = 0 pour tout n € N*. Donc lim,,_,o fr(z) = 0.

Six e [O, %2], alors lim,, o % = 0 et lim,_, cos (%) = 1 (car cos est continue et

cos(0) = 1). Ainsi lim,, o0 fn(z) = 1. Donc (f,,) converge simplement vers Il[ WQ}.
T

3. Soit n € N* et soit # € R. Si z ¢ [0, ], on a fu(z) = fata(z) = 0. Si @ € [0, 7] alors

0< %5 < £ < 7. Comme la fonction cosinus est décroissante sur l'intervalle [0, 7], il vient

fn(x) = cos ({) < cos (T:/fl) = fnt1(x). Donc (f,) est croissante.

4. La suite (f,) est une suite croissante de fonctions mesurables positives. Cette suite converge
simplement vers Il[ ﬂz} . Par le théoréme de convergence monotone ([ frd\) converge et a

T

2

pour limite [ 1 {0 }d/\ = 7 (par normalisation de I'intégrale de Legesgue).

4

Correction 6.
1.



2. Comme les fonctions wu, sont positives, on sait que la série converge vers une fonction f :
R — [0, +00]. Il nous reste a montrer que f est toujours finie. Soit x € R. Si z < 0, alors
un(x) = 0 pour tout n donc f(z) = 0. Six > 0, il existe n € N tel que n < z < n+ 1.
Alors, pour tout m # n, on a x ¢ [m,m+ 1[ et donc x ¢ [m,m+ %[ d’ott up,(x) = 0.
Ainsi f(x) = up(x) € [0, 00].

4. Pour tout n € N*, on a u, > 0. Par conséquent, le corollaire du théoréme de convergence
monotone pour les séries s’applique et

1

Aﬁﬂz}ZéumA:zbﬁ<+m

n>1 n>1

Donc f est intégrable.

5. C’est faux et f est un contre-exemple.

Correction 7. La suite (f,) n’est pas une suite croissante : ([n, +0o[) est une suite décroissante
de parties de R donc (f,,) est décroissante. La conclusion du théoréme n’est d’ailleurs pas vérifiée
car les f, sont toutes d’intégrale infinie mais que la suite (f;,) converge simplement vers la fonction
nulle qui est d’intégrale nulle...

Correction 8.

1. Par la proposition 1.30 du cours, comme ([—n,n]),en est une suite croissante de parties de
réunion R, on a convergence simple monotone de (Il[_njn]) vers 1 = Ig. Il n’y a pas conver-
gence uniforme car 1 — 1(_,, ] = 1j_o0,—pn] + L[, 1o0[ @ pour suprémum 1, indépendamment
de n. En outre, pour tout n € N, par normalisation de 'intégrale,

/hwz%.
R

Par conséquent la suite des intégrales converge vers +0o, qui est l'intégrale de la limite. On
aurait pu le prévoir en utilisant le théoréme de convergence monotone.

2. Puisque ||gn|loc = 77! pour tout n € N*, on a convergence uniforme (donc simple) vers 0.
Par contre, [ ¢g,d\ = 2 indépendamment de n, donc la suite des intégrales converge (vers
2), mais pas vers l'intégrale de la limite (qui est nulle).

3. La suite (hp)nen converge simplement vers 0. En effet, fixons z € R. Dés que n > |z|, on a
hn(z) = 0. Par conséquent, (h,(x)) converge vers 0 dans n tend vers l'infini. Par contre la
convergence n’est pas uniforme car ||h,||cc = 1 pour tout n € N. On a [ h,d\ = 1, donc la
suite des intégrales converge (vers 1), mais pas vers l'intégrale de la limite simple (qui est
nulle).

4. Pour tout x # 0, la suite (k,(x))nen est nulle & partir d’un certain rang (des que n > ﬁ) En
x = 0, (kn()) tend vers +00. On a donc convergence simple vers +001 () ; cette convergence
ne peut pas étre uniforme puisque la limite n’est pas bornée. L’intégrale de la limite est 0,
mais [ k,d\ = 1 pour tout n € N*, donc la suite des intégrales converge (vers 1), mais pas
vers 'intégrale de la limite.

Correction 9.

1. On a convergence uniforme vers 0 car || f,|looc = n~2 pour tout n € N*. Pour tout n € N*
J fadX = % et la suite des intégrales converge vers l'intégrale de la limite, a savoir 0.



2.

Comme la suite (hy,) de l'exercice précédent, la suite (g,) converge simplement, mais pas
uniformément, vers 0 (la preuve est identique). Par ailleurs, pour tout n € N, on a [ g,d\ =
n, donc la suite des intégrales tend vers +o00, ce qui n’est pas l'intégrale de la limite (qui est
nulle).

. Pour tout n € N*, on a ||h,]|cc = 7! donc la suite h,, converge uniformément (et, a fortiori,

simplement) vers 0. Par ailleurs [ h, = n~! pour tout n € N*, donc la suite des intégrales
converge vers l'intégrale de la limite, & savoir 0. Attention : la convergence des intégrales
vers la limite des intégrales ne découle ici d’aucun théoréme général, les fonctions ne “vivant
pas toutes sur un méme segment”.

Comme pour la suite (k,,) de 'exercice précédent, pour tout = # 0 on a convergence simple
vers 0, et quand = = 0 la suite (k,(z))nen+ est constante égale a 1. La limite simple est
L0y, et la convergence n’est pas uniforme puisque |kn, — ]l{o}Hoo =1 pour tout n € N*. On
a cependant [ k, d\ = % pour tout n € N*, qui tend vers 0, i.e. vers 'intégrale de la limite.

Correction 10.

1.

La suite f, est définie sur une succession d’intervalles de plus en plus grands. Pour n fixé
on échange l'intégration et la somme pour obtenir [ f,d\ = >}, 216%(27”1 —2k) = ”T‘H
1

. f est une fonction décroissante donc pour tout x € [2%, 281 on a f(z) > f(2F1) = ST =

fula) et donc f > f.

3. Comme f, est positive on a [ fd\ > [ frdA.

4. Cette fois on veut une borne supérieur. On définit donc g, avec la valeur a gauche de

Iintervalle et des intervalles plus petits de fagon & avoir une série intégrable. On pent donner
la valeur = sur Uintervalle [k, k + 1].



