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Feuille d’exercices 2 : Intégrale des fonctions positives (Partie 1)

Exercice 1. (Convergence monotone de fonctions positives) Pour chacune des suites de fonctions réelles
positives suivantes, étudier si elles sont croissantes et, si c’est le cas, déterminer leur limite (& valeurs dans
[0, +00])

1. fu:x— exp(—2?/n), n € N*;

2. gn:x — exp(—na?), n € N*;

3. hy iz /nexp(—nz?);

4. ky, iz — nlz|, n € N;

5. (Bonus) b, = Z:l ]1[7%’%].
Exercice 2. (mesure nulle) Soient a < b deux réels, et soit f : R — [0, +00] une fonction mesurable positive.
Montrer 1’égalité des intégrales f[mb] fdx = f]%b[ fd.

Exercice 3. Soit f : [0,+00] — [0,400] une fonction mesurable positive. Montrer que f[
Ty yoo S FAN €t [ FAA =Tim oo [y FAA

Exercice 4. (Convergence monotone) On considére A = {z1,z2,...} un ensemble dénombrable (les points
x; sont supposés deux & deux distinets). On introduit la suite de sous-ensembles de A, et la suite de fonctions
indicatrices associées, suivantes :

oo JON =

Ap ={x1,22,...,Tpn_1,2n} n € N*
fn= 1a,.

1. Montrer que la suite de fonctions positives (f,,)nen converge de maniére monotone vers 1 4.

/]lA:O.
R

Exercice 5. (Théoréme de convergence monotone). Pour tout n € N* on considére la fonction f, : R = R
définie par f,(z) = cos (%) siz e {0, %2} et fn(z) = 0 sinon.

1. Montrer que pour tout n € N*, on a f, > 0.

2. En déduire que

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers 1 0.22]"

T
3. Montrer que la suite de fonctions (fy,) est croissante.
4. Montrer que la suite ([, fdA) a une limite et déterminer cette limite.
Exercice 6. (Théoréme de convergence monotone pour les séries). Pour n € N*| on considére la fonction
Uy, : R — R définie par
Uy = n]l[mﬂ_n%[
1. Dessiner les graphes des fonctions uq, us et us.

2. Montrer que la série de fonctions ), -, u, converge simplement vers une fonction f : R — [0, 400]
(on ne demande pas d’expliciter cette fonction).

3. Esquisser le graphe de f.
4. Montrer que f est intégrable.
5. Une fonction intégrable sur R est-elle toujours de limite nulle en +o00 ?

Exercice 7. (Convergence monotone) Le théoréme de convergence monotone s’applique-t-il & la suite de
fonctions f,, : R — [0, oc] définies pour n € N par f, = 1, [ 7



Exercice 8. (Convergence simple, convergence uniforme, convergence des intégrales) Pour chacune des suites
de fonctions positives ci-dessous, établir s’il y a convergence simple, s’il y a convergence uniforme, et s’il y a
convergence des intégrales sur R

L fa=T1_pn,neN;

2. gn=n"1_,,, n € N*;
3. hp=1p, p41], n €N,

4. k, = nlg 1), n € N.

EXERCICES BONUS

Exercice 9. (Convergence simple, convergence uniforme, convergence des intégrales) Pour chacune des suites
de fonctions positives ci-dessous, établir s’il y a convergence simple, s’il y a convergence uniforme, et s’il y a
convergence des intégrales sur R

L fa=n"?1_,,),necN;
2. gn =nlp, pny1y, n € N

3. h, = n_lll[n’nﬂ], n € N*;
4. ky = T2y, e N*.

Exercice 10. (Intégrale de Lebesgue infinie) On sait que la fonction positive, continue par morceaux,

1
fro—= -
x

est mesurable ; on désire montrer (comme on s’y attend mais en utilisant uniquement les propriétés de base
de l'intégrale de Legesgue pour les fonctions positives) que son intégrale de Lebesgue vaut +oo. Pour cela,
on définit la suite de fonctions (f,),en par la formule suivante :

n

1

fn = Z 72k+1 1[2k12k+1[.
k=0

Représenter graphiquement la fonction f, la suite (f,)nen et calculer [ f,dA.

Montrer que, pour tout n € N, f > f,.

Conclure que [ fd\ = +oo.

= L b=

Modifier le raisonnement précédent pour montrer que, si o > 1, la fonction mesurable g : £ +— 1,>1 gﬂ%
a une intégrale de Lebesgue finie.



