Licence 3 S

Liconce 3 & Institut Villebon

Analyse 1 .

Intégrales généralisées : définitions, calculs
1. Rappels : primitives usuelles 4 connaitre. Déterminer les primitives des fonc-
tions f définies par les relations suivantes :
1
a. f(t):¥§ i. f(z)=2", neZ,;
b. f(x) =cosz ; Jo fle)=2Y, yeR;
c. f(y) =siny; k. fly)y=a¥, z>0;
d. f(s) =cos’s sins L f(z) = 1 ;
e. f(xr)=cos’z; x+41
f. f(z)=Inx m. f(t) = ;
’ t+4)(t—3
g-f(y)zeyl; f) ( 1)( )
n =
h. f(a):ﬁy Y 1+ y?
2. Rappel : calcul d’intégrales. Calculer les intégrales suivantes.
3 ™
a.I—/(m2+2)dw g-IZ/ e’ cosw dr ;
0 0

™

(n+1)m B ot
b. In—/ sint dt ; h. I(t) 2z ™ du ;
372 .
c. I—/ cos(mt) dt ; L Z/ lnt
0 )
d.IZ/_wxcosxdx; J- :/1 1+2y
a t 111
Aa)= | = dt; k. [ = :
e. I(a) /0752+1 : /O 1+zew
a t2 3
f.oxxI(a)= [ ———— dt (IPP); Lo« =
@= | G at (PP = [

3. Intégrales généralisées :

intégrale sur [a,+oo[ d’une fonction continue sur

[a, +0o0[. Dans chacun des trois cas suivants :

e déterminer 'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction a intégrer est définie et
continue ;

e calculer I(c) ;

e si la limite existe, calculer lim,_, o I(c).
€ dt
a. I(c) —/ —, avec a € RT,
1t

b. I(c) = / e “dz, avec a € R.
1



c. I(c):/ dix,avecaeRf
2

Inz)e

Définition : Intégrale généralisée sur un intervalle [a, +oo[

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, +oo[ et soit I(c) = [ f(t) dt,
pour ¢ > a.

Si I(c) admet une limite quand ¢ tend vers
+00, on la note : 7> f(¢)dt. Ainsi :

‘JFCX:
/ ft)dt = lim

c—+00 ’ f

Attention : cette limite n’existe pas tou-

jours. >
—_— ‘> #
a c 1+
+oo
Quand cette limite existe et est finie, on dit que 'intégrale f(t)dt est

a
convergente. Dans le cas contraire, 'intégrale est dite divergente.

4. Exemples

+oo dt oo foo
/ 5= ? / cost= 7 / e 3y = 7
11 - 2

5. Intégrales généralisées : intégrale sur un intervalle ]a,b] d’une fonction
continue sur |a,b]. Dans chacun des trois cas suivants :

e déterminer U'intervalle (ou les intervalles) ou la fonction a intégrer est définie et
continue ;

e calculer I(c) ;

e si la limite existe, calculer lim. ¢ I(c).

1 1
(a) I(c):/ %, avec o € RT (b) I(c):/ Inz dx.

1
d
(c)x I(c):/ M avec a € R

z|Inx|®’



Définition : Intégrale généralisée sur un intervalle l:forné |a, b]

Soit f une fonction continue sur un intervalle
semi-ouvert |a, b] et soit I(c) = fcb f(t) dt, pour
¢ €]a,b]. Si I(c) admet une limite quand ¢ tend
vers a, on la note : f; f(t)dt. Ainsi :

c—at

b
/ f(t)dt = lim

Attention : cette limite n’existe pas toujours.

“+00
Quand cette limite existe et est finie, on dit que l'intégrale f(t)dt est

a
convergente. Dans le cas contraire, l'intégrale est dite divergente.

Attention : une intégrale généralisée est définie comme une limite. Si cette limite
n’existe pas, l'intégrale généralisée correspondante n’a pas de sens. Par exemple,
I *+00 5 e . , .

Pécriture [, cosx dx n’a aucune signification mathématique.

6. Premiers exemples Les intégrales suivantes sont des intégrales généralisées. Pourquoi
7 Quelle est la définition précise de chacune d’entre elles 7 Calculer ces intégrales

quand c’est possible.
/ — =7 / Intdt= 7
o Vi 0
7. Mémes questions que dans I'exercice précédent.

1
a. I:/ 2?Inz dx. ;
0
1
b. I(s):/ z’Inz dr, s e R;
0

+oo d
C.I:/ 2y ;
0 y+1

oo dx
d. « I(y) = L
* (y) A 1+4y2x2 9

+o00
o 1:/ e
0 et +e %
—+o0
f. I:/ & dzx ;
o (2+sinx)?

1
Inx
kk [ = ——— dx.
5 /o (1+2)?




+o0
h. I_/ W
1 y(1+2y)

+oo
i. I(p):/ xe Pdr,peR;
0

+o0o
j- **I(p):/ sinz e dx
0

—+00
k. I:/ dr
2 IL’\/.E

€ dt
L 1:/ _dar
1 tvInt

A retenir : Intégrales généralisées de référence

e L’intégrale f1+oo % est convergente si et seulement si o > 1.
L dt

e L’intégrale [, o

est convergente si et seulement si o < 1.
e L’intégrale f0+oo e~ dt est convergente si et seulement si o > 0.

e L’intégrale fol Int dt est convergente.

8. * Intégrale faussement généralisée. On considére la fonction f définie par :
Ve >0 f(z)=xlnz.

a. Quel est le domaine de définition de la fonction f 7
b. Quelle est la limite de f(z) quand x tend vers 0 ?

c. Soit g la fonction définie sur R par :

o= 75 1020

La fonction g est-elle continue en 0 7 L’intégrale fol g(z) dx est-elle une intégrale
généralisée 7

d. Expliquer pourquoi on a :
1 1
Ve €]0,1] / f(z) dx:/ g(x) dx.

e. Expliquer, sans calcul, pourquoi l'intégrale fol f(z) dz est convergente et pourquoi

o /Olf(a:) dx:/olg(x) da.

f. Donner la valeur de 'intégrale fol f(z) dx.



Proposition 1 : intégrale faussement généralisée

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur un intervalle ]a, b]. Si
f admet une limite finie [ en a, alors 'intégrale généralisée :

/abf(x) dx

est convergente.

. » x» En g’'inspirant des questions précédentes, rédiger une démonstration de cette
proposition.

. La proposition 1 est-elle encore vraie si b = +o0 7

. Soit f une fonction continue sur [1, +oo[. On suppose que f(z) tend vers une limite
finie [ en +00. Peut-on en déduire que l'intégrale ffLOO f(x) dz est convergente 7

. % % Soit f une fonction continue sur [1,4+oo[. Si l'intégrale 1+°O f(t) dt est con-

vergente, peut-on en déduire que f(z) tend vers 0 a l'infini ?



10. Autres cas : Comment définir l'intégrale généralisée correspondant & chacune des
situations suivantes 7

f f
L 5 >
a b —00 +00
A. f continue sur [a, b C. f continue sur R
b +00
|t o= | @ =
f
f
a +oo | a b +o0
B. f continue sur |a, +0o0] D. f continue sur [a, +o0o[\{b}
+oo +oo
| @) da= f(a) da =

11. Exemples Les intégrales suivantes sont-elles des intégrales généralisées 7 Ou sont
situés leurs problémes de définition ? Comment les calculer 7

/1 dx /1 dt

: c. [ = —
0o V1i—z 0 ty/|Int|
° too gt

a. I =
+ dzx
b. — .= )
/Oo 1+ 22 d /1 t(Int)?




Comment savoir si une intégrale est convergente 7

Dans ce qui suit, on note —oo < a < b < 400, ainsi U'intervalle ]a, b[ peut représenter
un intervalle borné ou non borné.

A. En calculant sa valeur On a procédé comme cela dans le paragraphe précédent. C’est
ainsi que l'on détermine la nature des intégrales de référence :

Intégrales de référence

Ldt
1. L’intégrale/ — est :
o t*
e convergente si a < 1 e divergente sinon.
oo dt
2. L’intégrale / — est :
1t
e convergente si o > 1 e divergente sinon.

+oo
3. L’intégrale / e dt est :
1

e convergente si a > ( e divergente sinon.

1
4. L’intégrale / Inx dx est convergente.
0

Attention. Il faut savoir refaire rapidement le calcul de ces intégrales.

Somme de deux intégrales convergentes

b b
Si les deux intégrales f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes, alors il en est de
a a
b

méme de l'intégrale / (f(t)+g(t)) dt et I'on a :

a

b b b
/U@+WD£—/f@ﬁ+/qu




B. Fonctions a valeurs positives ou nulles : comparaison avec les fonctions de
référence

L’intégrale généralisée d’une fonction a valeurs positives est toujours définie

Si la fonction f est définie et continue sur |a, b] et si, pour tout = €la, b, f(z) > 0,
alors l'intégrale f; f(x) dx est toujours définie. Sa valeur est soit un réel positif ou
nul (dans ce cas, l'intégrale est convergente), soit 400 (dans ce cas, 'intégrale est
divergente).

Comparaison d’intégrales de fonctions a valeurs positives

1. Si pour tout = €]a,b[, f(x) > g(x) > 0, alors

b b
f(z)dx > / g(x)dx > 0.

Ja Ja
b b
En particulier si / f(x)dx converge, il en est de méme de / g(z)dx.
a a

2. Si f et g sont continues et a valeurs positives sur [a,b[ et si f(x) e g(x),
xX—
b
alors les deux intégrales / f(z)dx et [ g(x)dx sont de méme nature (c’est a

dire que si I'une converge, alors 'autre ausm)
3. Si f et g sont continues et a valeurs positives sur |a, b] et si f(x) ~  g(x),
X—a

b
alors les deux intégrales / f(z)dx et / g(z)dx sont de méme nature (c’est a

dire que si 'une converge, alors 'autre aussi).

C. Fonctions a valeurs de signes quelconques

Convergence absolue

*+-00

00
|f(x)|dx converge, alors I'intégrale / f(x)dx converge égale-

Si lintégrale /

a a

+oo
ment. On dit dans ce cas que l'intégrale / f(z)dz est absolument convergente.

a
On dit aussi que la fonction f est intégrable sur I'intervalle |a, b|.

Attention ! La réciproque de cette propriété est fausse : par exemple, 'intégrale :

—+o0
sint
/ sinf
0 t

est convergente mais elle n’est pas absolument convergente. On dit parfois qu’elle est
semi-convergente.
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Intégrales généralisées : étude de la convergence

1. Intégrales de fonctions a valeurs de signe constant. Etudier la convergence des inté-
grales suivantes. On ne demande pas d’en calculer la valeur.

Série 1 Série 2

+ood 1
a.I:/ —Z a_[_/dt;
2 z 0 1 —cost
71'/2 dt 1 _ —t
b.I—/ —; b.I:/l C
o Sint 0tV

+oo 5
c. I:/ et dt;
0

1 +o0
d. :/ ﬂ; d. I = L;
Lt s VE—10+t

+o0 1 +oo
e.I:/ cos (1) it - e.I:/ dx
1 0

x1/2 4 522

el

. I:/ In(sinz) dx ;
0

2. Quelle est la nature de 'intégrale suivante 7

1-
¢
I:/ ST,
.

Proposition : Intégrale faussement généralisée

Soient a et b deux réels et f une fonction continue sur un intervalle ]a,b]. Si f
admet une limite finie [ en a, alors 'intégrale généralisée

/abf(a:) dx

est convergente.

3. a. La proposition est-elle encore vraie si b = +oo 7

b. Soit f une fonction continue sur [1, +oo[. On suppose que f(z) tend vers une limite
finie [ en +00. Peut-on en déduire que l'intégrale ffroo f(z) dx est convergente ?

c. x * Soit f une fonction continue sur [1,+oo[. Si l'intégrale 1+°° f(t) dt est con-
vergente, peut-on en déduire que f(z) tend vers 0 & Uinfini ?

4. Convergence absolue. FEtudier la convergence des intégrales suivantes.



+oo /g 6/5
a. I:/ <s1nx> dz
0 x
1 1
b. I :/ sin () e~ rrk dg ;
0 X

+o0 ;

t

c.I:/ Ldt,avecoz>—1.
o tr(1+1?)

5. Etude de la convergence de lintégrale :

+00 oj
sint
_ / sinf g,
. t

o

. Soit ¢ > 1. Démontrer que :

¢sint 1 ¢ t
/ sin g — _cosc 1 / cos it
x U c U x U

T cost

b. Déterminer la nature de l'intégrale / tTdt'

™

c. En déduire la nature de l'intégrale 1.

d. Soit & > 0. En procédant de la méme maniére, étudier la convergence de

I’intégrale :
+00 o3
sint
L= [ TRl
tOé
™

e. En procédant de la méme maniére, étudier la convergence de l'intégrale :

400
J:/ cos 2t "
2 t(lnt)a

6. Free style. Etudier la convergence des intégrales suivantes.

10



LT =

+oo o3
t
a. I= / .
0 t

/-l-oo dt
L I= _w
1 t(t3 4 2sint)

~+o00 2
,I:/ cos(z”)
0

Ine +xz2" "’

“+o0o \/§+1
0o S2+s

I_/2 dv
Jo z+5yx ]

oo gt
.I:/ —_—
1 V2 +2

ds ;

11




