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Corrigé

Exercice 1 Niweau attendu

1. (a) Calculer la dérivée de la fonction g définie par g : x +— In(z + Va2 + 2).

1
(b) En déduire une primitive F' de la fonction f : z — ———.

x2+2
VZ 1 — 2z 11
2. En écrivant Va2 + —:1:=( Tt )V + +x),calculer lim vVa2+1—ux.
Vat+ 1+ w—r400

3. Soit h(xz) = a”. Calculer lim h(z) et lim h(z). Calculer h'(z).

z—0 T—+00

Exercice 2 Niveau avancé



L’objectif de cet exercice est de démontrer une des propriétés de "croissance comparée"
xX

e
lim — = +o00 pour tout n > 1.
x—>+oo "

On n’a donc bien str pas le droit d’utiliser cette propriété, ni aucune des autres croissances

comparées, dans cet exercice
2

x
Pour cela, on pose f(x) =e® — > que l'on étudie uniquement sur R¥.

1. Calculer la dérivée g de f, puis la dérivée de g.
2. En déduire le sens de variation de g, puis celui de f.
3. Déduire des questions précédentes que pour tout x € R} on a

ex
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4. En déduire que lim — = 4o0.
r—+00 I
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5. En écrivant — = (—) , en déduire une preuve de
x x

Correction

1. Onag(z)=f(x)=e¢" —z et ¢ (x) = f"(x) =" — 1.
2. Comme x — €* est croissante, on a pour tout x > 0, e > 1. Donce® —1> 0 et

donc g est croissante sur R, Finalement on a g(0) = 1 donc g(x) > 1 pour tout
x € RY. Donc f est croissante sur R .

3. On a donc f(x) > f(0) pour tout x > 0. Comme f(0) =1 on a donc f(zx) >

x> e’
pour tout x > 0. Donc e* > 57 et donc en divisant par x on obtient — > 3
x
T T
4. Comme lim — = 400 on a par théoreme d’encadrement lim — = +oo
T—>—+00 2 r——+o00 I
e’ en\ "
5. On a clairement— = (—) . Or an fizé on a d’aprés la question précédente
x x
| eafn o
lim — = 400, et donc (vu que n est constant et non nul) lim = +4o00.
T—=+o00o N T z—+00 I

En élevant a la puissance n on a le résultat.

Exercice 3 Niveau expert
Soit f : R — R une fonction. Supposons que lirJJrn f(z) = ¢ avec £ > 0 un réel.
T—+00

1. Ecrire la définition rigouseuse de lirf flx)="¢.
T—>+00

Démontrer qu’il existe un A > 0 tel que pour tout z > A on ait f(z) > 0.
On suppose de plus que f est croissante. Démontrer que f(x) < ¢ pour tout = € R.

= W

Si g est une fonction avec lim g(z) = 400, g est-elle croissante sur un voisinage de
T—>+00

+o00 ? Pourquoi ?






