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L’image révèle les modes de transmission des électrons d’un gaz d’électrons bidimensionnel
piégé à l’interface de deux semiconducteurs GaAs/GaAlAs (cf. note de bas de page n̊ 68 page 15),
passant à travers une constriction (quantum point contact). Autrement dit c’est une image de
la figure d’interférence créée par les électrons du gaz bidimensionnel, passant à travers le trou.
Tiré de : M. A. Topinka et al, “Imaging coherent electron flow from a quantum point contact”,
Science 289, p. 2323 (29 Septembre 2000).



Avertissements – Mode d’emploi

Structure de l’ouvrage Le schéma suivant dmontre la structure de l’ouvrage. Les flêches in-
diquent les relations logiques entre les chapitres. Les flêches épaisses définissent un cheminement
“naturel”.

15. Particule chargée sous champ magnétique

Paragraphes 1.4 & 1.5

2. Equation de Schrodinger

3. Formalisme de Dirac

5. Postulat d’évolution temporelle

4. Postulats de mesure

6. Symétries

7. Oscillateur harmonique

8. Moment cinétique − Spin

9. Addition des moments cinétiques

11. Postulat de symétrisation

13. Perturbations stationnaires

14. Perturbations dépendant du temps

10. Théorie des collisions

12. Atome d’Hydrogène

Structure des chapitres Chaque chapitre est organisé selon le schéma suivant :
1. Le cours, dans lequel sont insérés quelques petits exercices
2. À la fin du chapitre, sont listées les idées importantes qui ont été introduites.
3. Les annexes
4. Des exercices (courts)
5. Parfois un ou plusieurs problèmes.

À propos des exercices.– Afin d’alléger la présentation, j’ai omis la démonstration de cer-
tains résultats qui me paraissaient suffisamment simples. Ces petites démonstrations sont laissées
aux soins du lecteur sous la forme d’exercices. On peut classer les exercices en trois catégories :
(1) les exercices qui complètent la discussion que le lecteur est vivement encouragé à résoudre.
(2) Les applications qui viennent étayer le propos (indiquées par une étoile ∗). (3) Les exercices
plus anecdotiques ou plus difficiles sont repérés par deux étoiles ∗∗, voire davantage.
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Les corrigés des exercices sont donnés en annexe, à la fin de l’ouvrage.

Notations.– Il est conventionnel dans les cours de mécanique quantique de repérer les opérateurs
à l’aide d’une notation spécifique. Certains optent pour l’emploi des majuscules [8], d’autres
préfèrent utiliser un chapeau ˆ . J’ai opté pour une solution médiane en ne recourant à aucune
notation spécifique sauf dans certaines sections où des ambigüıtés pourraient apparâıtre. Dans
ces quelques sections, les opérateurs sont repérés à l’aide d’un chapeau.
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1.3 La structure des théories physiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.2.4 Inégalité de Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Annexe : Transformation de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Annexe : Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Distribution δ(x) de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
Valeur principale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Exercices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
Problème : Courant permanent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

v
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A Annexe : Formulaire 257
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Qu’est-ce que la mécanique quantique ?

On pourrait la définir comme le cadre théorique permettant de décrire le comportement de la
matière (et de la lumière) aux échelles atomiques et subatomiques. Cependant, à peine énoncée
cette définition parâıt éminemment restrictive : elle semble ignorer les phénomènes quantiques
macroscopiques, comme la superfluidité ou la supraconductivité qui ont aussi contribué au succès
de la théorie quantique dans la seconde moitié du XXième siècle. La question de savoir quand
le recours à la mécanique quantique est nécesssaire est déjà une question difficile (condition
sur les échelles caractéristiques, la température,...). Toutefois j’en resterai pour l’instant à cette
définition qui permet de toucher du doigt assez aisément la nécessité d’un abandon des concepts
de la physique dite classique (j’entends par là la mécanique newtonienne et l’électromagnétisme)
lorsque l’on s’intéresse aux échelles atomiques et subatomiques. En effet, les notions qui font le
socle de la physique classique ont été forgées à partir de notre expérience immédiate. Or si nous
pouvons espérer deviner les lois fondamentales qui régissent le mouvement des corps matériels
en analysant le mouvement d’une boule de billiard, ou celui des planètes à l’aide d’un télescope,
il n’y a a priori pas de raison évidente pour que ces lois s’appliquent encore dans le monde
atomique et subatomique1. Il n’est donc pas surprenant que la description du comportement
des atomes requiert d’autres concepts que ceux utilisés pour analyser la dynamique d’un corps
macroscopique.

Je souhaiterais tout d’abord revenir sur quelques considérations historiques afin de dresser
un rapide tableau de l’état de la physique à la fin du XIXième siècle, à la veille de plusieurs
grands boulversements. Je pense qu’elles nous aideront à mieux saisir les paragraphes suivants
qui seront consacrés à une description succinte de la structure des théories physiques et de la
mécanique quantique en particulier.

1.2 Brèves considérations historiques

Faisons un bref état des lieux en cette fin de XIXième siècle. Il va de soi qu’une présentation
de quelques pages ne peut être que très schématique. Je m’attache ici à évoquer les grandes

1Aujourd’hui les progrès de la physique quantique nous permettent de “voir” les atomes à l’aide des microscopes
à force atomique ou à effet tunnel. C’était loin d’être le cas à la fin du XIXième siècle et les propriétés du monde
atomique ne pouvaient qu’être déduites indirectement d’observations aux échelles macroscopiques. La réalité des
atomes était contestée par quelques grands noms de la physique (par exemple Ernst Mach), tenants d’une approche
“continue” opposée à la description “atomiste”. On peut considérer que la question de l’existence des atomes fut
tranchée définitivement par la validation expérimentale, en 1908, par Jean Perrin (1870-1942), de la description du
mouvement brownien proposée par A. Einstein en 1905. Le mouvement erratique d’une petite particule déposée
à la surface de l’eau révèle les chocs incessants avec les molécules du liquide.
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théories cadres que sont : la mécanique newtonienne, l’électromagnétisme et la thermodyna-
mique/physique statistique (je ne ferai qu’effleurer cette dernière).

1.2.1 La mécanique newtonienne

On peut faire remonter les premiers balbutiements de la mécanique newtonienne au début du
XVIIième siècle avec la formulation du principe d’inertie par Galileo Galilei (1564-1642). La
formulation de la théorie dans sa forme achevée fut donnée par Isaac Newton (1642-1727) en
1666 ou 1667. Elle fut rendue possible par l’invention du calcul différentiel, attribuée à Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) et I. Newton.

La mécanique newtonienne, en s’appuyant sur les notions de la cinématique (position, vitesse,
accélération,...) et celle de force, permet de prédire le mouvement des corps solides à l’aide d’un
certain nombre de lois universelles :

• Le principe d’inertie (Galilée) : les lois de la mécanique sont les mêmes dans tous les
référentiels inertiels.

• Le principe d’action-réaction.

• La relation fondamentale de la dynamique (RFD) reliant l’accélération ~a, i.e. une quantité
cinématique, d’une particule de masse m, à la force ~F exercée sur celle-ci, i.e. une quantité
dynamique2 : m~a = ~F .

• On doit ajouter à ces trois principes une quatrième loi fondant la théorie newtonienne de
la gravitation3 : la force d’attraction, ~FG = −GMm

r2 ~ur, exercée par une masse M à l’origine,
sur une masse en ~r = r~ur.

La théorie newtonienne a connu des succès éclatants, principalement pour la description
du mouvement des corps célestes. On peut mentionner la découverte de Neptune par Urbain
Le Verrier (1811-1877) en 1846, grâce à l’analyse des aberrations de la trajectoire d’Uranus,
Le Verrier pût prédire la position de la “nouvelle” planète. Sa prédiction, qu’on peut considérer
comme l’apogée de la mécanique newtonienne, communiquée le 31 août 1846 devant l’académie
des sciences de Paris, fut confirmée le 23 septembre par l’observation par Johann Galle.

1.2.2 L’électromagnétisme

Parallèlement à la théorie du mouvement des corps matériels, les phénomènes de natures électrique
et magnétique étaient décrits par un certain nombre de lois finalement unifiées dans ce qui est
aujourd’hui appelé l’électromagnétisme.

La théorie des phénomènes électriques s’est développée principalement dans la seconde moitié
du XVIIIième siècle. On peut citer les noms de Charles Augustin Coulomb (1736-1806), d’Ales-
sandro Volta (1745-1827) et de Denis Poisson (1781-1840).

Les phénomènes magnétiques étaient décrits depuis longtemps (les aimants furent découverts
par les grecs dès l’antiquité) mais ce n’est qu’en 1820 qu’eût lieu la prise de conscience d’une
relation entre les phénomènes magnétiques et électriques, avec l’expérience4 de Hans Christian
Œrsted (1777-1851). Si ce dernier est l’initiateur de l’électromagnétisme, le rôle de fondateur

2Nous sommes tellement habitués à la RFD que nous en oublions à quel point celle-ci ne va pas de soi !
C’est si vrai que des propositions antérieures reliaient la force à la vitesse, ce qui est contredit par une analyse
expérimentale précise.

3Il faut noter l’existence d’une controverse entre Newton et Robert Hooke (1635-1703) quant à la paternité de
la loi en 1/r2.

4L’histoire raconte qu’Œrsted s’aperçut pendant un cours qu’il donnait que l’aiguille d’une boussole était
influencée par le courant électrique traversant un fil disposé dans son voisinage immédiat.

2
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semble plutôt revenir à André Marie Ampère (1775-1836) pour ses nombreuses et décisives
contributions (dont l’une n’est rien de moins que l’invention de la notion de courant électrique).
On attache également à l’électromagnétisme, les noms de Jean-Baptiste Biot (1774-1862) et
surtout de Michael Faraday5 (1791-1867).

La construction du bel édifice fut parachevée par James Clerk Maxwell (1831-1879) qui
unifia l’ensemble des phénomènes dans les fameuses quatre équations qui portent aujourd’hui
son nom, présentées devant la Royal Society en 1864. Il est aujourd’hui considéré comme un des
précurseurs de la vision moderne de la physique, pour avoir donné une place centrale à la notion
de symétrie dans une théorie physique. C’est en effet des considérations purement esthétiques
(on dirait aujourd’hui “de symétrie”) qui le conduisirent à ajouter un dernier terme décisif dans
une des équations. Ces quatre équations6 aux dérivées partielles décrivent la dynamique des
champs électrique ~E(~r, t) et magnétique ~B(~r, t) :

div ~B = 0 ~rot ~E = −∂
~B

∂t
(1.1)

div ~E =
ρ

ε0
~rot ~B = µ0

~j + ε0µ0
∂ ~E

∂t
(1.2)

Il convient de remarquer que les quatre équations n’ont pas un statut équivalent. Le premier
couple d’équations, eqs. (1.1), impose des contraintes sur les champs7, tandis que le second
couple montre comment des sources (densité de charge ρ et densité de courant ~j) les génèrent.

Mentionnons également le rôle déterminant de Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) qui mit en
évidence expérimentalement l’existence des ondes électromagnétiques, prédites par les équations
de Maxwell, et prouva la nature électromagnétique des ondes lumineuses8.

1.2.3 La physique statistique et la thermodynamique

La dernière des théories cadres est la physique statistique élaborée par Ludwig Boltzmann (1844-
1906). Basé sur l’idée d’ergodicité9, le postulat fondamental de la mécanique statistique permet
d’étudier les systèmes à très grand nombre de degrés de liberté (par exemple les gaz) en in-
troduisant les notions d’entropie statistique, de température, de pression... Contrairement à la
mécanique newtonienne et à l’électrodynamique elle ne vise pas à décrire la dynamique des ob-
jets élémentaires, mais cherche au contraire à dégager des lois fondamentales des systèmes à très
grands nombres de degrés de liberté.

La relation entre la physique statistique et les autres théories cadres est subtile puisque le
choix de la dynamique microscopique (classique ou quantique) est indépendant de l’idée mâıtresse
de dégager des lois statistiques.

5Faraday était un autodidacte : apprenti relieur à 14 ans, c’est la lecture d’un article sur l’électricité dans
l’Encyclopaedia Britannica qui aurait suscité sa vocation. Sa contribution décisive est probablement la découverte
de l’induction ( ~rot ~E = −∂t ~B dans sa version locale). Pour le physicien théoricien d’aujourd’hui, l’invention décisive
de Faraday est la notion de champ.

6C’est à Oliver Heaviside (1850-1925) qu’on doit cette forme élégante des équations de Maxwell. Ce dernier
les avaient présentées sous la forme de 20 équations. Notons l’existence d’une notation “covariante” encore plus
compacte : ∂µ eFµν = 0 et ∂µF

µν = jν , où Fµν est le tenseur électromagnétique, eFµν son dual et jµ le quadrivecteur
densité de courant. Cette formulation a l’avantage de rendre explicite l’invariance de Lorentz.

7Ces deux équations montrent que les champs dérivent des potentiels scalaire et vecteur : ~E = − ~gradV − ∂t ~A
et ~B = ~rot ~A.

8Du côté pratique, Hertz semble le véritable inventeur de la radio puisqu’il réussit à diffuser et recevoir des
signaux électromagnétiques, avant Guglielmo Marconi (1874-1937).

9à l’échelle microscopique, la dynamique d’un système à grand nombre de degrés de liberté (NA ∼ 1023) est
si complexe (chaotique) qu’elle le conduit à visiter uniformément son espace des phases accessible (tous les états
d’énergie donnée pour un système isolé).
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1.2.4 Les impasses de la théorie classique

Si on résume la situation il y a donc d’une part une théorie de la dynamique de la matière (la
mécanique newtonienne) ; on pourrait parler de physique corpusculaire. D’autre part l’électro-
magnéstisme est clairement de nature ondulatoire puisqu’elle décrit la dynamique des champs
électrique et magnétique, ébranlements d’un milieu pas très bien défini pensait-on en cette fin
de XIXième siècle (le mystérieux éther ?). Comme Hertz l’a démontré expérimentalement, elle
décrit les phénomènes lumineux : c’est une théorie du rayonnement. L’interaction entre matière
et rayonnement est assurée d’une part par l’introduction de la force de Lorentz ~F = q( ~E+~v× ~B)
dans la relation fondamentale de la dynamique, et d’autre part par les termes de sources donnant
naissance aux champs, densité de charge ρ et densité de courant~j, dans les équations de Maxwell.
En dépit des succès remarquables de ces deux théories, le bel édifice était remis en question à la
fin du XIXième siècle par un certain nombre de problèmes, loin d’être secondaires comme nous
allons le voir, qui ne trouvaient pas de solution dans ce cadre. 10

F = q( E + v B) ρ(r,t) j(r,t)&
Force de Lorentz

continu
délocalisés

sources

Dynamique des milieux continus

ondes (acoustiques, sismiques,... )

Mécanique newtonienne Electromagnétisme

dynamique des champsdynamique des particules

discret
localisées
trajectoire (cinématique,...)

Interaction

Figure 1.1 – La dichotomie (classique) corpuscule-onde.

Ces problèmes profonds de la physique classique portent sur les mécanismes d’interaction
matière-rayonnement. La discussion de ces questions est inextricablement liée à l’exploration de
la structure de la matière aux échelles atomique et subatomique.

La recherche des constituants élémentaires

Les atomes.– Bien que l’hypothèse atomique11 soit très ancienne (elle remonte aux grecs),
ce n’est qu’au tout début du XXième siècle que l’existence des atomes fut mise en évidence de

10 Mentionnons une première difficulté : équations de Newton et équations de Maxwell ne sont pas invariantes
sous le même groupe de translations d’espace-temps : le groupe de Galilée laisse les premières invariantes tandis
que le groupe de symétrie des secondes est le groupe de Lorentz. Autrement dit les deux théories ne sont pas
affectées de la même manière par les transformations spatio-temporelles, ce qui contredit l’idée fondamentale de
l’invariance des lois de la physique lors des changements de référentiels inertiels.
L’incompatibilité entre groupe de symétrie des équations de Newton et de Maxwell fut résolue par l’élaboration,
en 1905, d’une nouvelle mécanique (non quantique) permettant de décrire les corps aux très grandes vitesses
(comparables à la vitesse de la lumière) : la théorie de la relativité restreinte d’Einstein qui remit en cause les
conceptions sur la structure de notre espace-temps.
Le cœur de la théorie de la relativité restreinte, le principe de relativité, i.e. l’universalité des lois de la physique
(mécanique et électromagnétisme) dans tous les réferentiels inertiels, apparâıt comme une réponse aux expériences
d’Albert Michelson et Edward Morley (entre 1881 et 1885) montrant le caractère absolu de la vitesse de la lumière.

11L’hypothèse atomique avance une limite à la description continue des milieux matériels aux échelles macro-
scopiques : la nature discrète des constituants élémentaires se manifeste aux échelles microsocpiques.
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manière indubitable par Jean Perrin12 (1908), par son analyse du mouvement brownien13 et sa
mesure du nombre d’Avogadro (NA ' 6.023 1023 atomes par mole).

Les électrons.– La recherche de l’élémentarité étant une course sans fin, l’existence des atomes
établie, vint immédiatement la question de leur constitution. Les expériences d’ionisation des
gaz raréfiés jouèrent un rôle important jusqu’à la démonstration de l’existence de l’électron
par Joseph John Thomson (1856-1940) en 1897, par déviation de rayons cathodiques (faisceau
d’électrons) d’une lampe à vide par un champ magnétique14. La mesure de la charge quantifiée
de l’électron

qe = −1.602 176 487× 10−19 C (1.3)

sera réalisée en 1910 par Robert Andrews Millikan (1868-1953) 15.

Modèle planétaire 
(J.Perrin)

Modèle globulaire 
(J.J.Thomson)

e−
e−

e−

e−

e−
e−

e−

e−

e−

e−

e−

e−

Figure 1.2 – Deux modèles d’atomes.

La structure de l’atome.– Deux modèles d’atomes sont alors sur le marché : d’une part un
modèle globulaire, proposé par Thomson (1903), d’électrons se mouvant sur un fond continu
chargé positivement (assurant la neutralité électrique de l’atome). D’autre part un modèle
planétaire, dû à Perrin (1901) 16, d’électrons attirés par un noyau chargé positivement via l’in-
teraction coulombienne.

α
Radium

Au

θ

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

détecteur

Figure 1.3 – Expérience de Geiger & Marsden analysée par Rutherford : bombardement d’une
feuille d’or (d’épaisseur ∼ 100 µm) par un faisceau de particules α.

12Ce qui lui vaut le prix Nobel de physique de 1926 : “for his work on the discontinuous structure of matter,
and especially for his discovery of sedimentation equilibrium”.

13Le mouvement erratique d’un grain de pollen à la surface de l’eau trouve son origine dans les chocs incessants
avec les molécules d’eau. Les fluctuations revèlent la nature discrète de la matière.

14Prix Nobel de physique ne 1906 “in recognition of the great merits of his theoretical and experimental inves-
tigations on the conduction of electricity by gases”.

15prix Nobel de physique de 1923 “for his work on the elementary charge of electricity and on the photoelectric
effect.”

16cf. le chapitre 1 de l’ouvrage [4].
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La question sera tranchée en 1909 par les expériences de Hans Geiger (1882-1945) & Ernest
Marsden (1889-1970), puis leur interprétation par Ernest Ruherford (1871-1937) 17 en 1911. Un
faisceau de particules α (des noyaux d’Hélium) est envoyé sur une mince (∼ 100µm) feuille d’or.
Si la plupart des particules α ne sont pas déviées, certaines sont diffusées dans des directions
arbitraires (θ ∈ [0, π]). L’observation de rétrodiffusion avait particulièrement frappé Rutherford
car elle invalide immédiatement le modèle de J.J.Thomson : la rétrodiffusion des particules
α fortement énergétiques (∼ 4 MeV) ne peut s’expliquer que parce qu’elles rencontrent une
concentration extrêmement forte de charges, le noyau atomique. Rutherford va plus loin et
compare la distribution spatiale des particules α mesurée expérimentalement et vérifie qu’elle
est reproduite par la section efficace (d̂ıte de Rutherford) décrivant la diffusion coulombienne
(classique) de deux charges électriques ponctuelles (ici la particule α et le noyau d’or).

Les ions et les isotopes.– Francis William Aston (1877-1945) 18 met au point en 1919 la
technique de spectroscopie de masse consistant à dévier un faisceau d’atomes ionisés (appelés
des ions) par un champ magnétique et à les trier en fonction de leur masse (d’où le nom de la
technique). Il montre que d’une part que les masses des noyaux sont quantifiées19 en multiples
entiers de la masse du proton (le noyau de l’atome d’hydrogène). D’autre part la masse du noyau
d’un même élément chimique peut fluctuer de quelques unités. C’est l’existence de différents
isotopes qui est derrière cette observation20.

La radioactivité.– Un dernier élément important dans la poursuite de l’élémentarité a été
la découverte du phénomène de radioactivité par Henri Becquerel (1852-1908) 21 en 1896. Trois
types de radioactivité furent découverts : l’émission α (un noyau d’Hélium), l’émission β (un
électron) et l’émission γ (un photon). Notons que l’origine du phénomène de radioactivité est
une transition entre deux états du noyau atomiques (ou deux noyaux de natures différentes).

Impasse no1 : L’instabilité classique des atomes

Le problème qui parâıt le plus grave est relatif à la question de la stabilité de la matière.
L’expérience de Marsden & Geiger fournit donc l’image claire de la structure de l’atome d’électrons
tournant autour d’un noyau chargé positivement. Or l’électron accéléré dans le champ électrique
du noyau doit émettre du rayonnement électromagnétique. Il doit donc voir son énergie (mécanique)
diminuer par émission d’énergie lumineuse. Le rayon de l’orbite de l’électron diminue et l’atome
s’effondre sur lui-même. Dans le cas de l’atome d’hydrogène, on trouve une durée de vie de
10−11s ! La physique classique prédit donc que les atomes ont une durée de vie finie, extrêmement
courte, ce qui est (heureusement pour nous) contredit par l’expérience.

17prix Nobel de Chimie en 1908, “for his investigations into the disintegration of the elements, and the chemistry
of radioactive substances”.

18prix Nobel de Chimie en 1922, “for his discovery, by means of his mass spectrograph, of isotopes, in a large
number of non-radioactive elements, and for his enunciation of the whole-number rule”.

19La quantification de la masse des noyaux n’est qu’approximative puisque, d’une part neutron et proton ont
des masses différentes, et d’autre part l’énergie de liaison des nucléons corrige la masse.

20Le nombre de neutrons dans le noyau varie d’un isotope à l’autre, par exemple dans le carbone 12 (6 protons
et 6 neutrons) et le carbone 14 (6 protons et 8 neutrons). Les propriétés chimiques des isotopes sont identiques,
puisqu’elles dépendent de la structure électronique, i.e. du nombre de protons, seule la masse varie (pas les
propriétés chimiques).
Pour éviter tout anachronisme, notons que le neutron ne sera découvert qu’en 1932 par James Chadwick (1891-
1974), prix Nobel de physique en 1935. Il vérifia ainsi l’intuition de Rutherford qui avait conjecturé l’existence du
neutron dès 1920.

21prix Nobel de physique en 1903 “in recognition of the extraordinary services he has rendered by his discovery
of spontaneous radioactivity”, avec Pierre et Marie Curie.
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Impasse no2 : Absorption et émission de lumière

L’absorption et l’émission de lumière par la matière révèlent un caractère discontinu qui ne
s’explique pas dans le cadre classique.

Spectroscopie atomique.– Les expériences d’absorption où d’émission de la lumière par un
gaz atomique montre que la lumière n’est absorbée/émise qu’à certaines fréquences discrètes22.
Cet ensemble de fréquences constitue le spectre de l’atome et joue le rôle de sa “carte d’identité”.

Cette observation sera à l’origine du modèle de l’atome de Bohr23 : essentiellement le modèle
d’atome planétaire auquel on ajoute une règle de quantification.

Effet photoélectrique.– Découvert par Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) en 1887, l’effet
photoélectrique est l’émission d’électrons par un métal soumis à un rayonnement ultraviolet.

I

e−

V métal

vide

UV
ω

V0

V0

intensité UV 1

intensité UV 2I
−

ω
0 ωs0 V

Figure 1.4 – Effet photoélectrique : émission d’électrons par un métal soumis à un rayonnement
ultraviolet monochromatique de pulsation ω.

Décrivons l’expérience : un morceau de métal est placé dans le vide et éclairé par un rayon-
nement ultraviolet monochromatique de pulsation ω. Une différence de potentiel V est appliquée
entre le métal et une cathode. Le courant I d’électrons arrachés de l’anode est mesuré en fonction
de la tension V (figure 1.4, en bas à gauche). Lorsque la tension est inférieure à la contre-tension
V0 les électrons sont repoussés par la cathode et le courant électrique ne passe pas. V0 fournit
donc une mesure de l’énergie cinétique maximale des électrons arrachés : Ee−

c ∼ −V0.
En augmentant l’intensité lumineuse du rayonnement monochromatique on augmente l’énergie

déposée dans le métal. On pourrait penser qu’on augmente ainsi l’énergie cinétique des électrons
arrachés, cependant il n’en est rien comme le montre la figure, puisque la contre-tension V0 est
indépendante de l’intensité lumineuse. Seul le flux d’électrons arrachés varie.

La contre-tension est tracée en fonction de la fréquence du rayonnement (figure 1.4, en bas
à droite). On observe l’existence d’une fréquence de seuil ωs en deçà de laquelle la lumière n’est

22Il est intéressant de noter que dès 1905, Henri Poincaré (1854-1912) suggérait l’analogie entre l’existence des
raies spectrales atomiques et les harmoniques de certaines équations différentielles apparaissant dans d’autres
domaines de la physique (acoustique, théorie de l’élasticité, électromagnétisme) [12].

23prix Nobel de physique 1922 “for his services in the investigation of the structure of atoms and of the radiation
emanating from them”.
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pas absorbée. Au delà de cette fréquence la relation entre contre-tension (i.e. énergie cinétique
des électrons) et fréquence est linéaire

Ee−
c = ~× (ω − ωs) (1.4)

où ~ est une constante universelle (alors que ωs dépend du métal, ~ en est indépendante).
L’existence du seuil, incompréhensible classiquement, suggère à Einstein24 en 1905 que l’énergie
du rayonnement monochromatique ne peut être absorbée que par quanta Equantum =
~× ω. L’équation (1.4) s’interprète comme un bilan d’énergie : l’énergie déposée par le rayon-
nement monochromatique (un multiple entier de “paquets” Equantum = ~×ω) se distribue pour
partie en énergie cinétique de l’électron, et pour partie en énergie potentielle nécessaire pour
l’arracher au métal, au minimum ~× ωs, expliquant le seuil.

En déduire l’entropie des photons et montrer que cette entropie reste constante lors de l’expansion de
l’Univers (c.a.d. lors d’une évolution L→ L′ = αL, T → T ′ = T/α).

4/ Soit u(ω) la densité d’énergie par unité de volume et de pulsation du gaz de photons (c’est à dire
que u(ω)L3dω est l’énergie des dN photons considérés précédemment).

(a) Donner l’expression de u(ω) en fonction de T et ω.
(b) Tracer l’allure de u en fonction de ω.

5/ On sait actuellement mesurer avec une
grande précision la distribution u(ω) du rayon-
nement fossile (cf. figure ci-contre). On peut
donc en déduire sa température comme suit.

(a) Soit δ le réel solution de : e−δ = 1 − δ/3
(δ = 2, 82144...). Donner l’expression de la
pulsation ωm qui rend u(ω) maximale en fonc-
tion de kBT et δ.

(b) Les mesures donnent ωm = 1, 01 × 1012

rad.s−1. En déduire la température actuelle
du rayonnement fossile.
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2 Chaleur spécifique des solides.

Le hamiltonien décrivant les vibrations d’un solide peut être écrit comme une somme d’oscillateurs
harmoniques correspondants aux modes normaux de vibration du réseau cristallin. Chaque mode
normal est une onde de déformation harmonique ; une fois quantifiés ces modes normaux donnent lieu
à des quanta que l’on appelle phonons.

Comme un phonon est le quantum d’un certain oscillateur harmonique, il a une fréquence ca-
ractéristique ω et une énergie h̄ ω. L’état du réseau où un phonon est présent correspond, dans la
limite classique, à une onde de déplacement des atomes par rapport à leur position d’équilibre qui est
de la forme : %u(%r, t) = %U exp{i(%k.%r − ω.t)} avec k = ω/c (c étant la vitesse du son).

1/ Déterminer la densité d’états n(ω) correspondante. Attention il y a un facteur 3 qui vient de la
polarisation, car l’amplitude %U du vecteur déplacement peut prendre 3 directions.

2/ Le modèle de Debye fixe une fréquence de coupure ωD telle que la densité d’états devienne :
nD(ω) = n(ω)Υ(ωD − ω) (où Υ est la fonction de Heavyside). ωD est fixée par la contrainte

∫ ωD

0
n(ω) dω = 3N . (4)

Discuter cette contrainte, calculer la valeur de ωD correspondante et montrer que l’on obtient (à
des facteurs numériques sans dimension près) la même valeur en demandant que la longueur d’onde
de vibration minimale des ondes sonores soit la distance interparticules.

2

Figure 1.5 – Fond cosmologique après soustraction du moment dipolaire
(dû au mouvement du système solaire relativement à la matière distante
dans l’univers) et la contribution de notre galaxie (voie lactée). (tiré de
http ://aether.lbl.gov/www/projects/cobe/COBE−Home/DMR−Images.html). À droite : Densité
spectrale – Comparaison avec la loi de Planck.

Impasse no3 : Le rayonnement du corps noir

L’étude de la thermodynamique du rayonnement25 montre que, classiquement, la densité d’éner-
gie se comporte comme uRJ(ω, T ) ∝ Tω2 (loi de Rayleigh-Jeans), où T est la température, ce
qui conduit à une densité infinie après intégration sur les fréquences (Ehrenfest évoque une
“catastrophe ultraviolette” pour désigner cette divergence

∫∞
0 dω uRJ(ω, T ) =∞).

Expérimentalement il était connu que la densité par mode décrôıt exponentiellement :

uWien(ω, T ) ∝ ω3e−~ω/kBT (1.5)

(loi de Wien) où ~ est la constante universelle introduite plus haut (bien que les deux expériences
soient indépendantes). kB est une autre constante universelle appelée la constante de Boltzmann

24Prix Nobel de physique de 1921 “for his services to theoretical physics, and especially for his discovery of the
law of the photoelectric effect.”.

25On parle de “corps noir” pour désigner du rayonnement électromagnétique en équilibre thermodynamique.
C’est une situation courante, par exemple dans une étoile où les photons émis lors de la nucléosynthèse diffusent du
cœur de l’étoile vers les couches externes. Les multiples processus d’émission/absorption conduisent à l’existence
d’un équilibre entre matière et lumière. La distribution des fréquences du rayonnement est alors uniquement
fonction de la température (notons que la température correspondant au rayonnement émis par l’étoile est celle
des couches externes (qq milliers de K), et non du cœur beaucoup plus chaud, qq millions de K).
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(cf. cours de physique statistique) ; elle permet d’établir la conversion entre température et
énergie.

En 1900, introduisant pour la première fois (mais d’une manière apparemment obscure) l’idée
que l’énergie lumineuse est quantifiée, Max Planck26 propose la loi qui porte son nom27 et qui
interpole correctement entre les lois de Rayleigh-Jeans et de Wien, uPlanck(ω, T ) ∝ ω3

exp(~ω/kBT )−1 ,
et décrit de façon satisfaisante les données expérimentales.

1.2.5 La constante fondamentale manquante : la constante de Planck ~

Faisons une petite pause dans nos considérations historiques pour faire une petite remarque
d’analyse dimensionnelle. Les deux expressions (1.4) et (1.5) mettent en jeu une constante
fondamentale ~. Nous avons remarqué que cette constante est universelle dans le sens où elle
ne dépend pas de la nature du métal dans l’effet photoélectrique, ni de la nature du corps noir
dans l’analyse de son rayonnement. Mettons fin à ce suspens insoutenable : la constante notée
ci-dessus ~, permettant donc de convertir une pulsation en énergie, est la constante de
Planck notée ~. Commençons par un soupçon d’analyse dimensionnelle :

[~] = [Energie]× [Temps] (1.6)
= [Longueur]× [Impulsion] (1.7)
= [Moment cinétique] (1.8)

La dimension de la constante de Planck est donc celle d’un moment cinétique. C’est aussi la
dimension d’une autre grandeur physique importante introduite dans le formalisme lagrangien :
l’action. La constante de Planck est parfois dénommée le quantum d’action (cf. l’annexe du
présent chapitre pour un bref rappel des notions de mécanique analytique).

La valeur numérique de la constante de Planck peut être extraite des résultats expérimentaux
mentionnés. La valeur aujourd’hui admise est :28

~ = 1.054 571 68(18)× 10−34 J s (1.9)

- Exercice 1.1 (∗) : (a) Calculer l’action pour un particule libre de masse m = 2 kg se
déplaçant à vitesse v = 1 m/s pendant t = 1 s.
(b) Montrer que l’action de la terre pendant une révolution autour du soleil, l’orbite étant
supposée circulaire, est S♁ = πM♁

√
GM�R (on pourra commencer par retrouver la troisième

loi de Kepler reliant la distance terre-soleil R à la période de révolution T pour une orbite
circulaire :

(
2π
T

)2
R3 = GM�). Calculer29 S♁ en unité de ~.

(c) Calculer l’action d’un électron décrivant une orbite circulaire autour d’un proton (un atome

d’hydrogène) pendant une période. On rappelle que le potentiel coulombien est V (r) = − q2
e

4πε0r
≡

− e2

r . On considèrera une orbite circulaire de rayon a0 = ~2

me2
= 0.53 Å.

1.2.6 La mécanique quantique en quelques dates

La naissance de la théorie quantique puis de la mécanique quantique est attachée à de nombreux
noms prestigieux : Max Planck (1858-1947), Arnold Sommerfeld (1868-1951), Albert Einstein

26Prix Nobel de physique 1918 “in recognition of the services he rendered to the advancement of physics by his
discovery of energy quanta”.

27 Rappelons précisément la loi de Planck : la densité de modes du champ e-m est ρ(ω) = ω2/(cπ)3. Soit
u(ω, T )dω la contribution à la densité d’énergie moyenne (au sens de la physique statistique) des fréquences de
l’intervalle [ω, ω+ dω]. Elle est donnée par u(ω, T )dω =(# de modes)×(énergie)×(proba d’occupation du mode),
i.e. u(ω, T ) = ~

(cπ)3
ω3 1

exp(~ω/kBT )−1
.

28Les valeurs sont tirées du site du National Institute of Standards and Technology http ://www.nist.gov/.
29On donne G ' 6.67 10−11 kg−1m3s−1, M� ' 2 1030 kg, M♁ ' 6 1024 kg et R = 1 u.a' 150 106 km.
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(1879-1955), Paul Ehrenfest (1880-1933), Max Born (1882-1970), Niels Bohr (1887-1962), Erwin
Schrödinger (1887-1961), Louis de Broglie (1892-1987), Satyendranath Bose (1894-1974), Wolf-
gang Pauli (1900-1958), Werner Heisenberg (1901-1976), Enrico Fermi (1901-1954), Pascual Jor-
dan (1902-1980), Paul A. M. Dirac (1902-1984), Eugène Wigner (1902-1995), John von Neumann
(1903-1957)... et aussi le grand mathématicien David Hilbert (1862-1943).

Figure 1.6 – Les pères fondateurs.

On peut mentionner un certain nombre d’étapes importantes dans la construction de la
théorie quantique :

I. Fondation

• 1897 : L’électron.– J. J. Thomson découvre l’électron.

• 1900 : La loi de Planck du corps noir.– M. Planck élabore une théorie du rayonnement du
corps noir et propose ce qu’on appellera plus tard la “loi de Planck” (cf. note de bas de
page n0 27 page 9).

• 1905 : Effet photoélectrique et quantification de l’énergie du rayonnement e-m.– A. Einstein
propose une théorie expliquant l’effet photoélectrique (cf. un § précédent). Il formule l’hy-
pothèse de la quantification de l’énergie de la lumière : les quanta d’énergie sont interprétés
comme des particules lumineuses, les photons.

• 1907 : A. Einstein développe sa théorie de la chaleur spécifique des solides.

• 1909 : Geiger & Marsden sondent expérimentalement la structure d’atomes d’or par bom-
bardement de particules α (noyaux d’Helium).

• 1911 : Modèle d’atome de Rutherford.– Ernest Rutherford analyse le problème de diffusion
coulombienne, explique le résultat de l’expérience de Geiger & Marsden et propose le

10
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modèle d’atome planétaire30.

• 1913 : Atome de Bohr.– N. Bohr fonde un premier modèle atomique. Sans abandonner les
concepts classiques il introduit l’idée d’états stationnaires “quantifiés” : dans le modèle
planétaire de l’atome d’hydrogène, seules certaines trajectoires quantifiées sont réalisables
physiquement31. La théorie explique tout naturellement les raies spectrales des atomes,
qui correspondent aux transitions entre trajectoires quantifiées.

• 1916 : Robert Andrews Millikan32 (1868-1953) publie ses travaux expérimentaux sur l’effet
photoélectrique. C’est une vérification de la théorie proposée par Einstein en 1905 mais
aussi une mesure de la constante de Planck.

• N. Bohr formule son principe de correspondance (assurant la transition quantique → clas-
sique).

• Règle de quantification de Bohr-Sommerfeld.– Arnold Sommerfeld (1916) et M. W. Wil-
son (1915) généralisent la condition de quantification des trajectoires circulaires de Bohr.
On parle de “règle de quantification de Bohr-Sommerfeld”. L’approche est suffisamment
puissante pour permettre à Sommerfeld d’expliquer dans la foulée la structure fine de l’hy-
drogène (un effet relativiste qui se manifeste par le dédoublement des raies spectrales de
l’atome, à de très petites échelles de fréquences, cf. section 13.2 du chapitre 13).

• 1922 : Diffusion Compton.– Arthur Holly Compton (1892-1962) réalise des expériences de
diffusion de la lumière par des électrons (l’effet Compton). Alors qu’Einstein avait introduit
la notion de quantum d’énergie, interprété comme un “grain” de lumière i.e. un photon,
l’expérience suggère qu’on peut attribuer une impulsion33 au photon.

• Otto Stern34 et Walter Gerlach réalisent leur célèbre expérience montrant le dédoublement
d’un jet d’atomes d’argent lors de son passage dans une région où règne un gradient de
champ magnétique (cf. chapitre 8).

• 1924 : Nature ondulatoire des électrons.– L. de Broglie35 propose la relation entre l’impulsion
des particules et leur vecteur d’onde. Il étend ainsi aux particules de matière la dualité
onde-corpuscule introduite par Einstein par son hypothèse des quanta de lumière36.

• 1925 : Mécanique des matrices.– Au sein du groupe de Göttingen (Born, Heisenberg, Jordan,
Pauli) W. Heisenberg37 élabore la mécanique des matrices (l’essence de la future mécanique
quantique).

• Le spin de l’électron.– George E. Uhlenbeck (1900-1988) et Samuel A. Goudsmit (1902-
1978), élèves de Paul Ehrenfest à Leyden, proposent d’attribuer à l’électron un moment
magnétique intrinsèque (le spin), dont la théorie est bâtie par Pauli. Cette théorie permet
d’analyser l’expérience de Stern et Gerlach (1922).

30dont la paternité revient plutôt à Jean Perrin en 1901, comme on l’a vu.
31Celles dont l’action est un multiple entier de h = 2π~ ; cf. paragraphe page 231.
32R. A. Millikan est aussi celui qui démontra expérimentalement la quantification de la charge électrique et

donna une première valeur de la charge de l’électron en 1910.
33Notons toutefois que l’attribution d’une impulsion au champ électromagnétique n’est pas nouvelle : pensons

au vecteur de Poynting.
34prix Nobel de physique 1943 “for his contribution to the developement of the molecular ray method and his

discovery of the magnetic moment of the proton”.
35prix Nobel de physique 1929 “for his discovery of the wave nature of electrons”.
36Cela serait travestir sa pensée de ne pas mentionner que de Broglie avait un point de vue sur la dualité

onde-corpuscule qui diffère de celui exposé ici, comme il l’explique dans son livre [12].
37prix Nobel de physique de 1932 “for the creation of quantum mechanics, the application of which has, inter

alia, led to the discovery of the allotropic forms of hydrogen”.
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• Le principe de Pauli.– W. Pauli38 formule son “principe d’exclusion” : deux fermions ne
peuvent pas se trouver dans le même état quantique. C’est le principe d’exclusion de Pauli
qui est à la base de la diversité des atomes et de leurs propriétés chimiques.

• La condensation de Bose-Einstein.– Satyendranath Bose analyse la statistique quantique
des photons. Il envoie son travail à A. Einstein qui recommande son article et généralise
l’idée pour l’appliquer à certains atomes. Il remarque la possiblité de la “condensation”
d’un gaz de bosons : l’occupation de l’état quantique de plus basse énergie par toutes les
particules, un phénomène quantique macroscopique qui se manifeste à très basse tempéra-
ture. L’idée ne sera prise au sérieux que quelques années plus tard par Fritz London (1931)
pour analyser le phénomène de superfluidité de l’Hélium39.

• 1926 : L’équation de Schrödinger.– E. Schrödinger40 publie sa célèbre équation41. Cette
équation d’onde décrit le comportement d’une particule non relativiste soumise à un po-
tentiel. Dans un premier temps il refuse l’interprétation probabiliste proposée par M. Born.

• 1927 : Synthèse.– L’argument des complémentarités de Bohr assure la cohérence de l’édifice.
L’interprétation de Copenhague s’impose alors (la présentation moderne de la mécanique
quantique).

• La nature ondulatoire de la matière est vérifiée par les expériences de diffusion d’électrons
par un cristal42 par C. J. Davisson43 et L. H. Germer (Compton avait montré qu’on peut
attribuer une impulsion au photon ; Davisson & Germer montrent qu’on peut associer une
longueur d’onde à l’électron). 44

• P. A. M. Dirac quantifie le champ électromagnétique.

• 1928 : Équation de Dirac.– P. A. M. Dirac propose une théorie quantique relativiste de
l’électron. Pour cela il construit une équation d’onde pour des fermions qui reproduit
le spectre d’énergie relativiste (E =

√
~p 2c2 +m2c4 pour la particule libre). L’existence

d’états d’énergie négative dans sa théorie conduit Dirac à postuler l’existence d’antiparti-
cules (le positron pour l’électron)45.

II. Développements

• 1928 : Théorème de Bloch.– (cf. § 6.4 page 90) Felix Bloch développe une théorie quantique
du transport électronique dans un cristal parfait (un potentiel périodique).

38prix Nobel de physique 1945 “for the discovery of the Exclusion principle, also called the Pauli principle”.
39La superfluidité de l’Hélium met en jeu un liquide de bosons fortement corrélés. La condensation de Bose-

Einstein ne sera observée dans des gaz atomiques dilués que dans les années 90, grâce aux progrès réalisés dans les
techniques de refroidissement atomiques. On pourra aller voir la page http ://www.colorado.edu/physics/2000/bec/.

40prix Nobel de physique 1933 avec Paul Dirac “for the discovery of new productive forms of atomic theory”.
41D’après Etienne Klein (France Culture, 21 octobre 2009), la génèse de la fameuse équation serait liée à une

expérience sexuelle : Schrödinger aurait rapporté son équation d’un week end torride passé avec sa mâıtresse.
42L’histoire de ces expériences est tout à fait remarquable puisqu’elles résultent d’un “accident de laboratoire”

(on pourra se référer à la description détaillée, p. 210 de l’ouvrage [31]).
43prix Nobel de physique en 1937 avec G. P. Thomson “for their experimental discovery of the diffraction of

electrons by crystals”.
44Cette expérience fondamentale résulte d’un accident de laboratoire ! Une bombonne de gaz avait explosé à

côté de l’échantillon, clivant la surface du Nickel (i.e. réalisant une surface régulière à l’échelle atomique) rendant
possible l’observation de la diffraction de Bragg. Un exemple à méditer à l’heure du pilotage d’une recherche de
plus en plus “finalisée” par des financements de projets de court et moyen terme...

45Génial retournement consistant à transformer une difficulté mathématique (l’occupation de l’infinité d’états
d’énergies négatives) en invention du concept d’antiparticule !
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• George Antonovich Gamow (1904-1968), Gurney & Condon expliquent la radioactivité α
comme un processus tunnel pour une particule α traversant une barrière de potentiel la
liant au noyau.

• Effet Raman46 rapporté pour la première fois.

• 1930 : Le positron est mis en évidence expérimentalement par C. D. Anderson47 en 1932
puis par P. M. S. Blackett48 et G. P. S. Occhialini en 1933.

• Le phénomène de résonance magnétique découvert par Isodor Isaac Rabi (1898-1988) 49.

• 1933 : Ernst August Friedrich Ruska (1906-1988) réalise le premier microscope électronique
en transmission (utilisant des électrons au lieu de photons). Cette invention lui vaudra le
demi prix Nobel de physique en 1986 (cf. note de bas de page n074).

• 1934 : Une première théorie de la radioactivité β (i.e. de l’interaction faible) est proposée
par Enrico Fermi (1901-1954) 50.

• 1935 : Le paradoxe EPR (A. Einstein – B. Podolsky – N. Rosen) et la question de la non
séparabilité51.

• Observation du phénomène de superfluidité par Piotr Leonidovich Kapitza (1894-1984).

• 1941 : Théorie de la superfluidité par Lev Davidovich Landau (1908-1968)52.

• 1945 : Résonance magnétique nucléaire par Felix Bloch & Edwards Mills Purcell53.

• 1946 : Théorie des semiconducteurs. Invention du transistor par John Bardeen, Walter
Houser Brattain & William Bradford Shockley54.

46qui donnera naissance à une technique puissante de spectroscopie. Chandrasekhara Venkata Raman recevra
le prix Nobel de physique en 1930 “for his work on the scattering of light and for the discovery of the effect named
after him”.

471/2 prix Nobel 1936 “for his discovery of the positron”.
48prix Nobel 1948 “for his developement of the Wilson cloud chamber method, and his discovery therewith in

the fields of nuclear physics and cosmic radiation”.
49prix Nobel de physique 1944 “for his resonance method for recording the magnetic properties of atomic nuclei”.
50prix Nobel de physique 1938 “for his demonstrations of the existence of new radioactive elements produced by

neutron irradiation, and for his related discovery of nuclear reactions brought about by slow neutrons”.
51 Théories à variables cachées.– Einstein ne se satisfaisait pas de l’interprétation probabiliste. Il propose

l’idée que la théorie quantique ne donne qu’une vision partielle. On n’aurait pas accès expérimentalement à toute
l’information de la “bonne” théorie qui contiendrait des “variables cachées”.
Non séparabilité et paradoxe EPR.– Le paradoxe EPR pointe une difficulté conceptuelle liée au processus
de mesure et à la projection du paquet d’onde. Afin de toucher du doigt cette difficulté, considérons deux photons
émis par une source telle que leurs spins soient polarisés dans des directions opposées. Les photons s’éloignent
l’un de l’autre. En effectuant la mesure de la polarisation d’un photon, on projette le paquet d’onde sur un état
de polarisation aléatoire, ce qui fixe en même temps la polarisation de l’autre photon.
Le paradoxe est le suivant : on pourrait penser qu’une information doit être transmise d’un photon à l’autre entre
le moment où la polarisation de l’un a été observée afin que l’autre polarisation soit fixée. Il y aurait alors un
délai correspondant au temps mis par l’information pour passer d’un photon à l’autre. À l’inverse la mécanique
quantique avance que la projection du paquet d’onde est un processus non local affectant instantanément la
fonction d’onde des deux photons partout dans l’espace.
Violation des inégalités de Bell.– L’idée d’Einstein sera invalidée plus tard avec la découverte des inégalités
de Bell (satisfaites par les théories à variables cachées locales) et l’observation de leur violation dans les années
80. L’expérience tranche donc en faveur de la mécanique quantique.

52prix Nobel de physique 1962 “for his pioneering theories for condensed matter, especially liquid helium”.
53lauréats du prix Nobel de physique 1952 “for their development of new methods for nuclear magnetic precision

measurements and discoveries in connection therewith”.
54prix Nobel de physique 1956 “for their researches on semiconductors and their discovery of the transistor

effect”.
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• 1947 : Mesure du déplacement de Lamb par Willis Eugene Lamb (1913-2008) 55. Il s’agit
d’un décalage en énergie dans les spectres atomiques non prédit par la théorie quantique
relativiste de Dirac. L’effet ne sera compris que dans le cadre de l’électrodynamique quan-
tique (théorie quantique des champs appliquée au rayonnement électromagnétique).

• 1948 : Mesure du moment magnétique anormal de l’électron (autre écart à la théorie de
Dirac) par Polykarp Kusch (1911-1993) 56.

• 1949 : Électrodynamique quantique développée par Richard P. Feynman, Julian Schwinger
& Shin-Ichiro Tomonaga57. Fournit des prédictions quantitatives pour le déplacement de
Lamb et le moment magnétique anormal dont l’origine est dans le couplage aux fluctuations
quantique du champ électromagnétique (existant dans le vide).

• 1950 : Mise au point de la technique du pompage optique par Alfred Kastler (1902-1984) 58

& Jean Brossel (1918-2003). Cette technique permettra de réaliser des gaz atomiques très
froids.

• 1956 : Violation de la parité suggérée par Tsung-Dao Lee & Chen Ning Yang59.

• 1957 : Obervation de la violation de la parité (cf. chapitre 6, page 86).

• Théorie de la supraconductivité par John Bardeen, Leon Neil Cooper & John Robert
Schrieffer60.

• 1958 : Début de la théorie de la localisation.– Alors que les états stationnaires (d’énergie
bien déterminée) dans un cristal sont délocalisés dans tout l’espace (théorème de Bloch),
comme des ondes planes, Philip W. Anderson61 montre que la présence de désordre statique
(impuretés ou défauts structurels) est susceptible de localiser l’onde électronique (et donc
d’empécher la conduction électrique).

• 1959 : Effet Aharonov-Bohm.– Yakir Aharonov (1932-) & David Bohm (1917-1992) sou-
lignent que la dynamique d’une particule chargée est affectée par le potentiel vecteur et
non le champ magnétique. Ils analysent une situation où l’électron explore une région où
~B = 0 mais ~A 6= 0 (classiquement il ne subirait aucune force) : la diffusion par un solénöıde
impénétrable produit une figure d’interférences déplacée en variant le flux magnétique.

• Années 60 : Théorie GSW de l’interaction électro-faible.– l’interaction électromagnétique
et l’interaction faible (responsable de la radioactivité β) sont unifiées dans la théorie
électrofaible, par Sheldon L. Glashow, Abdus Salam & Steven Weinberg62. L’idée de bri-
sure spontanée de symétrie est au cœur du modèle et propose une origine pour la masse
des particules (mécanisme de Higgs-Anderson).

55prix Nobel de physique 1955 “for his discoveries concerning the fine structure of the hydrogen spectrum” avec
P. Kusch.

56prix Nobel de physique 1955 “for his precision determination of the magnetic moment of the electron” avec
W. E. Lamb.

57prix Nobel de physique 1965 “for their funcdamental work in quantum electrodynamics, with deep-ploughing
consequences for the physics of elementary particles.”.

58prix Nobel de physique 1966 “for the discovery and developments of optical methods for studying Hertzian
resonances in atoms”.

59prix Nobel de physique 1957 “for their penetrating investigation of the so-called parity laws which has led to
important discoveries regarding the elementary particles”.

60prix Nobel de physique 1972 “for their jointly developed theory of superconductivity, usually called the BCS-
theory”.

61prix Nobel de physique 1977 avec Nevill F. Mott & John Hasbrouck van Vleck “for their fundamental theo-
retical investigations of the electronic structure of magnetic and disordered systems”.

62prix Nobel de physique 1979 “for their contributions to the theory of the unified weak and electromagnetic
interaction between elementary particles, includind, inter alia, the prediction of the weak neutral current”.
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• Réseau d’Abrikosov.– Alexei A. Abrikosov63 découvre l’existence d’une nouvelle phase dans
certains supraconducteurs (dits de type II) : organisation d’un réseau hexagonal de vortex
magnétiques.

• 1962 : Invention du laser par Charles Hard Townes64.

• 1965 : Violation de la symétrie de renversement du temps observée par Val Logsdon Fitch
& James Watson Cronin65.

• 1965 : John Stewart Bell (1928-1990) découvre les inégalités portant aujourd’hui son nom.

• 1979 : Théorie d’échelle de la localisation d’Anderson.– E. Abrahams, P. W. Anderson,
D. C. Licciardello & T. V. Ramakrishnan (dits “la bande des quatre”, que le sinophile ne
devra pas confondre avec la sinistre bande éponyme) montrent l’importance de la dimension
du système en développant une “théorie d’échelle” pour la localisation d’Anderson. Ils
prédisent l’existence d’une transition de localisation en dimension 3 mais la localisation
complète du système en dimensions66 1 et 2 (pour un potentiel désordonné scalaire, en
l’absence de champ magnétique). Ce travail relance l’intérêt de la communauté pour le
phénomène de localisation d’Anderson et l’étude de la transition d’Anderson.

• Années 80 : Observation de la violation des inégalités de Bell à l’institut d’optique d’Orsay
par l’équipe d’Alain Aspect (cf. note de bas de page n051 page 13).

• 1980 : Effet Hall quantique entier.– Klaus von Klitzing67 observe la quantification de
la conductivité Hall d’un gaz d’électrons bidimensionnel68 : σxy = n e

2

h avec n ∈ N.
Cette quantification est si précise qu’elle est maintenant utilisée pour définir l’étalon de
résistance.

• 1982 : Observation de l’effet Aharonov-Bohm.– Une équipe japonaise 69 observe l’effet Aha-
ronov Bohm dans une expérience de diffusion d’électrons par un petit aimant toröıdal
(pour éviter les champs de fuite hors du solénöıde).

• 1983 : Effet Hall quantique fractionnaire.– Daniel C. Tsui et Horst L. Störmer70 observent
la quantification de la conductivité de Hall d’un gaz d’électrons bidimensionnel pour une
valeur fractionnaire σxy = p

q
e2

h avec p, q ∈ N (dans l’article de 1983 la fraction p/q = 1/3
est observée). Cette observation sera expliquée par Robert B. Laughlin qui propose une
théorie de l’effet Hall quantique fractionnaire conduisant à l’idée que les excitations du

63prix Nobel de physique 2003 avec Vitaly L. Ginzburg et Anthony J. Legett “for pioneering contributions to
the theory of superconductors and superfluids”.

64prix Nobel de physique 1964 avec Nicolay Gennadiyevich Basov & Aleksandr Mikhailovich Prokhorov “for
fundamental work in the field of quantum electronics, which has led to the construction of oscillators and amplifiers
based on the maser-laser principle”.

65prix Nobel de physique 1980 “for the discovery of violations of fundamental symmetry principles in the decay
of the neutral K-mesons”.

66la localisation unidimensionnelle avait été conjecturée par Mott en 1961 puis démontrée mathématiquement
à la fin des années 70 ; le cas d > 1 est nettement plus ardu à traiter

67prix Nobel de physique 1985 “for the discovery of the quantized Hall effect”.
68 La technique d’épitaxie (MBE : molecular beam epitaxy) permet de déposer des atomes couche atomique

par couche atomique. On fabrique ainsi une interface extrêmement régulière entre deux semiconducteurs (GaAs
et GaAlxAs1−x). Un puits de potentiel se forme à l’interface qui piège les électrons. À basse température le degré
de liberté perpendiculaire à l’interface est gelé ; on a ainsi obtenu un gaz d’électrons se déplaçant dans un plan
(un métal bidimensionnel).

69Akira Tonomura al., “Observation of Aharonov-Bohm effect by electron holography, Phys. Rev. Lett. 48(21),
p. 1443 (1982).”

70prix Nobel de physique 1998 avec Robert B. Laughlin “for their discovery of a new form of quantum fluid
with fractionally charged excitations”.
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système ont des charges fractionnaires. L’effet est remarquable : des électrons fortement
corrélés (en interaction coulombienne71) soumis à un très fort champ magnétique (qq T)
à très basse température (qq 10mK) se comportent comme un système de particules de
charges fractionnaires72.

• 1984 : Observation des bosons W et Z médiateurs de l’interaction électrofaible par Carlo
Rubia et Simon van der Meer73 (test de la théorie GSW des interactions électro-faibles).

• 1985 : Invention du microscope à effet tunnel par Gerd Binnig et Heinrich Rohrer74.

• Découverte des supraconducteurs à haute Tc par J. Georg Berdnoz et K. Alexander
Müller75.

• Obervation de l’effet Aharonov-Bohm dans un anneau métallique.– Sean Washburn & Richard
A. Webb observent l’effet Aharonov-Bohm dans un anneau métallique (d’or) de dimension
microscopique (un phénomène d’interférences quantiques mettant en jeu les électrons d’un
métal).

• 1995 : Obervation d’un condensat de Bose-Einstein dans un gaz d’atomes alcalins très
froid (qq µK) 76.

On peut véritablement parler de “révolution quantique” puisque les fondateurs de la méca-
nique quantique ont été progressivement amenés à remplacer le cadre conceptuel, abandonner
les notions servant de socle à la mécanique classique comme ce bref historique le montre. C’est
une des difficultés principales de l’enseignement de la mécanique quantique : il faut laisser de
côté un certain nombre de notions devenues intuitives à l’usage.

71contrairement au cas d’un métal, l’interaction est peu écrantée dans le fluide de Hall incompressible.
72La charge fractionnaire des porteurs de charge a été observée : q∗ = qe/3 en 1997 (L. Saminadayar et al,

Phys. Rev. Lett. 79, p. 2526) et q∗ = qe/5 en 1999 (M. Reznikov et al, Nature 399, p. 238)
73prix Nobel de physique 1984 “for their cisivecontributions to the large project, which led to the discovery of

the field particles W and Z, communicators of weak interaction”.
74 lauréats du prix Nobel de physique 1986 : “for their design of the scanning tunneling microscope” avec Ernst

Ruska “for his fundamental work in electron optics, and for the design of the first electron microscope”.
75prix Nobel de physique 1987 “for their important break-through in the discovery of superconductivity in ceramic

materials”.
76qui vaudra le prix Nobel de physique à Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle & Carl E. Wieman en 2001 “for

the achievements of Bose-Einstein condensation in dilute gases of alkali atoms, and for early fundamental studies
of the properties of the condensates”.
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1.3 La structure des théories physiques

De quelle remise à plat des concepts parle-t-on ? Pour cela il est bon de revenir sur la structure
des grandes théories physiques. Je parle des théories cadres évoquées plus haut ; on pourrait
les appeler les “métathéories”, dans lesquelles s’imbriquent des théories plus spécifiques, au sein
desquelles on construit des modèles77.

Theories plus specifiques

Modeles

Cadre conceptuel
(notions de base, outils)

Postulats
(relations entre les notions)M

et
at

he
or

ie

Exemple : Mécanique newtonienne

−→

? Calcul différentiel
? Cinématique (position ~r, vitesse ~v, accéléra-
tion ~a,...), impulsion ~p, forces,..
? État d’une masse ponctuelle décrit par (~r, ~p)

−→ ? Principe d’inertie,
? Action-réaction,
? RFD

−→ Ex. : Théorie de la gravitation newtonienne.

−→
? Le modèle planétaire
? une masse au bout d’un ressort
? etc.

Toute théorie est donc basée sur un certain nombre de postulats (axiomes) qui doivent
obéir à quelques règles transcendantes, telles que la conservation de l’énergie-impulsion d’un
système isolé. D’autres choix axiomatiques conduiraient à des conclusions différentes. C’est donc
la confrontation à l’expérience qui permet de valider la pertinence du choix des axiomes. La
justesse d’une théorie est donc moins dans sa construction que dans la validité de son application.
Par exemple, reconsidérons la proposition aristotélicienne de décrire la dynamique des corps en
mouvement en postulant la proportionnalité entre vitesse et force : λ~v = ~F . On sait que cette
relation est démentie par l’expérience de la chute des corps (elle a aussi la désagréable propriété
de ne pas respecter le principe de relativité). Cela ne la rend pas pour autant absurde et il est
possible de trouver des situations décrites par cette relation : le cas d’une particule en milieu
fortement visqueux.

Notons enfin que le statut d’une théorie peut varier comme le montre l’exemple de la théorie
de la gravitation. Alors que dans le cadre newtonien la théorie de la gravitation apparâıt comme
une théorie spécifique décrivant l’action entre masses, dont nous n’avons pas vraiment besoin
pour décrire le mouvement d’une particule chargée soumise à un champ électrique, la théorie de
la relativité générale einsteinienne intègre la gravitation au cadre général.

Les différentes formulations des théories physiques

Il est intéressant de noter qu’une même théorie peut apparâıtre sous plusieurs formes, basées
sur des concepts et des postulats différents. Les variantes de la théorie sont toutefois strictement
équivalentes. Un exemple est fourni par la mécanique classique, qui peut être formulée dans
le cadre newtonien basé sur les postulats rappelés ci-dessus. Elle peut également être formulée
dans le cadre lagrangien ou encore hamiltonien ; le postulat permettant de déduire les équations
du mouvement est alors le principe de moindre action de Pierre Louis Moreau de Maupertuis
(1698-1759). L’existence de plusieurs formulations équivalentes et complémentaires est une des

77Pour reprendre la terminologie de [30], on peut définir un modèle comme la mise en équations d’une théorie.
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1.4 La mécanique quantique Introduction

richesse de la physique théorique. Elles fournissent différents angles pour attaquer les problèmes.
Nous évoquerons les différentes formulations de la mécanique quantique.

Les limites des théories - Le rôle des constantes fondamentales

Comme nous l’avons déjà illustré, le cadre délimite une zone hors de laquelle cela n’a pas de
sens d’appliquer la théorie. Par exemple, personne ne remet en cause les succès de la théorie
newtonienne qui est une excellente approximation, dans le domaine classique, de théories plus
générales. Elle nous apparâıt aujourd’hui cernée de plusieurs côtés. En allant vers les hautes
énergies il convient de la remplacer par la théorie de la relativité restreinte einsteinienne. Du
côté des champs de gravitation intenses, on doit lui substituer la théorie de la relativité générale
(gravitation einsteinienne, 1916). Enfin, du côté des échelles microscopiques elle cède bien sûr
la place à la mécanique quantique.

Dans la tentative de définition d’un domaine d’application des théories, les constantes fon-
damentales jouent un rôle très important. Rappelons que les constantes fondamentales associées
aux quatre théories fondamentales sont : la vitesse de la lumière c = 299 792 458 ms−1 (relati-
vité restreinte et électromagnétisme), la constante de gravitation universelle G = 6.6742(10) ×
10−11 m3kg−1 s−2, la constante de Boltzmann kB = 1.380 6505(24) × 10−23 J K−1 (quantum
d’entropie) pour la physique statistique et enfin la constante de Planck (quantum d’action)
~ = 1.054 571 68(18)× 10−34 J s pour la mécanique quantique.

Les constantes fondamentales permettent de définir des échelles de longueur, d’énergie,...
qui définissent les frontières entre les théories. Par exemple, la vitesse de la lumière c permet
de discriminer le domaine non relativiste (faible énergie cinétique Ec � mc2) et le domaine
ultrarelativiste (Ec � mc2). La définition du domaine quantique n’est malheureusement pas
aussi simple (nous y reviendrons à la fin du cours). On peut toutefois considérer qu’un critère
serait de comparer l’action caractéristique du problème à ~ :

Action� ~ : classique (1.10)
Action ∼ ~ : quantique (1.11)

L’auteur de ces lignes espère que le lecteur aura fait l’exercice 1.1.

1.4 La mécanique quantique

1.4.1 Les concepts

Dans la mécanique newtonienne, l’état d’une particule ponctuelle est défini à un instant t par
la donnée de sa position ~r(t) et de son impulsion ~p(t), ce qui détermine son évolution ultérieure,
i.e. sa trajectoire. En revanche, la notion de trajectoire disparâıt dans le cadre quantique et
les notions de position et d’impulsion, qui ne peuvent plus être déterminées simultanément,
prennent un statut assez différent comme nous le verrons. Comment décrire alors l’état une
particule quantique (un quanton, pour employer une terminologie chère aux auteurs de [31])
telle qu’un électron ?

• L’état d’un quanton est décrit par une fonction d’onde ψ(~r, t) (chapitre 2), une fonction
complexe, ou de manière plus abstraite, un vecteur d’état78, noté |ψ 〉, d’un espace de

78Nous verrons que la fonction d’onde ψ(~r) n’est qu’une représentation particulière d’un vecteur de l’espace de
Hilbert H , noté avec l’étrange notation de Dirac |ψ 〉. Autrement dit : la fonction d’onde ψ(~r) ≡ 〈~r |ψ〉 correspond
à la composante du vecteur |ψ 〉 dans une base particulière, celle des vecteurs {|~r 〉} : la décomposition du vecteur
sur la base s’écrit naturellement |ψ 〉 =

P
~r |~r 〉〈~r |ψ〉 (puisque ~r est un indice continu, il serait plus correct de

remplacer la somme par une intégrale dans cette décomposition).
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Hilbert H . Ce dernier est un espace vectoriel, en général de dimension infinie, construit
sur le corps des complexes C. L’espace vectoriel est muni du produit hermitien (produit
scalaire), noté 〈ϕ |ψ 〉, qui satisfait la propriété : 〈ϕ |ψ 〉 = 〈ψ |ϕ 〉∗. Il s’exprime en terme
des fonctions d’onde comme :

〈ϕ |ψ 〉 def=
∫

d~r ϕ(~r)∗ψ(~r) (1.12)

• Interprétation probabiliste.– La fonction d’onde représente une amplitude de densité
de probabilité79. |ψ(~r, t)|2 d~r mesure la probabilité de trouver le quanton à l’instant t dans
le volume d~r autour de ~r. Une conséquence immédiate est la contrainte de normalisation

∫
d~r |ψ(~r, t)|2 = 1 (1.13)

qui exprime que “la probabilité d’être quelque part vaut 1”.

• Les quantités physiques, les observables, sont représentées par des opérateurs linéaires80

(chapitre 3) agissant dans l’espace des états H (i.e. sur les fonctions d’onde). Par exemple,
l’opérateur de position agit comme la multiplication de la fonction d’onde par ~r, tandis que
l’opérateur d’impulsion comme l’action du gradient sur la fonction d’onde81 : ~p→ −i~~∇.

1.4.2 Les postulats

Le premier des postulats donne une prescription sur les fonctions d’onde d’un système de N
particules identiques.

• Le postulat de symétrisation.– Des particules identiques étant indiscernables, la fonc-
tion d’onde ψ(~r1, · · · , ~rN ) doit être symétrisée (chapitre 11).
Si les particules sont des bosons (photons, mésons,...) la fonction d’onde doit être symétrique
sous l’échange de deux particules :

ψbosons(· · · , ~ri, · · · , ~rj , · · · ) = +ψbosons(· · · , ~rj , · · · , ~ri, · · · ) (1.14)

Si les particules sont des fermions (électrons, protons, neutrons,...), la fonction d’onde est
antisymétrique :

ψfermions(· · · , ~ri, · · · , ~rj , · · · ) = −ψfermions(· · · , ~rj , · · · , ~ri, · · · ) (1.15)

Nous verrons que la nature bosonique ou fermionique est déterminée par le moment
cinétique intrinsèque de la particule (son spin).

79L’idée que la fonction d’onde donne une information probabiliste n’a pas été acceptée facilement, par certains
des pères fondateurs eux-mêmes. Remarquons que les expériences de radioactivité démontrent le caractère sto-
chastique de l’observation d’un système quantique : l’émission des particules (détectées par exemple à l’aide d’un
compteur Geiger) se produit à des instants aléatoires.

80 Cette règle parâıt à première vue abstraite et encore plus ad hoc que les précédentes. Cependant on peut
essayer d’en donner un justification heuristique en se souvenant que les expériences mettent en évidence une
quantification des grandeurs physiques (par exemple l’existence des raies spectrales d’absorption/émission d’un
gaz atomique s’interprète comme une quantification de l’énergie, ou l’expérience de Stern et Gerlach démontre la
quantification du moment cinétique intrinsèque des atomes d’argent). Or un opérateur linéaire (une matrice) est
précisément caractérisé par un ensemble discret de valeurs (les valeurs propres de la matrice).

81Une justification sera donnée au début du chapitre 3.
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Les deux autres postulats expriment qu’il y a deux types d’évolution :

• Une évolution non déterministe, le processus de mesure (chapitre 3, § 4). Lorsqu’un
quanton (microscopique) est sondé par un appareil de mesure (macroscopique) on conçoit
que l’état du quanton n’en ressort pas indemne ! Le postulat s’énonce comme suit : considérons
un quanton dans un état |ψ 〉. Une mesure d’une observableA, représentée par un opérateur
A dont les valeurs propres et les vecteurs propres sont {an, |ϕn 〉}, le résultat de la mesure
est aléatoire et ne peut être qu’une des valeurs propres. La mesure donne la valeur propre
an avec probabilité Proba[A  an] = |〈ϕn|ψ〉|2. Après la mesure l’état du système est
|ψfinal 〉 = |ϕn 〉. Pour évoquer la modification brutale et aléatoire de la fonction d’onde,
on parle de réduction du paquet d’onde.

• Une évolution déterministe (d’un objet de nature probabiliste) : l’évolution temporelle
(chapitre 5). L’évolution temporelle de la fonction d’onde est gouvernée par l’équation de
Schrödinger :

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) = − ~2

2m
∆ψ(~r, t) + V (~r, t)ψ(~r, t) (1.16)

où ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 est l’opérateur de Laplace. L’équation de Schrödinger joue en
mécanique quantique le rôle de la relation fondamentale de la dynamique en mécanique
newtonienne.

“Concepts” et “postulats” constituent ce qu’on appelle communément “les postulats de la
mécanique quantique”. Les postulats n’ont été énoncés ici que dans le but de donner une vision
d’ensemble de la structure de la théorie. Nous y reviendrons en détail aux chapitres 3, 5 et 11,
et tâcherons de les introduire plus en douceur en donnant des motivations physiques.

- Exercice 1.2 : Calculer la constante de normalisation N de la fonction d’onde ψn(x) =
N sin(nπxa ) définie sur [0, a].

- Exercice 1.3 : On définit le commutateur de deux opérateurs comme [A,B] def= AB −BA.
L’opérateur position agit sur les fonctions d’onde comme la multiplication par x et l’opérateur
position comme la dérivation px → −i~ d

dx . Calculer le commutateur [x, px].

Les différentes formulations de la mécanique quantique

Différentes formulations de la mécanique quantique sont aujourd’hui à la disposition du mécanicien
quantique :

• La version “standard” que nous exposons ici. On s’intéresse aux états quantiques, on
étudie le spectre des opérateurs (en particulier celui représentant l’énergie, qui joue un
rôle particulier dans l’évolution). Quantification de la formulation hamiltonienne de la
mécanique analytique.

• La formulation d’intégrale de chemin, développée par R. Feynman [17]. Basée sur la for-
mulation lagrangienne de la mécanique classique. Elle s’attache plutôt à l’analyse des
amplitudes de probabilité de transition.

• Enfin, la théorie quantique des champs (ou plutôt le mal-nommé formalisme de “seconde
quantification”) permet de considérer les problèmes dans lesquels le nombre de particules
n’est pas conservé, ou lorsqu’elles se transforment. Crucial pour la physique des particules.
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C’est la version de la métathéorie sur laquelle se développe le modèle standard des inter-
actions fondamentales entre particules. Elle est également employée dans de nombreux
autres domaines de la physique comme la matière condensée.

Théorie quantique du rayonnement

Nous avons vu que la motivation qui a conduit à la fondation de la mécanique quantique était de
construire une théorie de l’interaction entre matière et rayonnement. Le lecteur a peut-être noté
que la première théorie de Bohr est surtout une théorie de la matière (l’atome) : la dynamique
du champ électromagnétique n’y est pas analysée. C’est l’existence des états stationnaires de
l’atome qui impose aux processus d’absorption/émission de la lumière de ne se produire que par
quanta. De même pour l’équation de Schrödinger : l’équation d’évolution telle que nous l’écrirons,
équation (5.1), ne spécifie rien sur la nature du système, i.e. l’hamiltonien H, cependant, telle
qu’elle fut écrite en 1926, l’équation (1.16), l’équation de Schrödinger décrit une particule non
relativiste. Le développement d’une théorie du rayonnement requiert une théorie relativiste, ce
qui présente des difficultés qui prendront quelque temps à être parfaitement mâıtrisées, dans
le cadre de la théorie quantique des champs. Les bases de cette dernière sont jetées par Dirac,
Heisenberg, Pauli et Wigner dès 1928, mais la théorie parfaitement satisfaisante de l’interac-
tion matière-rayonnement, l’électrodynamique quantique, ne sera vraiment développée82 qu’entre
1945 et 1950 notamment par Feynman, Schwinger et Tomonaga (cf. section 1.2.6 page 9).

1.5 Premières conséquences importantes

Il ne s’agit pas d’énumérer dans ce paragraphe toutes les conséquences des règles apparem-
ment simples que nous venons d’énoncer, ce qui suffirait à nous occuper pendant tout un cycle
universitaire, mais plutôt de mentionner quelques points particuliers.

1.5.1 La dualité onde-corpuscule

La mécanique quantique ne permet pas seulement de développer une “mécanique” des particules
de matière (électron, proton, neutron,... ce qu’on appellerait aujourd’hui la matière leptonique et
hadronique) mais également une théorie de la lumière. Elle abandonne complètement la dicho-
tomie matière=corpuscule/rayonnement=onde : les deux notions corpusculaire et ondulatoire se
fondent dans la dualité83 éponyme décrivant aussi bien matière que lumière.

Commnent cette dualité se manifeste-t-elle ? Rappelons que deux notions à la base des
théories ondulatoires sont celles de fréquence et de longueur d’onde. Une onde plane monochro-
matique ei~k·~r−iωt est caractérisée par sa pulsation ω et un vecteur d’onde ~k. Or la formulation
schrödingerienne montre que la mécanique quantique est une physique ondulatoire... mais pas
seulement. Une particule libre est caractérisée par son énergie E et son impulsion ~p. La corres-
pondance entre les concepts corpusculaires et ondulatoires est assurée par les deux importantes
relations suivantes :

• La relation de Planck-Einstein
E = ~ω (1.17)

(l’effet photoélectrique, spectres atomiques,...).
82Deux grands succès de cette théorie sont le calcul du déplacement de Lamb et le calcul du moment magnétique

anormal de l’électron. La prédiction de ce dernier est comparée à une (sinon la) des mesures les plus précises de
toute la physique (une mesure en accord avec la théorie jusqu’à la douzième décimale).

83Plutôt qu’une dualité onde-corpuscule, N. Bohr évoque la complémentarité des descriptions corpusculaire et
ondulatoire.
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• La relation de Broglie

~p = ~~k (1.18)

(effet Compton84, diffraction d’électrons85,...)

Une onde plane quantique ψ(~r, t) = A ei~k·~r−iωt décrit donc un flux de particules libres
d’énergie et d’impulsion données par ces deux relations.

- Exercice 1.4 : Écrire la relation de dispersion (relation entre ω et ~k) pour une particule
non relativiste de masse m, puis pour une particule relativiste.

1.5.2 Le principe de superposition

Une conséquence immédiate du premier des postulats (l’état quantique est décrit par une fonction
d’onde, i.e. un élément d’un espace vectoriel) : il est possible de construire des combinaisons
linéaires de tels états. Soient deux états normalisés ψ1(x) et ψ2(x), il est légitime de considérer

ψ(x) = αψ1(x) + β ψ2(x) où α, β ∈ C . (1.19)

- Exercice 1.5 : Que doivent satisfaire α et β lorsque les états ψ1 et ψ2 sont orthogonaux ?

Les franges d’Young.– Cette idée nous permet d’expliquer l’expérience des franges d’Young
représentée sur la figure. Un faisceau de parti-
cules, émis par un trou (la source “S”), est inter-
cepté par un écran percé de deux trous. Après
l’écran on dispose un détecteur de particules en
“D” qu’on peut déplacer verticalement. Les par-
ticules suivent soit le chemin (1), associé à l’am-
plitude de probabilité ψ1(S → D), soit le chemin
(2) associé à l’amplitude ψ2(S → D).

(2)

(1)
detecteur

particules
S

D

Si les particules sont émises avec une impulsion p = ~k = 2π~/λ et se déplacent dans le vide,
pour x au niveau du détecteur on aura : ψ1(S → D) ∝ eik`1 et ψ2(S → D) ∝ eik`2 , où `1,2 sont
les longueurs des chemins. Finalement la probabilité de détecter une particule en x est

Proba[S → D] =
1
2
|ψ1(S → D) + ψ2(S → D)|2 ∝ cos2[π(`1 − `2)/λ] (1.20)

qui présente des franges d’interférence lorsque le détecteur est déplacé et que `1− `2 varie. Cela
ne serait évidemment pas le cas si nous n’avions pas additionné les amplitudes de probabilité,
mais les probabilités.

Si le flux incident de particules est très faible, on détecte les particules une par une (mani-
festation de l’aspect corpusculaire). Cependant les particules sont détectées essentiellement aux
endroits où Proba[x] a ses maxima. En détectant un grand nombre de particules, on voit se
construire86 les maxima et les minima de Proba[x], manifestation du caractère ondulatoire.

84L’effet Compton (1922).– Diffusion d’un électron par de la lumière. L’expérience est analysée comme une
expérience de collision entre particules (un photon et un électron), suggérant d’associer une impulsion p = 2π~/λ
aux photons d’un rayonnement monochromatique de longueur d’onde λ.

85Expérience de Davisson et Germer (1927).– Alors que l’effet Compton conduit à attribuer une impulsion
aux quanta du rayonnement électromangnétique monochromatique, l’expérience de Davisson et Germer, mon-
trant qu’un faisceau d’électrons est diffracté par un cristal en donnant lieu à une figure d’interférences, suggère
d’attribuer une longueur d’onde à des particules de matière d’impulsion donnée.

86On pourra aller voir la figure p. 53 de l’ouvrage [31] tirée de P. G. Merli, G. F. Missiroli & G. Pozzi,
Am. J. Phys. 44, 306 (1976).
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Figure 1.7 – Expérience des franges d’Young : on représente la probabilité P (x) d’observer des
particules sur l’écran dans trois situations. La figure illustre que le principe de superposition
ne s’applique pas aux probabilités (ce qu’on aurait pu attendre classiquement) mais aux
amplitudes de probabilités, d’où les franges d’interférences.

On trouvera une belle illustration expérimentale de la dualité onde-corpuscule dans la réali-
sation de l’expérience des trous d’Young avec des électrons87.

Plus récemment les progrès dans les techniques de refroidissement atomique ont permis de
réaliser des figures d’interférence avec des atomes88 (figure 1.8).

muller, Uttenthaler, et al., 2003; Nairz et al., 2003; Bruehl
et al., 2004!. Scientific results in this area, such as the
study of decoherence and the formation rate of mol-
ecules in beams, will be discussed in Sec. IV.

2. Young’s experiment with atoms

Atomic diffraction from a double slit recapitulates the
seminal Young’s double slit experiment in which the dif-
fraction pattern is created by the interference of waves
traversing two cleanly separated paths. In that sense it
can be seen as a two path interferometer. The atomic
version by Carnal and Mlynek "1991! used a mechanical
structure with two 1-!m-wide slits separated by 8 !m to
create the interference "Fig. 4!. Diffraction from a single
2-!m-wide slit 62 cm from the double slit prepared the
atom waves ""dB=100 pm! to have a transverse coher-
ence length larger than the double slit separation "!tcoh
=z"dB/2w=15 !m!.

In the original experiment, a slit was translated in
front of the detector to observe the interference fringes.
With a beam brightness of B#1017 s−1 cm−2 sr−1, the av-
erage count rate was about one atom per second. In a
later version "see Fig. 4! they used a position sensitive
detector to record the whole pattern at once, giving a
larger counting rate. Time of flight resolution was added
in order to measure the Wigner function of the transmit-
ted atoms "Kurtsiefer et al., 1997!.

A two slit experiment using cold Ne* atoms was pre-
sented by Shimizu et al. "1992!. The atoms were dropped
from a magneto-optical trap 1 m above a mechanical
mask with two slits separated by 6 !m. At the location
of the mask the atoms had a speed of 4.5 m/s ""dB
=5 nm! and a speed ratio of v /#v=20. The mask was
equipped with an electrode so that deflection due to an
applied electric field gradient could be measured.

3. Charged-wire interferometer

A variation of the atomic Young’s experiment was
built by Nowak et al. "1998!. A single wire put in a He*

beam produces a near-field diffraction pattern. Charging
the wire bends the atom trajectories passing around it
inward, increasing the interference "Fig. 5! analogous to
the charged-wire optical bi-prism interferometer for
electrons "Mollenstedt and Duker, 1955!.

4. Zone plates

Fresnel zone plates have focused atoms to spots
smaller than 2 !m "Fig. 6!. Zone plates behave locally
like a diffraction grating, therefore the focal length of a
zone plate is f=Rdmin/"dB, where R is the radius of out-

FIG. 4. "Color online! Double-slit experiment with He*. "a!
Schematic. "b! Atom interference pattern with a=1.05 m and
d=1.95 m recorded with a pulsed source. Adapted from Kurt-
siefer et al., 1997.

FIG. 5. Charged wire interferometer. "a! Schematic. "b! Mea-
sured diffraction patterns with an uncharged wire. Fresnel
fringes and the Poisson spot are visible. "c! Interference fringes
with different voltages applied to the electrodes. Adapted
from Nowak et al., 1998.

FIG. 6. A zone plate for focusing atom beams. The plate "in-
set! has free-standing annular rings and radial support struts.
The data show focused "+1! and defocused "−1! atom beam
components. Adapted from Doak et al. 1999.

1057Cronin, Schmiedmayer, and Pritchard: Optics and interferometry with atoms and molecules

Rev. Mod. Phys., Vol. 81, No. 3, July–September 2009

Figure 1.8 – Expérience d’Young réalisée avec un gaz ultrafroid d’atomes d’Helium dans un
état métastable. Les distances source-trous et trous-écran sont respectivement a = 1.05 m et
d = 1.95m. Les trous, distants de 8µm, ont une largeur de 1µm. À droite : figure d’interférence.
C. Kurtsiefer, T. Pfau & J. Mlynek, Nature (London) 386, p. 150 (1997).
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Figure 1.9 – Un quanton piégé dans un double puits de potentiel. On a dessiné en pointillés
l’allure de la fonction d’onde ψ1(x) [resp. ψ2(x)] décrivant l’état “quanton dans le puits gauche”
(resp. droit). à droite : le principe de superposition nous autorise à considérer une fonction
d’onde décrivant “le quanton à la fois dans le puits gauche et le puits droit”.

Un double puits.– Une autre conséquence surprenante du principe de superposition est four-
nie par l’exemple d’une particule dans un double puits de potentiel. Donnons nous une fonction

87A. Tonomura, J. Endo, T. Matsuda & T. Kawasaki, Demonstration of single-electron buildup of an interference
pattern, Am. J. Phys. 57 (2), p. 117 (1989).

88On pourra lire l’article de revue : A. Cronin, J. Schmiedmayer & D. E. Pritchard, “Optics and interferometry
with atoms and molecules”, Rev. Mod. Phys. 81, p. 1051 (2009).
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d’onde ψ1(x), resp. ψ2(x), décrivant la particule dans le puits de gauche, resp. de droite (fi-
gure 1.9). Une combinaison linéaire de ces deux états décrit donc une situation où le quanton
est à la fois dans le puits droit et dans le puits gauche. Nous verrons au chapitre 5 que lorsque
les deux puits sont symétriques, l’état de plus basse énergie (état fondamental) est donné par
ψ0(x) = 1√

2
(ψ1(x) + ψ2(x)) (une telle situation se produit par exemple dans la molécule d’am-

moniac).

1.5.3 Particule libre dans une bôıte : quantification

L’étude d’une particule confinée dans une région finie de l’espace est ce qu’on appelle un problème
“d’états liés” (par exemple l’étude du mouvement d’une planète autour du soleil ou d’un électron
autour du proton). Quelles sont les conséquences d’un traitement quantique ? Pour répondre à
cette question nous allons étudier une situation undimensionnelle. Nous considérons une particule
libre astreinte à se déplacer dans le segment [0, a] de R. Cette situation est réalisée pour un
potentiel nul dans [0, a] et infini hors de l’intervalle. Classiquement la particule (de masse m)
d’énergie E effectue des allers-retours dans le puits, à vitesse contante v = ±

√
2E/m. Sa fonction

d’onde est donc soit une onde plane eikx décrivant une particule libre se déplaçant dans le sens
des x > 0, d’impulsion p = mv = +~k =

√
2mE, soit une onde plane e−ikx décrivant une

particule allant dans le sens opposé, d’impulsion p = −~k. Écrivons

ϕ(x) = A eikx +B e−ikx (1.21)

On a E = ~2k2

2m . Hors de l’intervalle [0, a], le potentiel V = ∞ impose à la fonction d’onde de
s’annuler ϕ(x) = 0 (probabilité nulle de trouver le quanton hors de l’intervalle [0, a]).

• Raccordement et équation de quantification.– Nous raccordons ϕ(x) = 0 pour x ∈] −∞, 0] ∪
[a,+∞[ avec (1.21). Il faut donc imposer

ϕ(0) = ϕ(a) = 0 (1.22)

Nous obtenons deux relations :

A+B = 0 (1.23)
A eika +B e−ika = 0 (1.24)

Ce système n’admet de solution non triviale que lorsque le déterminant est nul. Ceci conduit à
l’équation

sin(ka) = 0 (1.25)

Cette condition nous montre que les solutions de la forme (1.21) ne sont solutions du problème
que si k est solution de (1.25). Cette équation est appelée “équation de quantification” : seules
certaines valeurs discrètes de k (et donc de E) correspondent à des solutions physiques (norma-
lisables)89 :

kn = n
π

a
, n ∈ N∗ et donc En = n2 ~2π2

2ma2
(1.26)

Ce phénomène n’est pas fondamentalement nouveau : la lectrice (ou le lecteur) aura proba-
blement déjà rencontré le phénomène analogue dans l’étude des modes propres de vibrations de
la corde vibrante pincée à ses deux extrémités.

89Insistons : classiquement toutes les valeurs de E ∈ R+ sont permises.
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• Les fonctions d’onde.– En revenant au système (1.23,1.24) pour k = kn on obtient les cofficients
de la fonction d’onde (comme l’équation de Schrödinger est linéaire, il reste toujours au moins un
coefficient arbitraire, ce qui correspond au choix de la constante multiplicative globale). Dernière
étape importante : nous normalisons la fonction d’onde, afin qu’elle satisfasse (1.13). Dans
le cas qui nous intéresse :

ϕn(x) =

√
2
a

sin
(nπx

a

)
(1.27)

Conclusion.– Quelles idées générales peut-on retirer ? Premièrement : un problème d’états liés
est caractérisé par un spectre discret de valeurs de l’énergie. Chaque valeur de l’énergie est
associée à un état quantique. Cela explique l’existence des raies spectrales atomiques, corres-
pondant à des transitions entre différents états quantiques. Deuxièmement : l’état de plus basse
énergie (le fondamental) n’a pas une énergie nulle. Nous constatons que la particule confinée
dans une région finie de dimension a acquiert au moins une énergie (cinétique puisque V = 0)
de l’ordre de

Ec &
~2

ma2
(1.28)

On peut donner un ordre de grandeur de cette énergie :
1) pour une masse m = 1 kg confinée dans a = 1 m, on trouve ~2

ma2 ' 6× 10−50 eV
2) pour un électron confiné dans a = 1 Å, ~2

ma2 ' 6 eV.
3) Ces énergies sont-elles grandes ou petites ? Convertir un eV en Kelvin. On donne kB =
1.38× 10−23 J/K.

1.5.4 États liés – États de diffusion

États liés - quantification.– Nous venons de voir que l’étude des états liés conduit à une
quantification des différentes quantités physiques : l’impulsion, l’énergie...

États de diffusion - continuum.– Une autre situation physique est celle où la particule n’est
pas confinée dans une région finie de l’espace par le potentiel : les états quantiques décrivant cette
situation sont délocalisés dans tout l’espace. Ils sont appelés des états de diffusion. Nous verrons
que dans ce cas l’énergie n’est pas quantifiée : de tels états existent pour des énergies variant
continûment dans certains intervalles de R. Un exemple est le problème libre : les solutions de
l’équation de Schrödinger libre (éq. (1.16) pour V = 0) sur R sont les ondes planes

ϕk(x) = A eikx (1.29)

d’énergie E = ~2k2

2m . L’onde plane est indicée par un paramètre continu k ∈ R. Le spectre des
énergies est bien un spectre continu : E ∈ R+.

C’est une propriété générale90 : les états liés sont associés à un spectre de l’énergie discret,
les états de diffusion à un spectre continu. Nous reviendrons sur ce point.

90en l’absence de champ magnétique.
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Conseils bibliographiques

Ces notes ne constituent pas exactement un cours exhaustif de mécanique quantique : certains
sujets ne sont traités que rapidement. Elles ne sauraient dispenser de la lecture d’ouvrages plus
complets. Parmi la foultitude de livres écrits sur le sujet, voici une petite liste :

• Un ouvrage de référence (volumineux) est celui de Claude Cohen-Tannoudji, Bernard
Diu et Franck Laloë [8]. Formalisme (trop ?) impeccablement décrit. Un classique (très)
français.

• Le livre d’Albert Messiah [33]. Bien qu’un des tout premiers livres de mécanique quantique
français écrit dans les années 50, il reste indémodable et déjà très profond.

• Une bible, très complète mais ardue et peu pédagogique : Lev Landau et Evgueni Lifchitz
[28]. Le style russe.

• Je conseille vivement le livre de Richard Feynman [16]. Le style anglo-saxon n’est peut-être
pas assez formel pour un enseignement à la française, mais c’est toujours un plaisir de lire
ce génial pédagogue.

• Une présentation originale et profonde est donnée dans le livre introductif de Jean-Marc
Lévy-Leblond et Françoise Balibar dans [31]. Le livre ne couvre toutefois qu’une petite
partie de notre programme.

• Un excellent livre paru récemment est celui de Jean-Louis Basdevant et Jean Dalibard [6].

• Mentionnons le remarquable livre de Claude Aslangul [4, 5] qui donne une perspective
historique extrêmement fouillée.

• Un livre de présentation/réflexion sur les concepts de la mécanique quantique : [35].
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Annexe : Rappels de mécanique analytique

On pourra trouver une présentation succinte et claire (sinon pédagogique) dans l’ouvrage [27].
Action.– Considérons la trajectoire d’une particule de masse m, ~r(τ) avec τ ∈ [0, t], évoluant dans
un potentiel V (~r). L’action est une fonctionnelle91 de la trajectoire définie comme : S[~r(τ)] def=∫ t

0 dτ
[
m
2 (d~r(τ)

dτ )2 − V (~r(τ))
]
. On montre qu’elle est minimum lorsque la trajectoire est solution

des équations du mouvement. 92

91Une fonctionnelle F [f(x)] est une application ayant pour entrée une fonction f(x) et pour sortie un nombre.
Par exemple F [f(x)] =

R
dx f(x)2.

92Notons que cette quantité est introduite pour formuler le principe de moindre action dans le formalisme
lagrangien. La démarche est alors inverse à ce que nous décrivons : on introduit S puis on postule qu’elle est
minimum pour les trajectoires physiques et on en déduit l’équation du mouvement.
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Chapitre 2

Équation de Schrödinger

2.1 Équation d’onde – premières applications

Nous allons étudier l’équation de Schrödinger, gouvernant l’évolution de la fonction d’onde pour
une particule quantique (non relativiste) de masse m soumise à un potentiel indépendant du
temps V (x). Pour simplifier nous considérons le cas unidimensionnel.

2.1.1 Construction de l’équation d’onde

En 1926, Schrödinger a proposé une équation d’onde afin de rendre compte des aspects ondu-
latoires qui se manifestent dans les expériences. Comment construire une équation d’onde, i.e.
une relation entre les dérivées partielles de la fonction d’onde ∂ψ

∂t , ∂2ψ
∂t2

,..., ∂ψ
∂x , ∂2ψ

∂x2 ,... ?

Problème libre et ondes planes.– Considérons tout d’abord le problème libre. Dans ce
cas l’équation d’onde doit admettre des solutions de type onde plane, ψ(x, t) = ψ̃(k) eikx−iωt,
décrivant un état de la particule d’énergie E = ~ω et d’impulsion p = ~k. Nous souhai-
tons décrire des particules de masse m non relativistes. D’après le principe de correspondance,
l’équation doit conduire à la relation de dispersion ω = ~k2

2m (c’est-à-dire E = p2

2m) ; autrement dit,
lorsqu’on injecte dans l’équation d’onde l’onde plane ψ(x, t) = ψ̃(k) eikx−iωt, on doit aboutir à

(
ω − ~k2

2m

)
ψ̃(k) = 0 (2.1)

La prescription est donc simplement de procéder à la substitution ω −→ i ∂∂t et k −→ −i ∂∂x dans
la relation de dispersion. L’équation d’onde doit finalement être

i
∂

∂t
ψ(x, t) = − ~

2m
∂2

∂x2
ψ(x, t) (2.2)

Ce qui ne va pas de soi dans cette construction est le sens que l’on doit attribuer à l’onde
ψ(x, t). Nous rappelons qu’elle s’interprète comme l’amplitude de densité de probabilité pour
trouver le quanton en x à l’instant t. L’équation de Schrödinger a la forme d’une équation de
diffusion (cf. exercice 5.3 sur le paquet d’onde gaussien). Contrairement aux équations d’onde de
la physique classique (optique, acoustique,...), c’est une équation complexe ; la fonction d’onde
ψ(x, t) est donc elle aussi nécessairement complexe.

Nous noterons l’onde plane solution de l’équation d’onde (2.2), i.e. avec ω = ~k2

2m , comme
φk(x, t) = A exp i(kx− ~k2

2m t).

Principe de correspondance.– En construisant l’équation d’onde nous admettons qu’il doit
exister un “principe de correspondance” entre le monde classique et le monde quantique qui fait
correspondre à la relation de la mécanique classique E = p2

2m , la relation de dispersion quantique.
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Équation de Schrödinger dépendant du temps.– Nous souhaitons généraliser cette construc-
tion en présence d’un potentiel. Partons de l’expression de l’énergie E = p2

2m +V (x) et procédons
aux substitutions E −→ i~ ∂

∂t et p −→ −i~ ∂
∂x . Nous obtenons l’équation (1.16), écrite ici en di-

mension 1 :

i~
∂

∂t
ψ(x, t) =

(
− ~2

2m
∂2

∂x2
+ V (x, t)

)
ψ(x, t) (2.3)

qui décrit un quanton non relativiste de masse m soumis à un potentiel V (x, t).

Remarque : l’équation de Schrödinger ne se démontre pas !– Dans le raisonnement qui précède, la
nature “ondulatoire” de l’objet mathématique décrivant l’état du système (la fonction d’onde)
nous a conduit à rechercher une équation d’onde. Nous avons utilisé d’une part le principe de cor-
respondance, qui assure une transition de la mécanique quantique à la mécanique newtonienne,
et d’autre part la dualité onde-corpuscule (les relations de Planck-Einstein et de L. de Broglie).
Pour le lecteur (la lectrice) qui ne sera pas satisfait(e) par ce raisonnement rappelons que cette
démarche ne constitue pas une démontration ; elle visait à formuler un postulat d’évolution. Un
postulat est un axiome “raisonnable” déduit de certains principes généraux (comme l’exigence
d’invariance de la théorie sous les translations d’espace-temps et les changements de référentiels
inertiels, i.e. les transformations du groupe de Galilée). L’amélioration du raisonnement abou-
tissant à l’équation de Schrödinger (2.3) est donc à rechercher dans un choix d’autres principes,
plus fondamentaux que ceux qui nous ont servi de point de départ.

2.1.2 Densité et courant de probabilité

Nous avons vu que si le quanton est dans un état quantique décrit par une fonction d’onde
ψ(~r, t), le sens du module carré de cette dernière est celui d’une densité de probabilité : ρψ(~r, t) =
|ψ(~r, t)|2. à toute densité ρψ il est naturel1 d’associer un une densité de courant de probabilité
~Jψ telle que les deux quantités satisfassent une équation de conservation :

∂ρψ
∂t

+ ~∇ · ~Jψ = 0 (2.4)

Cette équation est une écriture locale de la conservation de la probabilité (ou de la conser-
vation du nombre de particules). La question est maintenant d’exprimer la densité de courant en
fonction de ψ(~r, t). Pour cela on calcule ∂ρψ/∂t = ∂

∂tψ
∗ψ en utilisant l’équation de Schrödinger.

On extrait :
~Jψ =

~
2mi

(
ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗

)
=

~
m

Im
(
ψ∗~∇ψ

)
(2.5)

D’après ce qui a été écrit ci-dessus (l’impulsion ~p est associée à l’opérateur −i~~∇) la densité
de courant a la structure ψ∗ ~pmψ finalement pas si surprenante.

Onde plane : Pour l’onde plance φ(~r, t) = A exp i(~k · ~r − ~~k2

2m t), on a ρφ = |A|2 et ~Jφ = ~~k
m |A|2.

Cette dernière relation a la forme d’un produit entre la vitesse de la particule ~v = ~~k/m et la
densité ~Jφ = ρφ~v.

2.1.3 V (x, t)→ V (x) : Équation de Schrödinger stationnaire

Nous allons résoudre l’équation de Schrödinger pour des potentiels indépendants du temps
dans quelques situations particulières puis nous tâcherons de dégager quelques idées générales.

1C’est une idée générale en physique. En mécanique newtonienne, afin de discuter la dynamique d’une particule,
à la notion de position on associe la notion de vitesse (ou d’impulsion). De même dès qu’un problème physique
fait intervenir une densité (de particules, de probabilité, d’énergie, d’entropie,...) on lui associe naturellement une
densité de courant caractérisant le flot de cette quantité.
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Pour un problème stationnaire, l’énergie est conservée, ce qui nous suggère de rechercher une
solution associée à une énergie E (c’est-à-dire une fréquence ω = E/~) bien déterminée, i.e. de
la forme

ψ(x, t) = ϕ(x) e−iEt/~ (2.6)

Un tel état est appelé “état stationnaire”. En effet, la densité de probabilité |ψ(x, t)|2 est alors
indépendante du temps (d’où la dénomination d’état stationnaire).

Conservation de la probabilité pour un état stationnaire.– Notons que puisque la densité
ρψ = |ψ(~r, t)|2 = |ϕ(~r)|2 est indépendante du temps, l’équation de conservation prend la forme

~∇ · ~Jψ = 0 (2.7)

Dans le cas unidimensionnel Jψ =cste .

Équation de Schrödinger stationnaire.– On montre aisément que la partie spatiale de la
fonction d’onde satisfait :

(
− ~2

2m
d2

dx2
+ V (x)

)
ϕ(x) = E ϕ(x) (2.8)

Les états stationnaires sont à l’équation de Schrödinger ce que les modes propres sont à une
corde vibrante.

- Exercice 2.1 : Continuité de la solution de l’équation de Schrödinger.– Soit V (x)
une fonction connue, finie sur un intervalle [a, b] (mais pas nécessairement continue).
a) Question préliminaire.– Montrer que la solution de l’équation différentielle y′(x)+V (x)y(x) =
0 est continue sur [a, b].
b) Soit ϕ(x) la solution de l’équation de Schrödinger stationnaire (2.8). Montrer que ϕ(x) et
ϕ′(x) sont continues sur [a, b].
c) On note Cn([a, b]) l’ensemble des fonctions dérivables n fois sur l’intervalle [a, b] (C0 correspond
aux fonctions continues mais non dérivables). Montrer que si V (x) ∈ Cn([a, b]) alors ϕ(x) ∈
Cn+2([a, b]).

2.1.4 Stratégie générale pour résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire

1. On commence par résoudre l’équation stationnaire plus simple, i.e. trouver tous les couples
{En, ϕn(x)} qui satisfont (2.8). L’hermiticité de l’opérateur hamiltonien implique que les
En sont réelles et que les ϕn(x) forment une base orthogonale.

2. Les solutions de (2.3) peuvent alors être écrites comme des combinaisons linéaires d’états
stationnaires :

ψ(x, t) =
∑

n

cn ϕn(x) e−iEnt/~ (2.9)

où les coefficients cn se déduisent des conditions initiales, i.e. de la façon dont ψ(x, 0) se
décompose sur les ϕn(x) : en utilisant l’orthonormalisation des ϕn(x) on voit que cn =
〈ϕn |ψ(0)〉 =

∫
dxϕn(x)∗ψ(x, 0).

Nous reviendrons plus en détail sur la résolution de (2.3) et l’étape 2 dans le chapitre 5 et
les suivants. Dans la fin du chapitre et le chapitre 3 nous nous concentrons sur l’étape 1 et la
résolution de (2.8).
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2.1.5 Potentiels constants par morceaux

La résolution de l’équation de Schrödinger stationnaire pour un potentiel arbitraire peut se
révéler délicate techniquement. Seules certaines classes de potentiels admettent des solutions
exactes (on dit alors que le problème est intégrable) : le potentiel harmonique, le potentiel de
Pöschl-Teller, le potentiel de Morse2.

Une classe de potentiels pour lesquels l’équation de Schrödinger est facile à résoudre (du
moins en principe) est le cas des potentiels constants par morceaux discuté rapidement dans le
chapitre précédent. Considérons un intervalle [a, b] dans lequel V (x) = V0.

I Si classiquement la particule est autorisée à se mouvoir dans l’intervalle, pour E > V0,
l’équation de Schrödinger admet une solution de type onde plane (propagative) :

d2

dx2
ϕ(x) = −k2ϕ(x) avec E = V0 +

~2k2

2m
(2.10)

⇒ ϕ(x) = A eikx +B e−ikx (2.11)

I En revanche, si l’intervalle est interdit d’accès classiquement, pour E < V0, la solution
est évanescente :

d2

dx2
ϕ(x) = +q2ϕ(x) avec E = V0 −

~2q2

2m
(2.12)

⇒ ϕ(x) = Ã eqx + B̃ e−qx (2.13)

Stratégie générale → quantification ou continuum.– Pour des potentiels constants par
morceaux, la stratégie générale est la suivante :

• Étape 1 : Résolution de l’equation différentielle dans chaque intervalle où V (x) =cste.– Les
solutions sont de la forme (2.11) ou (2.13)

• Étape 2 : Normalisabilité de la fonction d’onde.– On s’assure que tous les termes permettent
la normalisation de la fonction d’onde (i.e. on élimine les termes qui explosent à l’infini).

• Étape 3 : Raccordement.– On assure la continuité de la fonction d’onde ϕ(x) (aux interfaces
entre intervalles où elle n’est pas encore assurée).
Si le potentiel est fini, on impose la continuité de la dérivée de la fonction d’onde ϕ′(x).
(c.f. exercice 2.1)

Les problèmes avec potentiels constants par morceaux sont donc simples à résoudre dans
le sens où nous remplaçons la résolution d’une équation différentielle du second ordre par un
système d’équations algébriques3.

• Étape 4 : Pour un problème d’états liés : équation de quantification.– Dans un problème d’état
lié, on a obtenu autant d’équations (linéaires) qu’il y a de coefficients. Les équations peuvent
être mises sous la forme d’un système d’équation algébrique : M(E)V = 0 où V est un vecteur
regroupant les coefficients et M(E) une matrice (dépendant de l’énergie et des paramètres
du problème). L’équation de Schrödinger n’admet donc de solution non triviale que pour des
valeurs discrètes de l’énergie, solutions de detM(E) = 0. Cette équation est appelée équation
de quantification.

2Ces trois exemples, discutés par exemple dans le §23 de [28], correspondent à la situation où l’hamiltonien
possède une structure particulière, dite supersymétrique [23], à l’origine de l’intégrabilité.

3Même lorsque le nombre d’intervalles est grand, la méthode est plus simple qu’il n’y parâıt car seuls sont
couplés les coefficients associés à des intervalles voisins. On peut introduire un formalisme de matrices de transfert
qui utilise cette remarque (cf. annexe 10.5).
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• Étape 4’ : Pour un problème de diffusion.– Le nombre de coefficients est supérieur au nombre
d’équations. ∀ E on peut construire une solution de l’équation de Schrödinger. Le spectre des
énergies est continu.

• Étape 5 : Les fonctions d’onde.– Enfin l’ultime étape consiste à trouver les coefficients lorsque
l’énergie appartient au spectre des énergies, puis à normaliser les fonctions d’onde.

On pourra la mettre en pratique la méthode dans l’exercice qui suit où sur le cas de la
barrière de potentiel discuté ci-dessous.

Barrière de potentiel – Effet tunnel.– Considérons par exemple le potentiel V (x) = V0 > 0
sur [0, a] et nul partout ailleurs. Pour toute énergie E > 0, l’équation de Schrödinger admet
deux solutions linéairement indépendantes. Considérons une situation physique où le quanton
est incident de la gauche. La solution d’énergie E < V0 décrivant cette situation est :

ϕg(x) = eikx + r e−ikx si x < 0 (2.14)

= A eqx +B e−qx si 0 < x < a (2.15)

= t eik(x−a) si a < x (2.16)

avec E = ~2k2

2m = V0− ~2q2

2m (il sera pratique d’introduire la notation V0 = ~2k2
0

2m ainsi k2 = k2
0−q2).

Nous insistons sur le fait que k et q ne sont introduits que pour paramétrer l’énergie de manière
commode.

Puisque l’équation de Schrödinger est linéaire, elle ne permet de déterminer la solution qu’à
une constante multiplicative globale près (fixée par la condition de normalisation). Ci-dessus,
nous avons fixé le coefficient de l’onde incidente égal à 1 pour simplifier la discussion. r et t
sont respectivement les amplitudes de probabilité de réflexion et de transmission, comme nous
allons le voir en définissant des probabilités de réflexion et de transmission. Ces coefficients sont
obtenus en appliquant les étapes de la méthode générales exposée ci-dessus.
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Figure 2.1 – Probabilité de transmission en fonction de ka pour k0a = 10. Le régime tunnel
correspond à k < k0 ; dans ce cas la transmission présente le comportement exponentiel (2.18)
en fonction de l’énergie.

- Exercice 2.2 : Vérifier que le courant de probabilité associé à l’état ϕg(x) dans les trois
régions est donné par : Jϕg = ~k

m (1 − |r|2) pour x < 0, Jϕg = ~q
m 2 Im(B∗A) pour 0 < x < a et

Jϕg = ~k
m |t|2 pour x > a. Identifier les courants incident Ji, réflechi Jr et transmis Jt (attention

aux signes).

Les probabilités de réflexion et de transmission s’expriment donc comme

R =
∣∣∣∣
Jr
Ji

∣∣∣∣ avec T =
∣∣∣∣
Jt
Ji

∣∣∣∣ (2.17)
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Attention, en général c’est bien le rapport des courants de probabilité qui mesure la probabilité
de réflexion/transmission, et non le rapport des amplitudes apparaissant dans la fonction d’onde ;
ici cette remarque ne joue pas de rôle (car V = 0 de part et d’autre de la barrière) mais elle est
importante lorsque le potentiel n’est pas le même à gauche et à droite (cf. exercice 2.21 sur le
franchissement de la marche de potentiel).
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Figure 2.2 – Fonction d’onde pour trois valeurs de k avec k0a = 10. Ligne continue noire :
Re[ϕg(x)] ; Ligne bleue en pointillés : Im[ϕg(x)]. Figure de gauche : ka = 9.5, régime de l’ef-
fet tunnel ; la fonction d’onde s’amortit exponentiellement dans la barrière. Figure du milieu :
ka = 12, l’onde est partiellement transmise. Figure de droite : ka =

√
π2 + (k0a)2, l’onde est

entièrement transmise pour la première transparence.

- Exercice 2.3 : Écrire les équations de raccordement pour la fonction d’onde. En déduire
les amplitudes r et t en fonction de k0 et a. Justifier que les probabilités de réflexion et de
transmission sont données par R = |r|2 et T = |t|2. Donner l’expression de T dans la limite
qa� 1.

- Exercice 2.4 : Sur les trois figures 2.2 : interpréter la différence d’amplitude et le déphasage
entre Re[ϕg(x)] et Im[ϕg(x)] à droite et à gauche de la barrière.

Effet tunnel (E < V0).– Dans la limite où la barrière est épaisse (k0a � 1), la fonction d’onde
décroit exponentiellement en pénétrant dans la barrière (cf. figure 2.1) et l’amplitude de trans-
mission se comporte comme

t ∼ e−qa (2.18)

pour qa� 1. Classiquement la traversée de la barrière est interdite pour E < V0 alors que nous
trouvons ici une probabilité de transmission finie. Ce phénomène est appelé effet tunnel.

Microscope à effet tunnel.– L’effet tunnel a des conséquences très importantes du point de vue
technologique mais aussi fondamental. Il est la base d’un type de microscopes permettant de sonder
les échelles atomiques : le microscope à effet tunnel (STM), inventé et réalisé par Gerd Binnig et
Heinrich Rohrer. C’est cette invention qui permet aujourd’hui de “voir”4 des atomes déposés sur
des surfaces métalliques, mais aussi de les déplacer (cf. figure 2.3).

- Exercice 2.5 (∗∗) : Comment interpréter les petites ondes à l’intérieur du cercle d’atomes
sur la figure 2.3 ?

- Exercice 2.6 (∗) : Déduire (sans calcul) des résultats de l’exercice 2.3 les expressions de r
et t pour E > V0. Montrer que pour certaines valeurs de l’énergie, la probabilité de transmission
vaut exactement 1. Comparer la longueur d’onde de Broglie et la largeur de la barrière à ces
énergies.

4Bien entendu on ne “voit” pas les atomes en les éclairant avec de la lumière ! Le principe du microscope à
effet tunnel consiste à balayer une surface à l’aide d’une pointe très fine maintenue à distance constante de la
surface. En enregistrant les déplacements de la pointe on peut reconstituer le relief. La dépendance exponentielle
du courant tunnel (i.e. de la probabilité de transmission) avec la distance permet de contrôler très précisément la
distance entre la surface et la pointe.
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Figure 2.3 – Atomes de fer sur une surface de cuivre déplacés à l’aide de la pointe d’un STM.
Site de IBM http ://www.almaden.ibm.com/vis/stm/gallery.html. La “taille d’un atome” est de
l’ordre d’1 Å, ce qui indique l’échelle de la figure.

Les énergies pour lesquelles |t| = 1 et r = 0 sont appelées des transparences (on parle
également de phénomène de résonance). Elles correspondent à qa = nπ qui exprime un accord
de phase après un aller-retour au niveau de la barrière.

2.2 Fonction d’onde dans l’espace des impulsions

Les solutions harmoniques (ondes planes) jouent un rôle central dans un grand nombre de
problèmes physiques ou mathématiques (la résolution d’équations différentielles linéaires à co-
efficients constants par exemple). La transformation de Fourier est l’outil mathématique per-
mettant de décomposer une fonction quelconque comme une somme (continue) de fonctions
harmoniques.

Pour donner un exemple concret en physique, si on mesure un signal électromagnétique
E(t), une information cruciale est de connâıtre sa décomposition sur des ondes planes : E(t) =∑

ω Ẽω e−iωt. Dans de nombreuses situations, c’est l’analyse spectrale, i.e. des Ẽω, qui révèle
des informations physiques sur le système interagissant avec le champ électromagnétique (par
exemple sur la température d’une étoile émettant le rayonnement, ou sur la nature des atomes
d’un gaz).

Le(a) lecteur(rice) pourra consulter l’annexe (page 40) pour se rafrâıchir la mémoire sur la
transformation de Fourier.

2.2.1 Normalisation des ondes planes

• Rappelons que la condition de normalisation d’une base de solutions {ϕn(x)} de l’équation de
Schrödinger stationnaire :

∫ +∞
−∞ dxϕ∗n(x)ϕm(x) = δn,m. Ceci ne peut s’appliquer qu’au cas où le

spectre est discret, i.e. pour des états liés.

- Exercice 2.7 : Reprenons le problème du puits infini. Nous rappelons que les états station-

naires sont ψn(x) =
√

2
a sin

(
nπx
a

)
pour n ∈ N∗. Vérifier que les ψn(x) forment une base orthor-

normée pour les fonctions continues définies sur [0, a]. I.e. vérifier que
∫ a

0 dxψn(x)ψm(x) = δn,m.

• Un spectre d’états de diffusion est indicé par un paramètre réel continu, que nous notons α.
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La normalisation prend alors naturellement la forme :

∫ +∞

−∞
dxϕ∗α(x)ϕα′(x) = δ(α− α′) (2.19)

- Exercice 2.8 : Dans le cas des ondes planes eipx/~, en utilisant (2.57) montrer que la bonne
constante de normalisation est :

φp(x) =
1√
2π~

eipx/~ (2.20)

Rappelons que cette fonction d’onde décrit un état quantique d’impulsion p.

2.2.2 Fonction d’onde dans l’espace des impulsions

Introduisons la transformée de Fourier de la fonction d’onde :

ψ̃(p) def=
∫ +∞

−∞

dx√
2π~

ψ(x) e−ipx/~ (2.21)

Forts des considérations précédentes sur la normalisation des ondes planes, nous voyons que
cette transformée de Fourier peut s’interpréter comme le produit scalaire, défini par l’éq. (1.12),
entre l’état ψ et l’état φp :

ψ̃(p) = 〈φp|ψ〉 (2.22)

Cette remarque nous aide à préciser le sens physique de ψ̃(p). Rappelons nous que le produit
scalaire 〈χ|ψ〉 a le sens d’une amplitude de probabilité pour observer le système dans l’état χ,
alors qu’il se trouve dans l’état ψ. Nous en concluons que ψ̃(p) est l’amplitude de (densité
de) probabilité pour que le quanton ait une impulsion p. C’est bien clair : ψ̃(p) est la
composante de ψ(x) sur l’onde plane φp(x), état d’impulsion bien déterminée.

Réciproquement la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme d’une décomposition sur les
ondes planes :

ψ(x) =
∫ +∞

−∞

dp√
2π~

ψ̃(p) eipx/~ (2.23)

2.2.3 Analyse dimensionnelle de la fonction d’onde

Base discrète.– Dans le chapitre d’introduction, nous avons attribué à la fonction d’onde
ψ(x) le sens d’une amplitude de densité de probabilité. La condition de normalisation s’écrit∫ +∞
−∞ dx|ψ(x)|2 = 1. |ψ(x)|2dx est la probabilité de trouver le quanton dans l’intervalle [x, x+dx[ ;

la fonction d’onde a donc la dimension [ψ] = [longueur]−1/2.

Base continue.– Lorsqu’on considère une base continue de fonctions d’onde {ϕα(x)}, in-
dicée par un paramètre continu α, |ϕα(x)|2dxdα est la probabilité de trouver le quanton dans
l’intervalle [x, x + dx[ pour une valeur du paramètre dans l’intervalle [α, α + dα[. La fonction
d’onde a alors le sens d’une densité (par unité de α) d’amplitude de densité de probabilité. On
a [ϕα] = [longueur]−1/2[α]−1/2, ce qu’on vérifie aisément à l’aide de (2.19).

2.2.4 Inégalité de Heisenberg

Moyennes et fluctuations des résultats de mesures de la position et de l’impulsion.–
Considérons un quanton dans un état quantique ψ(x). Une mesure de la position du quanton
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donne un résultat dans [x, x+ dx[ avec probabilité |ψ(x)|2dx. Si on réalise un grand nombre de
mesures, toujours à partir du même état quantique, la position moyenne sera donnée par

〈x〉ψ =
∫

dx |ψ(x)|2 x (2.24)

La valeur moyenne quantique de toute fonction de x se calcule de manière évidente comme

〈f(x)〉ψ =
∫

dx f(x) |ψ(x)|2 . (2.25)

Les fluctuations des résultats de mesure sont caractérisées par l’écart-type ∆xψ (la racine carrée
de la variance), donné par

∆x2
ψ

def=
〈
x2
〉
ψ
− 〈x〉2ψ (2.26)

On peut également définir une quantité similaire caractérisant les fluctuations des résultats de
mesures de l’impulsion : ∆pψ. Pour calculer 〈p〉ψ et 〈p2〉ψ il est naturel d’utiliser la fonction
d’onde dans l’espace des impulsions :

〈p〉ψ =
∫

dp |ψ̃(p)|2 p (2.27)

Il est intéressant de chercher à exprimer l’impulsion moyenne à l’aide de la fonction d’onde dans
l’espace réel. Pour cela on utilise la relation de Parseval-Plancherel (2.41) et la propriété (2.40) :

〈p〉ψ =
~
i

∫
dxψ∗(x)

dψ(x)
dx

, (2.28)

ce qui revient à sandwicher l’opérateur jouant le rôle de l’impulsion introduit plus haut, p→ ~
i

d
dx ,

entre ψ∗(x) et ψ(x), puis à intégrer. De même on obtient
〈
p2
〉
ψ

= ~2
∫

dx
∣∣dψ(x)

dx

∣∣2.

Théorème : Inégalité de Heisenberg.

∆xψ ∆pψ >
~
2

(2.29)

Si nous modifions l’état ψ(x) afin de minimiser les fluctuations de la position de la particule
(∆x → 0), celles sur l’impulsion (∆p → ∞) augmentent corrélativement, et vis-versa. On ne
peut pas trouver de situation (d’état quantique) où impulsion et position seraient connues avec
une précision absolue (∆x = 0 et ∆p = 0). Dans la description ondulatoire de Schrödinger, c’est
une simple propriété liant une fonction et sa transformée de Fourier5, comme nous le constatons
dans l’exercice qui suit dans lequel l’inégalité est démontrée. On la rencontre dans la physique
ondulatoire, quelle que soit la nature du phénomène (optique, acoustique,...) [34].

- Exercice 2.9 (∗) : démonstration de (2.29).– On considère la fonction normée ψ(x) (i.e.∫
dx |ψ(x)|2 = 1). On suppose que ψ(x) est telle que 〈x〉ψ = 0 et 〈p〉ψ = 0 (ce second choix est

assuré en considérant une fonction d’onde réelle) 6. La largeur de la fonction ψ(x) peut se définir

comme : ∆x2
ψ

def=
∫

dxx2|ψ(x)|2

a/ Montrer que la largeur de la transformée de Fourier est alors :

∆k2
ψ =

∫
dx
∣∣∣∣
dψ(x)

dx

∣∣∣∣
2

5Dans le prochain chapitre, nous verrons que dans le cadre de la théorie de Heisenberg (la mécanique des
matrices) l’inégalité de Heisenberg découle de la relation de commutation fondamentale [x, px] = i~.

6La justification physique de ces choix est donnée dans la note de bas de page 11, page 59.
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b/ On considère le polynôme en λ

P (λ) def=
∫

dx
∣∣∣∣xψ(x) + λ

dψ(x)
dx

∣∣∣∣
2

Quel est le signe de P (λ) ? En déduire que

∆xψ ∆kψ >
1
2
.

Cette inégalité exprime que, si la fonction ψ(x) est étroite, sa transformée de Fourier ψ̃(k)
est large, et vis-versa.

À propos des malentendus sur les inégalités de Heisenberg.– On parle souvent de
“principe d’incertitude” pour désigner les inégalités de Heisenberg. Essayons de dissiper un
certain nombre de confusions et malentendus véhiculés par cette dénomination populaire mais
malencontreuse. Tout d’abord, attaquons-nous à “principe” : il ne s’agit pas d’un “principe”,
puisque nous le démontrons ! L’inégalité n’a rien de mystérieux et cöıncide avec une propriété
bien connue de la transformation de Fourier : cf. annexe page 40, eq. (2.37). Elle découle donc
directement du choix d’une description “ondulatoire”.

Concentrons-nous maintenant sur “incertitude” : cela nous laisserait penser qu’il y a une
“incertitude” quantique prohibant une connaissance précise des propriétés physiques (à la fois
la position et la vitesse). L’inégalité de Heisenberg souligne au contraire que la nature des
objets quantiques (la fonction d’onde décrivant l’état de la particule) ne permet pas de
définir simultanément une position et une vitesse (les attributs d’une particule ponc-
tuelle). Autrement dit on ne peut pas concevoir d’expérience qui mesurerait simultanément ces
deux grandeurs physiques.

Repensons à la (trop) brève description que nous avons donnée des expériences fondatrices de
l’idée de dualité onde-corpuscule. Nous avons vu que la nature corpusculaire est révélée par une
tache sur un écran, mais dans ce cas nulle information sur l’impulsion. D’autre part la mesure
de l’impulsion (i.e. de la longueur d’onde) peut être effectuée par une expérience de diffraction
ou d’interférence dans laquelle l’onde est délocalisée. L’analyse de la situation expérimentale
permettant ces mesures nous suggère bien que ces grandeurs, x et p, sont incompatibles. Les
exercices 2.24 et 2.25, page 47, proposent une analyse plus détaillée de cette idée. Le dernier
exercice décrit un appareil de mesure plus astucieux.

Inégalité de Heisenberg temporelle.– La forme la plus générale de solution de l’équation de
Schrödinger est une superposition d’états stationnaires. Si on oublie un instant la dépendance
en espace7, la fonction d’onde a une dépendance temporelle qui peut être décomposée sur des
ondes planes :

ψ(t) =
∫

dE ψ̃(E) e−iEt/~ (2.30)

Si nous appelons ∆t la largeur de la fonction ψ(t) et ∆E la largeur de la fonction ψ̃(E), nous
en déduisons l’inégalité de Heisenberg temporelle :

∆E∆t >
~
2

(2.31)

Durée de vie et largeur d’un niveau.– Considérons un atome d’hydrogène. L’étude du
mouvement de l’électron autour du proton est un problème d’état lié (sauf si l’atome est ionisé)

7Écrivons les choses plus proprement en prenant en compte la dépendance en x. Nous avons noté les états
stationnaires ϕE(x). Une superposition de tels états s’écrit donc ψ(x, t) =

R
dE g(E)ϕE(x) e−iEt/~. (2.31) relie

la largeur de g(E) à la largeur temporelle de ψ(x, t) à x fixé (cf. exercice 5.3).
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et l’énergie de liaison entre l’électron et le proton est quantifiée. Mis dans un de ses états excités,
l’atome va se désexciter à cause du couplage au champ électromagnétique : il émet un photon par
émission spontanée. Chaque niveau excité En est caractérisé par un taux de désexcitation Γn (ou
une durée de vie 1/Γn). La relation (2.31) nous indique donc que le niveau d’énergie En ne peut
pas être défini à mieux que ~Γn/2. Dans une expérience de spectroscopie, les raies spectrales
ont une largeur finie qui ne peut donc pas être réduite en deça de la largeur intrinsèque ~Γn/2.
Nous reviendrons sur cette remarque à la fin du cours, au chapitre 14.

, Les idées importantes :

• Dualité onde-corpuscule ; TRÈS important : les relations de Planck-Einstein et de Broglie.

• Résolution des problèmes où le potentiel est constant par morceaux.
EN PARTICULIER : le problème du puits infini unidimensionnel.

• États liés : confinement ⇒ équation de quantification & quantification de l’énergie.

• États de diffusion ⇒ spectre continu (solution ∀ E).

• Aspects ondulatoires dans le franchissement d’une barrière de potentiel par un quanton.

• Le sens physique de ψ̃(p).

• L’inégalité de Heisenberg.

• La transformation de Fourier.

• Les propriétés (2.49) et(2.57).
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Annexe : Transformation de Fourier

Rappel : Séries de Fourier (transformation de Fourier discrète)

Si on considère une fonction ψ(x) sur un intervalle fini [−L/2, L/2] (ou une fonction périodique
sur R, de période L), il est possible de l’écrire sous la forme d’une série :

ψ(x) =
∑

n∈Z
ψ̃n eiknx où kn

def=
2πn
L

(2.32)

où les coefficients de Fourier sont donnés par :

ψ̃n =
∫ +L/2

−L/2

dx
L
ψ(x) e−iknx (2.33)

- Exercice 2.10 : Calculer les coefficients de Fourier de la fonction définie par ψ(x) = x sur
x ∈ [−L/2, L/2] et périodique : ψ(x+ L) = ψ(x).

Si on augmente L, le spectre des fréquences kn = 2πn/L devient alors de plus en plus dense.
La décomposition des fonctions ψ(x) définies sur R se fait en prenant la limite L→∞. On doit
alors combiner des ondes planes pour des fréquences k ∈ R.

Transformation de Fourier

Soit ψ(x) une fonction sommable8, sa transformée de Fourier est définie comme :

ψ̃(k) = F [ψ(x)] def=
1√
2π

∫ +∞

−∞
dxψ(x) e−ikx (2.34)

La transformée de Fourier inverse

ψ(x) = F†[ψ̃(k)] =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dk ψ̃(k) eikx (2.35)

correspond à la décomposition de la fonction ψ(x) sur une base de fonctions harmoniques eikx,
tout comme un vecteur d’un espace vectoriel peut se décomposer sur une certaine base (rappelons
que l’espace des fonctions forme un espace vectoriel). La transformée de Fourier ψ̃(k) s’interprète
comme la composante de ψ(x) sur le vecteur eikx.

On pourra trouver des informations sur la transformation de Fourier des fonctions et des
distributions dans la référence [7] (tome 2).

Quelques propriétés

• Linéarité : Soit α, β ∈ R et f et g deux fonctions

F [αf(x) + βg(x)] = αf̃(k) + βg̃(k) (2.36)

• Si la fonction ψ(x) a une largeur ∆x, la largeur de sa transformée de Fourier est inversement
proportionnelle : ∆k ∼ 1/∆x. Pour a ∈ R+

F [ψ(x/a)] = a ψ̃(ka) (2.37)

Comme nous allons voir, cette propriété va jouer un rôle particulièrement important (cf. l’inégalité
de Heisenberg).

8une fonction sommable, ψ(x) ∈ L1(R), est une fonction Lebesgue intégrable telle que
R +∞
−∞ dx |ψ(x)| < ∞.

Cette condition assure l’existence de la transformée de Fourier et que F†[ψ̃(k)] = ψ(x) presque partout. La théorie
des distributions, en introduisant des objets plus singuliers comme la distribution de Dirac ou la valeur principale,
permet de manipuler la transformée de Fourier de fonctions qui ne sont pas sommables (comprises alors comme
des distributions).
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- Exercice 2.11 : à titre d’illustration, calculer les transformées de Fourier des fonctions :

πa(x) def=
{

1 si |x| < a/2
0 sinon

(2.38)

ψ(x) = e−|x|/a (2.39)

• Transformée de Fourier d’une gaussienne : Si ψ(x) = e−x
2/2 alors ψ̃(k) = e−k

2/2.
• La dérivation :

F [
dψ(x)

dx
] = ik ψ̃(k) (2.40)

Cette relation suggère l’intérêt de la transformation de Fourier pour résoudre les équations
différentielles linéaires à coefficients constants : dans l’espace de Fourier, l’équation différentielle
prend la forme d’une équation algébrique.
• Égalité de Parseval-Plancherel : Soit deux fonctions ψ(x) et χ(x). On note leurs trans-
formées de Fourier ψ̃(k) et χ̃(k). Alors9

∫ +∞

−∞
dxψ(x)∗ χ(x) =

∫ +∞

−∞
dk ψ̃(k)∗ χ̃(k) (2.41)

• Produit de convolution :

(f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x) def=
∫ +∞

−∞
dx′ f(x− x′) g(x′) (2.42)

On montre que le produit de convolution est remplacé par un simple produit dans l’espace de
Fourier.

F [(f ∗ g)(x)] =
√

2π f̃(k) g̃(k) (2.43)

- Exercice 2.12 : Demontrer toutes ces propriétés.

- Exercice 2.13 (∗) : Pour illustrer l’intérêt de l’équation (2.43), calculer la convolution de

deux gaussiennes ga(x) et gb(x) où ga(x) def= 1√
2πa2

e−x
2/(2a2).

−1 0 1 2 3 4 5
x

0

1

2

f(x
)

−1 0 1 2 3 4 5
x

0

1

2

(f*
g a
)(x
)

a=0.05
a=0.2
a=0.5

Figure 2.4 – Illustration de l’effet de la convolution : convolution de la fonction f(x), représentée
sur la figure de gauche, par une gaussienne ga(x) de largeur a.

9Nous verrons au chapitre 3 que cette relation correspond à écrire le produit scalaire de deux manières.
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Annexe : Distributions

J’introduis dans cette annexe deux distributions qui seront utiles dans le texte : la distribution δ
de Dirac et la valeur principale. Cette petite introduction ne vise pas à la rigueur mathématique
mais plutôt à “faire sentir” ces notions pour une audience d’apprentis physiciens. Pour une
présentation plus rigoureuse, le lecteur pourra se reporter à des ouvrages de mathématique
[39, 7] ou [25] pour une présentation plus rapide.

Distribution δ(x) de Dirac

Définitions.– Nous introduisons une fonction ϕ(x) rapidement décroissante à l’infini, de lar-
geur ∆x ∼ 1 et de hauteur 1 telle que

∫

R
dxϕ(x) = 1 . (2.44)

Nous utilisons cette fonction pour fabriquer une fonction de largeur ε et de hauteur 1/ε :

δε(x) def=
1
ε
ϕ
(x
ε

)
, (2.45)

telle que
∫

R dx δε(x) = 1.

- Exercice 2.14 : Dessiner l’allure de ϕ(x) et δε(x) en supposant que ϕ(x) a son maximum
en x = a et décrôıt rapidement vers limx→±∞ ϕ(x) = 0 de part et d’autre de façon monotone.
Quelle est la position du maximum de δε(x) ?

On peut vérifier que plusieurs candidates possibles sont (i) la fonction porte π1/2(x) =
θ(1/2− |x|) ; (ii) la fonction en toile de tente 1

2e−|x| ; (iii) la fonction sinus cardinal 1
π

sinx
x ; (iv)

la lorentzienne L(x) = 1
π

1
x2+1

; (v) ou encore la gaussienne g1(x) = 1√
2π

e−x
2/2.

Nous considérons maintenant une autre fonction f(x) supposée régulière à l’origine (il suffit
qu’elle soit continue et bornée). Nous calculons maintenant

lim
ε→0

∫
dx δε(x) f(x) = lim

ε→0

∫
duϕ(u) f(εu) (2.46)

Si nous pouvons intervertir limite et intégrale 10 nous obtenons f(0)
∫

duϕ(u), i.e.

lim
ε→0

∫
dx δε(x) f(x) = f(0) (2.47)

On admet qu’il est possible de définir limε→0 δ
ε(x) indépendamment de l’intégrale. Nous

fabriquons ainsi un objet singulier : “infini en x = 0 et nul partout ailleurs” ! Cet objet n’est pas
une fonction mais une distribution, appelée la distribution de Dirac : 11

δ(x) def= lim
ε→0

δε(x) . (2.48)

10On utilise le théorème de a convergence dominée : soit fn(x), n ∈ N, une suite de fonctions. Soit une
fonction sommable ψ(x), i.e. telle que

R
dx |ψ(x)| < ∞. Si |fn(x)| < |ψ(x)| ∀ n alors limn→∞

R
dx fn(x) =R

dx limn→∞ fn(x).
11Attention avec cette formulation imprécise, le point important n’est pas qu’elle soit infinie en zéro, ce qui est

très imprécis, mais que
R

dx δ(x) = 1 bien qu’elle soit nulle partout. I.e. le poids de la distribution est concentré
en x = 0.
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L’objet de la théorie mathématique des distributions [39] est de montrer qu’il est possible de
donner un sens précis à cette objet. Pour ce qui nous intéresse il suffit de se souvenir de la
propriété fondamentale ∫ +∞

−∞
dx δ(x) f(x) = f(0) (2.49)

Notons qu’en l’absence d’intégrale on peut écrire

δ(x) f(x) = δ(x) f(0) . (2.50)

Une translation de l’argument de la fonction nous donne
∫

dx δ(x− a) f(x) = f(a) . (2.51)

Cette propriété nous montre l’intérêt de la distribution de Dirac pour un physicien, et l’origine
physique de la terminologie. Elle nous permet de définir la densité d’une quantité physique
concentrée en un point. Par exemple si nous considérons une particule ponctuelle de masse m
placée sur une ligne en x = a, la densité de masse correspondante s’écrit µ(x) = mδ(x− a). La
notion est évidemment très utile pour écrire une densité de charges en électromagnétisme.

Propriétés.– Nous discutons maintenant quelques propriétés que nous pouvons aisément
prouver en utilisant (2.49). Nous vérifions que la distribution est paire

δ(−x) = δ(x) . (2.52)

Lors d’une dilatation d’un facteur 1/λ, où λ ∈ R∗, la distribution est transformée selon

δ(λx) =
1
|λ|δ(x) . (2.53)

Cette propriété nous montre que si nous attribuons une dimension à la variable x, par exemple
une longueur [x] = L, alors la distribution a la dimension inverse [δ(x)] = 1/L.

Dans certaines situations, il peut arriver que la distribution de Dirac ait pour argument une
fonction f(x). Notons xi les racines de la fonction, f(xi) = 0. Dans ce cas on peut écrire

δ(f(x)) =
∑

xi t.q. f(xi)=0

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

=
1

|f ′(x)|
∑

xi t.q. f(xi)=0

δ(x− xi) (2.54)

- Exercice 2.15 : Montrer que δ(x2) = 1
|x| δ(x). Indication : Considérer f(x) = x2 − x2

0.

Vérifier que le “peigne de Dirac” peut s’écrire : δ
(

sinπx
π

)
=
∑

n∈Z δ(x− n).

La distribution de Dirac nous permet de manipuler la dérivée d’une fonction discontinue.
Considérons l’exemple de la fonction de Heaviside

θ(x) def=





1 si x > 0
1/2 si x = 0
0 si x < 0

(2.55)

Au sens des fonctions, θ(x) n’est pas continue en x = 0 et donc a fortiori n’est pas dérivable
en ce point. Nous pouvons toutefois donner un sens à sa dérivée au sens des distributions. Pour
cela nous introduisons la fonction θε(x) def=

[
e−x/ε + 1

]−1 (on pourra tracer cette fonction pour
différentes valeurs du paramètre ε). On peut facilement vérifier que sa dérivée, d

dxθ
ε(x) = δε(x),
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définit une fonction δε(x) tendant vers δ(x) à la limite ε→ 0. La théorie des distributions permet
de permutter limite et dérivation, si bien que

θ′(x) = δ(x) (2.56)

Enfin la dernière propriété importante est obtenue en considérant la transformée de Fourier
de la distribution de Dirac. Pour cela nous revenons à la fonction δε(x), de largeur ∆x ∼ ε et
de hauteur 1/ε. Sa transformée de Fourier δ̃ε(k) est donc une fonction de largeur ∆k ∼ 1/ε et
de hauteur 1 (on a en effet δ̃ε(k = 0) = 1√

2π

∫
dx δε(x) = 1√

2π
. À la limite ε→ 0 nous obtenons

δ̃(k) = 1√
2π

. Ce résultat nous montre que la distribution de Dirac se décompose sur les ondes

planes eikx comme

δ(x) =
∫ +∞

−∞

dk
2π

eikx (2.57)

C’est une deuxième propriété importante et utile de la distribution de Dirac. Elle nous servira
en particulier à normaliser les ondes planes et plus généralement les bases d’états continues
(prochain chapitre).

- Exercice 2.16 : À l’aide de cette dernière relation, vérifier que (2.35) est bien la transfor-
mation inverse de (2.34), c’est-à-dire : F†[F [ψ(x)]] = ψ(x).

- Exercice 2.17 : La distribution de Dirac dans l’espace tridimensionnelle est définie comme
δ(~r) def= δ(x)δ(y)δ(z). On rappelle l’équation de Poisson reliant le potentiel électrostatique et la
densité de charges ∆V (~r) = − 1

ε0
ρ(~r). Déduire que

∆
−1
4π r

= δ(~r) (2.58)

Valeur principale

Il arrive souvent que l’intégrale
∫ +A
−A

dx
x apparaisse dans les calculs. L’intégrale est mal définie :

elle est divergente, cependant nous aimerions écrire que l’intégrale est nulle puisque nous intégrons
une fonction impaire. La partie principale va nous permettre de formuler cela rigoureusement.
Soit f(x) une fonction régulière et A, B deux réels positifs. Nous définissons la distribution
“Partie principale” (ou “valeur principale”) PP 1

x (ou vp 1
x) par

∫ +B

−A
dx f(x)PP 1

x

def= lim
ε→0+

(∫ −ε

−A
+
∫ +B

+ε

)
dx f(x)

1
x
, (2.59)

pour toute fonction f(x) régulière. La motivation de cette définition est claire : nous enlevons l’in-
tervalle responsable de la divergence de l’intégrale [−ε,+ε]. En coupant le voisinage de l’origine
de manière symétrique, nous donnons un sens à l’intégrale, comme nous l’illustrons maintenant :

(∫ −ε

−A
+
∫ +B

+ε

)
dx

1
x

= ln(ε/A) + ln(B/ε) = ln(B/A) . (2.60)

Pris séparemment, chaque morceau d’intégrale diverge logarithmiquement, cependant les deux
divergences se compensent.

En écrivant la valeur principale comme “PP 1
x = limε→0+

θ(|x|−ε)
x ” nous rapprochons notre

définition de celle de la distribution de Dirac.
De la même manière que nous avons introduit plusieurs définitions possibles de la distribution

de Dirac, nous pouvons proposer d’autres définitions de la partie principale, par exemple

PP 1
x

def= lim
ε→0+

x

x2 + ε2
(2.61)
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ce qui est une manière d’écrire que, lorsque |x| & ε on a “PP 1
x ' 1

x” mais pour |x| . ε, la
divergence est régularisée “PP 1

x ' x
ε2

”.

- Exercice 2.18 : Vérifier que la valeur de l’intégrale
∫ +B
−A dxPP 1

x est la même pour les
deux définitions.

Nous utilisons cette nouvelle définition pour donner un sens à l’intégrale
∫∞

0 dk eikx. Pour
cela nous introduisons un régulateur e−εk avec ε→ 0+ :

lim
ε→0+

∫ ∞

0
dk eikx−εk = lim

ε→0+

1
ε− ix

= lim
ε→0+

(
ix

x2 + ε2
+

ε

x2 + ε2

)
(2.62)

Nous reconnaissons deux définitions possibles pour la partie principale et la distribution de
Dirac. D’où ∫ ∞

0
dk eikx = iPP 1

x
+ π δ(x) (2.63)

ce que nous préfèrerons parfois écrire de manière plus compacte

PP 1
x
− iπ δ(x) =

1
x+ i0+

(2.64)

où la notation assez courante“0+” nous rappelle le régulateur ε→ 0+.
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Exercices

- Exercice 2.19 (∗) : Invariance de jauge.– En présence d’un champ magnétique ~B =
~∇× ~A et d’un champ électrique ~E = −~∇φ− ∂

∂t
~A. l’équation de Schrödinger pour une particule

de charge q prend la forme i~ ∂
∂tψ(~r, t) =

[
− ~2

2m

(
~∇− i q~ ~A

)2 + qφ
]
ψ(~r, t). Déduire l’expression du

courant de probabilité en présence des potentiels scalaire et vecteur.
On fait subir la transformation suivante à la fonction d’onde ψ(~r, t)→ ψ̃(~r, t) = ψ(~r, t) e−iχ(~r,t).
Montrer que ψ̃(~r, t) obéit à une équation de Schrödinger de la même forme, pour des nouveaux

potentiels ~̃A et φ̃. Quels sont les champs ~E et ~B correspondants ? À quoi correspond la trans-
formation des potentiels ?

- Exercice 2.20 : États liés d’un puits de potentiel.– On considère un puits de potentiel :
V (x) = −V0 pour |x| 6 a/2 et V (x) = 0 pour |x| > a/2.

a) Symétrie de parité.– Soit ψ(x) une solution de l’équation de Schrödinger stationnaire pour un
potentiel pair V (x) = V (−x). Montrer que ψ̃(x) = ψ(−x) est également solution. Montrer qu’il
est possible de construire une solution paire et/ou impaire.

Nous étudions les états liés (E < 0) du problème. On introduit la notation 2mE
~2 = −q2 = −k2

0+k2

où V0 = ~2k2
0

2m .

b) Solutions paires.– Donner l’expression de la fonction paire solution de l’équation de Schrödinger
dans les différents intervalles. Justifier que la condition de raccordement est

d
dx

lnψ(x)
∣∣∣
a/2−

=
d

dx
lnψ(x)

∣∣∣
a/2+

(2.65)

Imposer la condition de raccordement et déduire l’équation de quantification. La résoudre gra-
phiquement. Tracer l’allure des premières fonctions d’onde paires.

c) Solutions impaires.– Mêmes questions.

d) Que deviennent les solutions des deux équations de quantification dans la limite du puits
profond k0a→∞ ?

e) Dans la limite inverse du puits peu profond, k0a → 0, existe-t-il toujours des solutions
paires/impaires ?

- Exercice 2.21 : Marche de potentiel.– Soit le potentiel V (x) = V0 θ(x) décrivant une
marche de potentiel.
a) Discuter la nature du spectre et les dégénérescences des états (on distinguera les cas E < V0

et E > V0).

b) On s’intéresse aux états de diffusion d’énergie E = ~2k2

2m < V0. Montrer qu’ils sont de la forme
ψ(x) = e+ikx + re−ikx pour x < 0 et ψ(x) = Be−qx pour x > 0. Préciser l’expression de q en
fonction de E. Calculer B et r et vérifier en particulier que |r| = 1, ce qu’on interprètera. Tracer
soigneusement l’allure de |ψ(x)|2.

c) On considère maintenant les états de diffusion d’énergie E = ~2k2

2m > V0, incidents de la gauche,
i.e. de la forme ψ(x) = e+ikx + Ae−ikx pour x < 0 et ψ(x) = Be+iKx pour x > 0. Exprimer K
en fonction de E. Calculer A et B (on pourra réutiliser les résultats de la question b). Déduire
que les probabilités de transmission et de réflexion sont données respectivement par T = 4kK

(k+K)2

et R =
(
k−K
k+K

)2
. Discuter les limites E/V0 →∞ et E → V +

0 .

Indication : Les probabilités de transmission et réflexion sont définies par les équations (2.17).

- Exercice 2.22 : Soit une fonction d’onde gaussienne ψ(x) = 1
(πa2)1/4 e

−x2/2a2
. Calculer

∆xψ, ∆pψ puis vérifier que le produit satisfait l’inégalité de Heisenberg.
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- Exercice 2.23 : Mêmes questions pour les états stationnaires du puits inifini : ψn(x) =√
2
a sin

(
nπx
a

)
pour x ∈ [0, a] et nulle ailleurs.

- Exercice 2.24 (∗∗) : Un point de vue expérimental sur l’inégalité de Heisenberg :
le microscope de Bohr.– Observer un système à l’aide d’un appareil optique signifie que
l’on sonde le système avec des photons. Nous allons voir que ce processus de mesure induit une
perturbation sur l’état du système, dont on ne peut pas faire abstraction.
a/ Incertitude sur l’impulsion de la particule.– On envoie
de la lumière sur une particule initialement immobile placée
au centre d’un repère. On imagine que le processus de me-
sure ne met en jeu qu’un seul photon d’impulsion initiale
~pγ qui interagit avec la particule. Si le photon est observé,
son impulsion ~pγ

′ après l’interaction doit se trouver dans
le cône d’ouverture 2θ (d’après la relation de Broglie on a
|~pγ ′| = h/λ).

p!

p

p!’ "

O x

Microscope

y

Dans quel intervalle l’impulsion px de la particule après l’interaction est-elle alors comprise ?
Autrement dit quelle est l’incertitude ∆px associée à cette mesure ? Comment minimiser cette
incertitude ?

b/ Pouvoir de résolution : incertitude sur la position de la particule.– Lorsqu’on observe une
source lumineuse, la diffraction fait correspondre à un objet ponctuel une tache, c’est pourquoi
l’appareil (un microscope) ne permet pas de distinguer des détails sur des échelles de distance
inférieures à δ = λ/ sin θ, appelé pouvoir de résolution. Quelle est l’incertitude ∆x sur la position
de la particule ?

c/ Relation de Heisenberg.– Déduire la valeur de ∆x∆px.

A.N. : La longueur d’onde de la lumière diffusée est λ = 0.5µm et l’ouverture angulaire θ = 10o.
La vitesse de la particule passant devant l’appareil de mesure est vx = 1 m/s. Calculer ∆px/px
pour (i) un grain de poussière de masse mg = 10−10 kg puis (ii) un électron de masse me =
10−30 kg.

- Exercice 2.25 (∗∗) : Une expérience de pensée sur la dualité onde-corpuscule.

a/ Expérience d’interférences.– Une source ponc-
tuelle émet de la lumière interceptée par une plaque
percée par deux trous distants de a. On admet que
les deux trous se comportent comme deux sources
ponctuelles cohérentes et synchrones. L’intensité
lumineuse reçue sur l’écran distant de L des trous
est donc de la forme I(x) = |A cos kd1+A cos kd2|2.
Calculer l’interfrange if de la figure d’interférences
observée sur l’écran (on supposera que L� a).

d1

d2

y
x

S

L’ L

a 0
x

b/ Par quel trou passe le photon ?– Dans un second temps on modifie l’expérience pour permettre
une détection du chemin suivi par un photon : la plaque est montée sur des roulements pour
pouvoir se déplacer librement de haut en bas. On place le détecteur de photons en x = 0 et on
mesure simultanément les déplacements de la plaque. Quelle est la variation d’impulsion δ~p du
photon lorsqu’il passe par le trou du haut ? Et par celui du bas ? (On supposera que L′ → ∞,
ainsi l’impulsion du photon avant le passage par un trou est ~p = ~uyh/λ).

c/ La variation d’impulsion du photon est transférée à la plaque. Pour savoir par quelle trou est
passé le photon il faut donc mesurer si la plaque a une impulsion Px = ±δpx, ce qui nécessite
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une précision ∆Px < δpx. D’après l’inégalité de Heisenberg

∆Px∆Xp > ~ (2.66)

l’incertitude maximum admise sur l’impulsion est associée à une incertitude ∆Xp minimum sur
la position de la plaque. Que vaut-elle ?

d/ Pourquoi la mesure du chemin emprunté par le photon (i.e. la localisation spatiale) est-elle
incompatible avec l’observation des franges d’interférences (i.e. la mesure de la longueur-d’onde-
impulsion) ?
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Problème : Courant permanent

A. Équation de Schrödinger sur un anneau

On considère une particule libre se déplaçant sur un anneau de
périmètre L, ce qui revient à étudier l’équation de Schrödinger sur
l’intervalle [0, L].

0

L x

1/ Quelles sont les conditions aux limites satisfaites par la fonction d’onde ?

2/ Montrer que les fonctions d’onde décrivant les états stationnaires sont de la forme ψn(x) =
C e2iπnx/L pour n ∈ Z. Que vaut la constante de normalisation C ?

3/ Donner les énergies correspondantes et discuter les dégénérescences.

B. Équation de Schrödinger en présence d’un champ magnétique

Le Hamiltonien en présence d’un champ magnétique est obtenu en faisant la substitution ~p →
~p − e ~A où e est la charge de l’électron et ~A le potentiel vecteur. L’équation de Schrödinger
dépendant du temps pour une particule soumise à un champ magnétique ~B = ~∇ × ~A et à un
potentiel V s’écrit :

i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

[
− ~2

2m

(
~∇− i

e

~
~A(~r)

)2
+ V (~r)

]
ψ(~r, t) . (2.67)

On rappelle que ~∇ est l’opérateur gradient.

1/ Si l’état de la particule est décrit par la fonction d’onde ψ(~r, t), on lui associe la densité de
courant de probabilité ~Jψ = ~

2mi

[
ψ∗~Dψ −

(
~D∗ψ∗

)
ψ
]

= ~
m Im

(
ψ∗~Dψ

)
où nous avons introduit

~D def= ~∇ − i e~ ~A, appelé “dérivée covariante”. Calculer ~∇ · ~Jψ et montrer que ~Jψ satisfait une
équation de conservation avec la densité de probabilité.

2/ Anneau traversé par un flux magnétique.– On rappelle que le flux magnétique traversant un
circuit C est égal à la circulation du potentiel vecteur le long du circuit : Φ(C) =

∫
C d~l · ~A.

On revient au problème de la question A d’un anneau de périmètre L, maintenant traversé
par un flux magnétique φ. Il existe différents choix possibles pour le potentiel vecteur (choix de
jauge) ; vérifier que le potentiel vecteur dans l’anneau peut être choisi constant, égal à A = φ/L.

C. Spectre de l’anneau traversé d’un flux magnétique

D’après les questions précédentes on voit que l’équation de Schrödinger dans l’anneau s’écrit :
− ~2

2m

(
d

dx − i e~A
)2
ψ(x) = E ψ(x) , avec A = φ/L.

1/ Vérifier que les fonctions d’ondes introduites dans la partie A sont encore solutions de
l’équation de Schrödinger. Déduire les nouvelles valeurs des énergies correspondantes, qu’on
exprimera en fonction du rapport α def= φ/φ0 où φ0 = h/e est le quantum de flux.

2/ Tracer le spectre {En(φ)} en fonction de α (on tracera les premiers niveaux E0, E1, E−1,
E2, E−2,...). Comment le spectre est-il modifié lorsqu’on ajoute un quantum de flux à travers
l’anneau : α→ α+ 1 ?

3/ A. N. : Donner la valeur du quantum de flux en Gauss.µm2 (on rappelle 104 Gauss=1 T.
On suppose que le flux à travers l’anneau vaut φ = φ0 pour un champ B = 1 Gauss. Quelle est
la surface de l’anneau ?
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D. Courant permanent d’un électron dans l’état ψn

On va voir que la présence du flux magnétique induit un courant dans l’anneau. La nature
non dissipative de ce courant est à l’origine de la dénomination “courant permanent” (bien
évidemment, si on coupe le champ magnétique, le courant disparâıt !). Nous allons vérifier que le
courant permanent associé à un état propre |ψn 〉 peut s’exprimer comme une dérivée de l’énergie
propre En associée. Cette relation est un cas particulier du théorème de Feyman-Hellmann.

D’après le B, le courant électrique associé à un état ψ est : Iψ = e~
m Im (ψ∗Dxψ) où Dx

def=
d

dx − i e~A est la dérivée covariante.

1/ Vérifier par analyse dimensionnelle que Iψ a bien la dimension d’un courant pour le problème
unidimensionnel.

2/ Calculer le courant, noté In(φ), associée aux états ψn(x) en présence du potentiel vecteur
A = φ/L.

3/ Vérifier que : In(φ) = −∂En(φ)
∂φ

. En écrivant En(φ) = 〈ψn |H|ψn 〉, retrouver cette relation

de manière plus directe.

4/ A. N. : Calculer le courant I0/α dans un anneau de perimètre L = 10 µm.

E. Courant permanent de N électrons

On utilise le résultat de la question précédente pour calculer le courant permanent dû à N
électrons dans un anneau. On négligera le spin de l’électron qui sera traité comme un “fermion
sans spin”. (Cette partie du problème requiert de connâıtre le principe de Pauli qui sera exposé
au chapitre 11. L’idée en est toutefois simple : les électrons sont des fermions, donc l’état fon-
damental à N électrons est obtenu en “empilant” les particules dans les états quantiques à un
électron, comme la figure 11.3 p. 190 le montre).

1/ Dessiner les niveaux d’énergie En(α) pour α ∈ [−1/2,+1/2].

2/ N pair.– Illustrer sur le schéma précédent l’occupation des états pour un flux donné t.q.
α ∈ [0, 1/2]. En déduire le courant permanent des N électrons, noté IN .

3/ N impair.– même question.

4/ Le spectre (l’ensemble des En(α)) est invariant sous α→ −α et α→ α+1. On en déduit que
le courant total est également périodique mais antisymétrique : IN (α) = −IN (−α). Représenter
IN (α) lorsque N est pair puis lorsque N est impair.

5/ Dans les expériences le courant est mesuré sur un très grand nombre d’anneaux. Si on suppose
que les deux parités de N sont équiprobables, montrer que I def= 1

2(IN pair+IN impair) a une période
moitié en fonction du flux. Illustrer ce résultat.

Magnetization of mesoscopic copper rings : Evidence for persistent currents L. P. Lévy, G.
Dolan, J. Dunsmuir, and H. Bouchiat Phys. Rev. Lett. 64, 2074-2077 (1990)
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Chapitre 3

Formalisme de Dirac – Postulats (1)

3.1 Introduction

Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction, il existe une formulation plus abstraite de la
mécanique quantique que celle donnée par Schrödinger sous forme d’équation d’onde. Cette
formulation est celle proposée par W. Heisenberg sous le nom de “mécanique des matrices”.

Nous avons déjà fait appel à différentes représentations de la fonction d’onde :

• Une représentation dans l’espace physique : ψ(x) représente l’amplitude de (densité de)
probabilité pour se trouver en x.

• Une représentation dans l’espace des impulsions : ψ̃(p) représente l’amplitude de (densité
de) probabilité pour que le quanton ait une impulsion p.

Ces deux fonctions contiennent exactement la même information. Nous pourrions aller plus
loin et chercher encore d’autres représentations... ou même nous passer d’une représentation
particulière. C’est l’objet des notations de Dirac. De même qu’il est préférable de travailler
avec la notion de vecteur plutôt qu’avec la donnée de ses coordonnées, ce qui fait appel à un
choix particulier de base, nous allons voir que les fonctions d’onde ψ(x) et ψ̃(p) ne sont que les
“coordonnées” du vecteur d’état ψ dans des bases particulières.

Plan des prochains paragraphes.– Dans la première partie du chapitre nous discutons les
conséquences des trois premiers postulats redéfinissant les concepts, que nous avons énoncés
dans la section 1.4. Dans la section suivante nous discuterons les postulats de mesure et dans le
chapitre 5 le postulat d’évolution.

3.2 Prélude : espace des fonctions d’onde

L’ensemble F des fonctions forme un espace vectoriel construit sur le corps des nombres com-
plexes C. Pour cela F est muni de la loi d’addition interne ψ(~r) + χ(~r), où ψ et χ ∈ F , et de
la loi de multiplication externe αψ(~r) où α ∈ C.

Par la suite je raisonne sur les fonctions d’onde en dimension un pour alléger les notations.
La généralisation ne présente pas de difficulté.

Produit scalaire.– L’espace vectoriel F est muni du produit hermitien défini par l’équation (1.12).
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Bases discrètes.– {un(x)} est une base discrète de fonctions d’onde orthonormées si
∫

dxu∗n(x)un′(x) = δn,n′ (3.1)

On a la relation de fermeture (ou de “complétude”)
∑

n

un(x)u∗n(x′) = δ(x− x′) (3.2)

Décomposition d’un état dans la base : si on considère une fonction d’onde quelconque ψ(x), il
existe une décomposition unique ψ(x) =

∑
n ψn un(x) où les composantes ψn sont données par

ψn = 〈un |ψ 〉 =
∫

dxu∗n(x)ψ(x).

- Exercice 3.1 : Soient deux fonctions d’onde ψ(x) et χ(x), vérifier que le produit scalaire
s’exprime à l’aide de leurs composantes dans la base {un(x)} comme 〈ψ |χ 〉 =

∑
n ψ
∗
nχn.

Bases continues.– Nous aurons toutefois à considérer également des bases orthonormées,
dont les vecteurs de base sont indicés par un paramètre continu, que nous notons α. Dans ce cas
rappelons que la normalisation s’écrit comme :

∫
dxu∗α(x)uα′(x) = δ(α− α′) (3.3)

L’analogue de (3.2) est bien sûr
∫

dαuα(x)u∗α(x′) = δ(x− x′) (3.4)

Exemple 1 de base continue : ondes planes.– Un premier exemple de bases continues est celui
des ondes planes φp(x), avec p ∈ R, données par l’équation (2.20) et décrivant un quanton
d’impulsion p. On a

∫
dxφ∗p(x)φp′(x) = δ(p− p′).

Exemple 2 de base continue : quanton localisé spatialement.– On peut également considérer la
base des fonctions d’onde décrivant un quanton localisé en x0 ∈ R :

ξx0(x) = δ(x− x0) (3.5)

De manière évidente
∫

dx ξ∗x0
(x) ξx′0(x) = δ(x0 − x′0).

- Exercice 3.2 : Donner l’expression des fonctions d’onde des deux bases précédentes dans
l’espace réciproque : φ̃p0(p) et ξ̃x0(p). Interprétation ?

Opérateurs linéaires.– Les observables physiques (quantités physiques) sont représentées
par des opérateurs linéaires hermitiques agissant dans F . Un opérateur A fait correspondre à
un état ψ un nouvel état ψ′ = Aψ. Discutons deux exemples importants.

• L’opérateur de position x̂.– Lorsque la particule se trouve localisée spatialement, une
unique valeur x0 est associée à la position (∆xξx0

= 0). Agissant sur l’état quantique décrit
par la fonction d’onde ξx0(x), l’opérateur x̂ peut donc être remplacé par x0 : (x̂ξx0)(x) =
x0 ξx0(x) (autrement dit ξx0(x) est un état propre de l’opérateur x̂ pour la valeur propre
x0). On a donc (x̂ξx0)(x) = x0 δ(x − x0) = x δ(x − x0) = x ξx0(x). Cette dernière égalité
nous montre, puisque les ξx0(x) forment une base, que l’action de l’opérateur position sur
une fonction d’onde quelconque correspond à la multiplication par x :

(x̂ψ)(x) = xψ(x) (3.6)
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• L’opérateur d’impulsion p̂.– De la même manière, l’état “onde plane” φp(x) est
caractérisé par une unique valeur de l’impulsion : p (i.e. ∆pφp = 0). Agissant sur φp,
l’opérateur p̂ peut être substitué par p : (p̂φp)(x) = p φp(x) = −i~ d

dx
eipx/~√

2π~ , d’où

(p̂ψ)(x) = −i~
d

dx
ψ(x) (3.7)

Principe de correspondance.– Maintenant que nous avons déterminé l’action des opérateurs
position et impulsion dans l’espace de Hilbert, le principe de correspondance nous permet de
construire n’importe quelle autre fonction des variables canoniquement conjuguées. Par exemple
l’opérateur répresentant l’énergie est donné en remplaçant x et p dans la fonction de Hamilton
par les opérateursH(x, p)→ H(x̂, p̂). En cas d’ambigüıté, si un l’énergie contient un terme xp qui
donnerait un terme non hermitien (cf. ci-dessous), on symétrisera le résultat, i.e. xp→ 1

2(x̂p̂+p̂x̂).

- Exercice 3.3 : Quelle est l’action de l’opérateur “énergie” (l’hamiltonien) Ĥ = p̂2

2m + V (x̂)
sur la fonction d’onde (Ĥψ)(x) ? Quelle forme prend l’équation i~ ∂

∂tψ(x, t) = (Ĥψ)(x, t) ?

- Exercice 3.4 : Comment agissent x̂ et p̂ sur les fonctions d’onde dans l’espace des impul-
sions ? Déduire l’équation de Schrödinger pour la fonction d’onde dans l’espace des impulsions
i~ ∂
∂t ψ̃(p, t) = (Ĥψ̃)(p, t). La résoudre dans le cas libre.

3.3 Formalisme de Dirac

3.3.1 Espace de Hilbert et vecteurs d’état

Espace de Hilbert.– Comme nous l’avons annoncé, nous allons maintenant nous passer du
choix d’une représentation particulière. Les états quantiques sont décrits par des vecteurs d’un
espace des états, l’espace de Hilbert H . La fonction d’onde ψ(x) ∈ F doit donc être comprise
comme l’ensemble des “composantes” d’un vecteur ψ ∈H (la coordonnée spatiale x joue le rôle
d’indice).

Produit scalaire.– L’espace vectoriel des états, construit sur le corps des complexes, est
muni d’un produit hermitien. Soit ψ, χ ∈ H , le produit scalaire est noté 〈ψ |χ 〉 et satisfait la
propriété

〈ψ |χ 〉 = 〈χ |ψ 〉∗ (3.8)

Autrement dit : soient α, β ∈ C et χ1, χ2 ∈ H , le produit scalaire est linéaire par rapport au
second argument

〈ψ |αχ1 + βχ2 〉 = α〈ψ |χ1 〉+ β〈ψ |χ2 〉 (3.9)

et antilinéaire par rapport au premier

〈αχ1 + βχ2 |ψ 〉 = α∗〈χ1 |ψ 〉+ β∗〈χ2 |ψ 〉 (3.10)

Remarquons que ces propriétés découlent de la définition (1.12). Comme tout bon produit sca-
laire, il permet de définir une norme (positive) ||ψ||2 = 〈ψ |ψ 〉 et d’autre part 〈ψ |ψ 〉 = 0 ssi ψ
est le vecteur nul de l’espace de Hilbert.
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Interprétation physique du produit scalaire.– Le produit scalaire 〈ψ |χ 〉 s’interprète
comme l’amplitude de probabilité pour qu’étant dans l’état χ, le système soit observé dans
l’état ψ. (Cette interprétation s’éclaircira avec la présentation des postulats de mesure).
Normalisation : L’interprétation physique impose de considérer des vecteurs normés 〈ψ |ψ 〉 = 1.
Gardons toutefois en mémoire que les bases continues sont normalisées selon la condition :
〈uα |uα′ 〉 = δ(α− α′), où α est un paramètre continu indiçant les états (l’impulsion dans le cas
des ondes planes).
Conséquence : Considérons un système dans un état quantique |ψ 〉 = a |u1 〉+b |u2 〉 où les deux
états |u1 〉 et |u2 〉 sont orthogonaux (on doit donc avoir |a|2 + |b|2 = 1). Les coefficients a et b
sont les amplitudes de probabilité de se trouver respectivement dans les états |u1 〉 et |u2 〉.

Vecteur dual – Ket et Bra.– Nous avons introduit la notation 〈φ |ϕ 〉 pour le produit
scalaire de deux vecteurs d’état. De même que le produit scalaire V †W entre deux vecteurs
colonne V et W de CN se sépare en un vecteur ligne complexe conjugé (son dual) et le vecteur
colonne, l’idée simple de Dirac est de noter simplement le vecteur ϕ comme |ϕ 〉 (un “ket”) et
son dual comme 〈ϕ | (un “bra”)1. Le produit scalaire est donc le produit d’un bra par un ket :

〈φ |ϕ 〉︸ ︷︷ ︸
Bracket

≡ 〈φ |︸︷︷︸
Bra

× |ϕ 〉︸︷︷︸
Ket

(3.11)

Il va sans dire qu’il n’y a rien à comprendre dans cette équation.

Espace de Hilbert de dimension finie.– En général l’espace de Hilbert est de dimension
infinie. S’il est de dimension finie, N , il est isomorphe à CN . Introduisons une base orthonormée
{|n 〉}n=1,··· ,N , alors les opérateurs peuvent être représentés par des matrices N×N à coefficients
complexes dans cette base.

- Exercice 3.5 : Considérons un espace de Hilbert de dimension 3 dont une base est
{|u1 〉, |u2 〉, |u3 〉}.
a/ Écrire le vecteur colonne associé à |ψ 〉 = N (|u1 〉 − 2i|u3 〉). Calculer N pour que le vecteur
soit normé. Quel objet est associé au bra 〈ψ | ?
b/ On introduit |χ 〉 = 1√

2
(i|u1 〉+ |u2 〉). Calculer le produit scalaire 〈ψ |χ 〉.

c/ Écrire la matrice représentant l’opérateur A = i|u1 〉〈u3 |+ |u2 〉〈u2 |− i|u3 〉〈u1 |. Vérifier que
la matrice est hermitique. Diagonaliser la matrice.

3.3.2 Opérateurs linéaires et observables

Opérateurs linéaires.– Un opérateur linéaire2 A fait correspondre un vecteur à un autre
vecteur : |ψ′ 〉 = |Aψ 〉 ≡ A|ψ 〉. Il doit satisfaire :

A(α|ψ1 〉+ β|ψ2 〉) = αA|ψ1 〉+ β A|ψ2 〉 (3.12)

Éléments de matrice.– Les éléments de matrice de l’opérateur A sont obtenus en le “sandwichant”
entre un bra et un ket : 〈ψ1 |A|ψ2 〉.
Produit d’opérateurs.– L’opérateur produit entre deux opérateurs A et B se définit comme :
(AB)|ψ 〉 = A(B|ψ 〉).

1Les termes “bra” et “ket” viennent de la section du mot anglais “bracket” (crochet) désignant le produit
scalaire. Le lecteur (ou la lectrice) troublé(e) par la notation de Dirac pourra toujours se souvenir de l’analogie
avec les vecteurs colonnes de l’espace vectoriel CN , muni du produit scalaire V †W . La structure est la même.

2Dans CN , il s’agit d’une matrice.
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Dernière remarque : Un opérateur fait correspondre à un ket un autre ket. L’objet obtenu en
multipliant un ket par un bra (attention à l’ordre !) |ψ 〉〈χ | est donc un opérateur (alors que
〈ψ |χ 〉 est un nombre). En effet, faisons agir |ψ 〉〈χ | sur un vecteur :

(|ψ 〉〈χ |)|ϕ 〉 = |ψ 〉 〈χ |ϕ 〉 ≡ 〈χ |ϕ 〉 |ψ 〉 (3.13)

La dernière permutation est licite car 〈χ |ϕ 〉 est un nombre. Le résultat est bien un vecteur,
Qed. Cette petite manipulation fait commencer à sentir la puissance des notations de Dirac.

Projecteur.– Soit |ψ 〉 ∈H , l’opérateur

Πψ
def= |ψ 〉〈ψ | (3.14)

est le projecteur sur le vecteur3 |ψ 〉.
- Exercice 3.6 : Vérifier que Πψ est idempotent (Π2

ψ = Πψ).

Relation de fermeture.– Soit {|un 〉} une base orthonormée de H , i.e. 〈un |un′ 〉 = δn,n′ ,
l’identité peut évidemment être représentée comme une somme de projecteurs sur les vecteurs
de base :

∑

n

|un 〉〈un | = 1 (3.15)

Nous verrons que ce type de relation est très utile4. Ces relations sont le pendant de (3.1,3.2).

Commutateur.– Soient deux opérateurs A et B agissant dans H , nous définissons le com-
mutateur comme :

[A,B] def= AB −BA (3.16)

Si le commutateur est nul on dit que “les opérateurs commutent” : [A,B] = 0 ⇒ AB = BA.

- Exercice 3.7 : Démontrer la relation (très utile) : [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.
Déduire des relations analogues pour [ABC,D] puis [AB,CD].

Conjugaison hermitique.– Soit A un opérateur agissant dans H . L’opérateur conjugué
hermitique est noté A†. Il est défini par :

〈ψ |Aϕ 〉 = 〈A†ψ |ϕ 〉 (3.17)

Autrement dit :
〈ψ |A|ϕ 〉∗ = 〈ϕ |A†|ψ 〉 (3.18)

Si on note 〈ψ1 |A|ψ2 〉 = A12 l’élément de matrice, la conjugaison hermitique agit comme la
transposition + la conjugaison complexe : (A†)12 = (A21)∗.
• Propriétés.– Soient α ∈ C, |ψ 〉, |χ 〉 ∈ H et A, B et C des opérateurs. On a : (A†)† = A,
(A+B)† = A† +B†, (αA)† = α∗A†

3On peut s’en convaincre très facilement si on repense à l’analogie avec CN .
4Dans le cas d’une base continue {|uα 〉}, la relation de fermeture prend naturellement la forme :R

dα |uα 〉〈uα | = 1.
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• La conjugaison hermitique agit donc sur les objets suivants comme :

α ↔ α∗ (3.19)
|ψ 〉 ↔ 〈ψ | (3.20)
A ↔ A† (3.21)

|ψ 〉〈χ | ↔ |χ 〉〈ψ | (3.22)
ABC ↔ C†B†A† (3.23)

- Exercice 3.8 : Conjuguer α 〈φ |A|ψ 〉〈χ |BC.

- Exercice 3.9 : Exprimer [A,B]† comme un commutateur des opérateurs conjugués.

Opérateur hermitique (ou auto-adjoint).– A est appelé un opérateur hermitique si A =
A†. Les observables physiques sont représentées par des opérateurs hermitiques (pour une
justification physique, cf. note de bas de page 80 de la page 19 et le chapitre sur la mesure).

Spectre d’un opérateur (rappels du cours d’algèbre linéaire).– Soit A un opérateur. |ψ 〉 ∈
H est un vecteur propre associé à la valeur propre λ ∈ C s’ils satisfont l’équation A|ψ 〉 = λ|ψ 〉.
Le spectre des valeurs propres est obtenu en trouvant les racines du polynôme caractéristique
P (λ) = det(A−λ1I). Si dimH = N , P (λ) est un polynôme de degré N en λ qui admet N racines
complexes. La matrice qui représente l’opérateur A est dite diagonalisable s’il est possible de
trouver N vecteurs propres.
Opérateur hermitique : Soit A un opérateur. Il est dit hermitique (ou auto-adjoint) si A = A†.
Opérateur unitaire : Un opérateur U est unitaire si son inverse cöıncide avec son hermitique
conjugué U−1 = U †. Ces opérateurs jouent un rôle important dans les espaces vectoriels construits
sur le corps des complexes puisqu’ils réalisent les changements de bases.

Exemple : Diagonalisons la matrice σx =
(

0 1
1 0

)
, i.e. trouvons les couples (λ ∈ R, X ∈ C2)

qui satisfont
σxX = λX (3.24)

Le polynôme caractéristique est P (λ) = det(σx − λ1I) = λ2 − 1 (1I désigne la matrice identité
2× 2). Il possède deux racines λ± = ±1.

1. Cherchons le vecteur propre X+ associé à λ = λ+. Écrivons5 XT = (x, y), le système
(3.24) donne deux équations identiques (évidemment puisque det(σx − λ+1I) = 0) : y = x.
Le vecteur propre est donc XT

+ = (1, 1).

2. De même, pour λ = λ−, on trouve XT
− = (1,−1). Les deux vecteurs sont orthogonaux,

XT
−X+ = 0, car la matrice σx est hermitique.

Finalement, on normalise les vecteurs :

X+ =
1√
2

(
1
1

)
et X− =

1√
2

(
−1
1

)
(3.25)

- Exercice 3.10 : Diagonaliser la matrice

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
. Étudier les limites θ = 0 et

θ = π/2.

5Le vecteur X est un vecteur colonne. XT désigne la transposition, i.e. le vecteur ligne correspondant.
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- Exercice 3.11 : Soit A un opérateur hermitique. Montrer que ses valeurs propres sont
réelles et qu’il existe une base de vecteurs propres orthogonaux (autrement dit, toute matrice
hermitique peut être diagonalisée à l’aide d’une matrice unitaire).

- Exercice 3.12 : Représentation spectrale d’un opérateur.– Soit A un opérateur
hermitique dont les valeurs propres et les vecteurs propres sont notés an et |ϕn 〉. Montrer que
A peut s’écrire :

A =
∑

n

an|ϕn 〉〈ϕn | (3.26)

- Exercice 3.13 : Soit f(x) une fonction. Utiliser la relation de l’exercice précédent pour
montrer que l’opérateur f(A) admet les même vecteurs propres que A. Quelles sont les valeurs
propres de f(A) ?

Retour sur les représentations en espace et en impulsion.– Nous allons alléger les
notations introduites ci-dessus : nous notons le vecteur décrivant le quanton localisé en x0

comme |x0 〉 [qui correspond à la fonction d’onde ξx0(x)]. D’autre part nous notons |p 〉 le vecteur
représentant l’état d’impulsion p [associé à la fonction d’onde φp(x)]. 6

D’après notre interprétation physique du produit scalaire, 〈x |ψ 〉 a le sens de “l’amplitude
de probabilité pour qu’étant dans l’état |ψ 〉, le quanton soit observé dans l’état |x 〉, i.e. en x.”
C’est donc la fonction d’onde :

ψ(x) = 〈x |ψ 〉 (3.27)

De même 〈p |ψ 〉 désigne “l’amplitude de probabilité pour qu’étant dans l’état |ψ 〉, le système
soit observé dans l’état |p 〉, i.e. avec une impulsion p.” C’est donc la fonction d’onde dans
l’espace des impulsions :

ψ̃(p) = 〈p |ψ 〉 (3.28)

Donnons une relecture de la relation entre la fonction d’onde ψ(x) et sa transformée de Fourier
ψ̃(p). Nous partons du vecteur |ψ 〉 et nous introduisons la relation de fermeture

∫
dx |x 〉〈x | = 1 :

|ψ 〉 = 1︸︷︷︸R
dx |x 〉〈x |

× |ψ 〉 =
∫

dx |x 〉〈x |ψ〉 (3.29)

Nous multiplions l’équation à gauche par 〈p | :

〈p |ψ 〉 =
∫

dx 〈p |x 〉 〈x |ψ 〉 ⇔ ψ̃(p) =
∫

dx√
2π~

e−ipx/~ ψ(x) (3.30)

où nous avons utilisé l’expression de l’onde plane 〈x |p 〉 = 1√
2π~ eipx/~. Dans les notations de

Dirac, la transformée de Fourier prend bien le sens du passage des coordonnées dans la base
{|x 〉} aux coordonnées dans la base {|p 〉}.
- Exercice 3.14 : Vecteurs propres des opérateurs x̂ et p̂.– En utilisant les fonctions
d’onde associées aux états |x 〉 et |p 〉, vérifier qu’ils sont vecteurs propres des opérateurs position
et impulsion :

x̂ |x 〉 = x |x 〉 (3.31)
p̂ |p 〉 = p |p 〉 (3.32)

6La simplification de notation consiste donc, pour l’état localisé spatiallement en |ξx 〉 −→ |x 〉 , et pour l’état

localisé dans l’espace des impulsions |φp 〉 −→ |p 〉 . Cette simplification de notation se fait au prix d’une petite

ambigüıté typique chez les physiciens, qui consiste à spécifier le sens physique d’une quantite (|x 〉 ou |p 〉) à l’aide
de la lettre utilisée pour la variable en principe muette (x ou p).
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Éléments de matrice des opérateurs.– Un opérateur A agit sur les éléments |ψ 〉 de l’espace
de Hilbert H . Il est représenté par un opérateur Ax agissant sur les fonctions d’onde ψ(x) ∈ F ,
ou encore par un opérateur Ãp agissant sur les fonctions d’onde dans l’espace des impulsions7

ψ̃(p) ∈ F̃ . Par exemple, l’opérateur impulsion A → p̂ est représenté par la dérivation, Ax →
−i~ d

dx , dans F et par la multiplication par p, Ãp → p, dans F̃ .
Le calcul d’un élément de matrice peut être effectué dans n’importe laquelle des représentations.

Par exemple, à l’aide des fonctions d’onde ψ(x) ou ψ̃(p), il fait intervenir Ax ou Ãp :

〈χ |A|ψ 〉 =
∫

dxχ∗(x)Ax ψ(x) =
∫

dp χ̃∗(p) Ãp ψ̃(p) (3.33)

on a introduit une relation de fermeture et utilisé 〈x |A|ψ 〉 ≡ 〈x |Aψ 〉 = (Aψ)(x) = Axψ(x) (en
général on utilisera une notation unique pour A, Ax et Ãp afin d’alléger).
Ex.1 : position.–

〈χ |x̂|ψ 〉 =
∫

dxχ∗(x)xψ(x) = i~
∫

dp χ̃∗(p)
dψ̃(p)

dp
(3.34)

Ex.2 : énergie cinétique.– 8 Ĥcin = p̂2

2m :

〈χ | p̂
2

2m
|ψ 〉 =

∫
dxχ∗(x)

−~2

2m
d2ψ(x)

dx2
=
∫

dp χ̃∗(p)
p2

2m
ψ̃(p) (3.35)

- Exercice 3.15 (∗) : Calculer 〈ψ |Hcin|ψ 〉 pour la fonction d’onde gaussienne ψ(x) = N exp− x2

2a2

(déterminer d’abord la constante de normalisation N ).

Relation de commutation canonique (entre les opérateurs x̂ et p̂).– Les opérateurs x̂
et p̂ satisfont :

[x̂, p̂] = i~ (3.36)

Tout couple d’opérateurs “canoniquement conjugués” 9 vérifie une relation analogue.

Démonstration : Cette relation doit être vérifiée pour toutes les représentations des opérateurs.
Nous avons défini plus haut leur action sur les fonctions d’onde. Faisons agir le commutateur
sur une fonction d’onde quelconque :

([x̂, p̂]ψ) (x) = 〈x |[x̂, p̂]|ψ 〉 ≡ ([x̂, p̂]ψ)(x) = −x i~
d

dx
ψ(x) + i~

d
dx

(xψ(x)) (3.37)

= −i~x
dψ(x)

dx
+ i~ψ(x) + i~x

dψ(x)
dx

= i~ψ(x) (3.38)

Cette relation est vraie ∀ ψ(x), ce qui permet d’en déduire l’égalité entre opérateurs. Qed.

- Exercice 3.16 (∗) : Démontrer la relation de commutation canonique (3.36) en utili-
sant les représentations des opérateurs dans l’espace des fonctions d’onde en impulsion ψ̃(p)
(représentations obtenues dans l’exercice 3.4).

7Par commodité, nous avons introduit deux notations, F et fF , pour désigner la même chose : l’espace des
fonctions L2(R).

8L’expression de l’opérateur A en fonction de x et p est donnée par le principe de correspondance.
9 La définition des variables canoniquement conjuguées vient de la mécanique analytique. Si un système

dynamique est décrit par son lagrangien L(q, q̇), le moment conjugué de q est défini comme p
def
= ∂L/∂q̇. La

fonction hamiltonienne est H(p, q) = pq̇ − L.
Une autre construction de la théorie quantique aurait pour point de départ d’imposer la relation de commutation
[q, p] = i~ entre variables canoniquement conjuguées (alors que nous l’avons ici déduite dans le cadre de la
description ondulatoire de Schrödinger et des considérations sur les fonctions d’onde et leurs transformées de
Fourier).

58



Formalisme de Dirac – Postulats (1) 3.3 Formalisme de Dirac

Limite classique.– En mécanique quantique, les quantités physiques “position” et “impul-
sion” sont représentées par des objets non commutant. Toutefois lorsque nous faisons10 ~ → 0
nous retrouvons des objets commutants, comme en physique classique. Cette limite correspond
à la limite classique.

Par exemple, si nous considérons l’exemple du puits infini de largeur a, nous avons vu que
l’impulsion est quantifiée pn = n~π/a ainsi que l’énergie En = p2

n
2m , n ∈ N∗. Si nous prenons

la limite classique ~ → 0, nous devons simultanément faire tendre le nombre quantique n vers
l’infini pour garder pn fini, et nous perdons la quantification.

- Exercice 3.17 : Inégalité de Heisenberg (2.29).– Soit |ψ 〉 un état quantique quelconque.
Pour simplifier, on suppose que11 〈x̂〉ψ = 0 et 〈p̂〉ψ = 0. On définit le polynôme P (λ) = ||(x̂ +
iλ~ p̂)|ψ 〉||2. Exprimer P (λ) en fonction de 〈x̂2〉ψ et 〈p̂2〉ψ. En déduire (2.29).

3.3.3 Produits tensoriels

Considérons deux systèmes quantiques dont les espaces de Hilbert sont notés H1 et H2. L’état
des deux systèmes est défini par la donnée de deux vecteurs d’état : celui du système 1, |φ 〉1 ∈
H1, ainsi que celui du système 2, |χ 〉2 ∈ H2. On construit un vecteur produit tensoriel, noté
|ψ 〉 = |φ 〉1⊗|χ 〉2, décrivant l’état du système complet. L’espace des vecteurs spécifiant l’état des
deux systèmes est l’espace produit tensoriel, que nous notons H = H1⊗H2. Nous avons introduit
la notion de vecteur produit tensoriel en considérant des vecteurs du type |ψ 〉 = |φ 〉1 ⊗ |χ 〉2,
cependant il est clair que tous les vecteurs de H n’ont pas cette forme factorisée. En effet on
peut toujours considérer des combinaisons linéaires de tels vecteurs :

|ψ 〉 = α |φ 〉1 ⊗ |χ 〉2 + β |φ′ 〉1 ⊗ |χ′ 〉2 (3.39)

Produit scalaire.– Soit |ψ 〉 = |φ 〉1 ⊗ |χ 〉2 et |ψ′ 〉 = |φ′ 〉1 ⊗ |χ′ 〉2, alors

〈ψ |ψ′ 〉 = (1〈φ | ⊗ 2〈χ |)(|φ′ 〉1 ⊗ |χ′ 〉2) = 〈φ |φ′ 〉 〈χ |χ′ 〉 (3.40)

Opérateurs.– Soient A1 un opérateur agissant dans H1 et A2 agissant dans H2. Nous notons
1I1,2 l’opérateur identité dans H1,2. À partir de A1 et A2 nous pouvons construire des opérateurs
agissant dans H tels que :

A1 ⊗ 1I2 , 1I1 ⊗A2 (3.41)
A = A1 ⊗ 1I2 + 1I1 ⊗A2 ou B = A1 ⊗A2 etc (3.42)

Dans la pratique on omettra les opérateurs identités.
Bien sûr on a (A1 ⊗A2)(|φ 〉1 ⊗ |χ 〉2) = (A1|φ 〉1)⊗ (A2|χ 〉2).

Application 1 : État quantique d’une particule dans l’espace tridimensionnel.– H~r = Hx⊗Hy⊗
Hz. Par exemple, l’état décrivant la particule en ~r est |~r 〉 = |x 〉 ⊗ |y 〉 ⊗ |z 〉 (cf. section 7.3).

Application 2 : État à plusieurs particules.– Soit H1 l’espace de Hilbert pour la particule 1 et
H2 l’espace des états de la particule 2. Les états à deux particules sont des produits tensoriels
|particule 1 : φ 〉 ⊗ |particule 2 : χ 〉 ou des combinaisons linéaires de tels états

10Parler de limite ~→ 0 est un raccourci commode. Bien entendu ~ est fixé dans la nature et se sont les échelles
physiques du problème considéré qui seront très grandes devant le quantum d’action.

11 ∀ |ψ 〉, on peut toujours choisir l’origine des coordonnées de telle sorte que 〈p̂〉ψ = 0 (i.e. faire agir une
translation d’espace permettant de réaliser cette condition). De même, il existe toujours une transformation de
Galilée permettant de se ramener à une situation telle que 〈p̂〉ψ = 0.
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Application 3 : degrés de liberté internes.– Certaines particules possèdent des degrés de liberté
internes, comme le spin (cf. chapitre 8). L’état de la particule dans l’espace physique est décrit
par un vecteur |ψ 〉 de H~r et l’état dans l’espace interne par un autre vecteur |χ 〉 de Hspin.
L’espace des états est H~r ⊗Hspin.

, Les idées importantes :

• savoir jouer avec les notations de Dirac.

• Très important : interprétation physique du produit scalaire 〈φ |ψ 〉.

• Hermiticité des opérateurs représentant des observables physiques.

• L’action des opérateurs x̂ et p̂ sur les fonctions d’onde.

• La relation de commutation canonique [x̂, p̂] = i~ (dont découle l’inégalité de Heisenberg
∆xψ∆pψ > ~

2 ).

• Les calculs de commutateurs !

60



Formalisme de Dirac – Postulats (1) 3.3 Formalisme de Dirac

Annexe : Rappels d’algèbre linéaire

Trois exercices pour rappeler quelques propriétés utiles pour la suite. Considérons l’espace
vectoriel CN muni du produit scalaire 〈X,Y 〉 def= X†Y où X et Y sont deux vecteurs co-
lonnes. Si nous introduisons les composantes de ces vecteurs XT = (x1, · · · , xN ), nous avons
〈X,Y 〉 =

∑N
n=1 x

∗
nyn.

- Exercice 3.18 : Soit S une matrice réelle symétrique, S = ST, agissant dans CN . Montrer
que ses valeurs propres sont réelles et que ses vecteurs propres peuvent être choisis réels. En
déduire que toute matrice réelle symétrique est diagonalisée à l’aide d’une matrice orthogonale
O (i.e. telle que O−1 = OT) : S = ODOT où D = diag(λ1, · · · , λN ) est la matrice diagonale
regroupant les valeurs propres réelles.

- Exercice 3.19 : (important) Soit H une matrice hermitique, H = H†, agissant dans
CN . Montrer que ses valeurs propres sont réelles. Montrer qu’il existe une base orthonormée
de vecteurs (à coefficients complexes en général) permettant de diagonaliser H (cette base est
unique si les valeurs propres sont non dégénérées) : autrement dit H est diagonalisable à l’aide
d’une matrice unitaire H = UDU† où D = diag(λ1, · · · , λN ) avec λn ∈ R.

N.B. : L’exercice est corrigé à la fin du chapitre.

- Exercice 3.20 : Soit U une matrice unitaire, agissant dans CN . Montrer qu’il existe
une autre matrice unitaire V permettant de diagonaliser la matrice : U = VDV† où D =
diag(eiθ1 , · · · , eiθN ) avec θn ∈ R. En déduire qu’il existe une matrice hermitique Θ telle que
U = eiΘ.
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Exercices

- Exercice 3.21 (∗) : Inégalité de Heisenberg généralisée.– Considérons trois opérateurs her-
mitiques A, B et C satisfaisant la relation [A,B] = iC. En s’inspirant de la démonstration de
l’exercice précédent, démontrer la relation de Heisenberg généralisée

∆Aψ∆Bψ >
1
2

√
|〈C〉ψ| . (3.43)
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Chapitre 4

La mesure – Postulats (2)

Avant d’énoncer et discuter les postulats de mesure évoqués brièvement dans l’introduction,
revenons sur l’analyse de quelques expériences et tâchons de dégager quelques idées.

Monde Classique

Appareil de
mesure

Expérimentateur

Monde quantique

Figure 4.1 – L’appareil de mesure fait l’interface entre le monde microscopique et le monde
macroscopique.

4.1 Retour sur quelques expériences

Lorsqu’un système microscopique (un atome par exemple) est sondé à l’aide d’un appareil de
mesure, ce dernier joue le rôle d’interface entre le monde microscopique (l’atome) et l’expérimen-
tateur (le monde macroscopique). L’appareil de mesure est en quelque sorte un amplificateur
pour le signal envoyé par le système microscopique (par exemple un photon émis par l’atome, qui
peut être détecté à l’aide d’un photomultiplicateur). Ces remarques suggèrent que le processus
de mesure affecte violemment l’état quantique du système : sonder le système microscopique se
fait toujours à travers des échanges d’énergie ou d’impulsion au moins de l’ordre des échelles
(microscopiques) caractéristiques du système. L’action exercée sur le système quantique lors de
la mesure n’est donc jamais une petite perturbation.

Expérience des franges d’Young.– Repensons par exemple à l’expérience des franges d’Young
(encore une fois, rappelons qu’elle peut être réalisée avec des photons, des électrons, ou même
des atomes, cf. figure 1.8, page 23)1.

1O. Carnal & J. Mlynek, Young’s double-slit experiment with atoms : a simple atom interferometer, Phys. Rev.
Lett. 66, p. 2689 (1991).
Fujio Shimizu, Kazuko Shimizu & Hiroshi Takuma, Double-slit interference with ultracold metastable neon atoms,
Phys. Rev. A 46, p. R17 (1992).
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z

gaz atomique
ultrafroid

détection

Figure 4.2 – Principe de l’expérience d’interférences avec des atomes de Shimizu et al,
Phys. Rev. A (1992) : on laisse tomber les atomes d’un gaz ultrafroid à travers un réseau. On
voit apprâıtre la figure d’interférence sur un écran plus bas. Chaque tache représente l’impact
d’un atome.

→ Si le flux de particules est très faible, nous observons sur l’écran un impact correspondant
à l’arrivée de chaque particule. Après un temps suffisamment long, les impacts se distribuent
essentiellement là où la probabilité de trouver la particule est la plus importante (la position des
maxima de |ψ(~r)|2), ce qui fait apparâıtre la figure d’interférences (figure 4.2). Avant la mesure,
l’état quantique de la particule est décrit par la fonction d’onde délocalisée spatialement. Après
observation d’un impact sur l’écran, la particule est localisée par le processus de mesure en
un point de l’écran (pour être précis, une tache dont la dimension dépend de la sensibilité du
détecteur). L’observation de la position de la particule se traduit par une projection de la fonction
d’onde délocalisée sur un état localisé, qui est détecté par l’appareil de mesure. On parle de
projection (ou réduction) du paquet d’onde. La nature de l’état final (l’état localisé spatialement)
dépend de l’appareil de mesure : pour reprendre notre exemple, l’observation d’un impact sur
l’écran fournit une mesure de la position. L’état final est un état localisé spatialement2, du type
|~r 〉, i.e. un état propre de l’opérateur position.
→ Si au lieu d’observer chaque impact nous attendons longtemps afin de voir la figure d’in-
terférences se construire, nous observons sur l’écran des modulations d’intensité (figure 1.8),
i.e. une fonction délocalisée spatialement mais dont l’interfrange nous renseigne sur l’impul-
sion (p = h/λ). Cette procédure fournit une mesure de l’impulsion. Nous avons alors perdu
l’information sur la localisation de la particule (dans ce régime adapté à la mesure de l’impul-
sion, nous détectons toutes les positions du grand nombre d’atomes détectés).

Expériences de spectroscopie.– Considérons à nouveau les expériences de spectroscopie
atomique : nous avions invoqué l’existence de raies spectrales dans les spectres d’émission ou
d’absorption comme une preuve de la quantification de l’énergie de l’atome (l’énergie de liaison
des électrons au noyau). Cette observation de la quantification nous donne une information sur
le processus de mesure lui même.

Imaginons un atome préparé dans un état excité |φi 〉 d’énergie Ei. En général plusieurs tran-
sitions sont permises vers des états de plus basse énergie |φi 〉 → |φf 〉, par émission spontanée
d’un photon de fréquence ω = (Ei−Ef )/~. Le spectre d’émission du gaz atomique présente des
raies à des fréquences ω1 = (Ei−Ef1)/~, ω2 = (Ei−Ef2)/~, · · · Les intensités des raies diffèrent

A. Cronin, J. Schmiedmayer & D. E. Pritchard, Optics and interferometry with atoms and molecules, Rev. Mod.
Phys. 81, p. 1051 (2009).

2J’insiste : l’état final n’est pas strictement localisé. La localisation spatiale est limitée par la résolution de la
détection.

64



La mesure – Postulats (2) 4.2 Les postulats de mesure

en général, ce qui reflète des transitions avec différentes probabilités. Si nous sommes capables
d’isoler un unique atome et d’observer la fréquence de la lumière émise (l’énergie du photon),
nous obtiendrions un des résultats parmi {Ef1, Ef2, · · · }, i.e. l’appareil de mesure de l’énergie
de l’atome nous fournit une des valeurs propres de l’énergie.

Nous pouvons tirer différentes conclusions de ces observations, que nous formalisons dans les
“postulats de mesure”.

4.2 Les postulats de mesure

Observables.– Rappelons le troisième postulat : les observables (quantités physiques) sont
représentées par des opérateurs (des matrices3) hermitiques agissant dans l’espace de Hilbert.
Considérons une observable représentée par un opérateur A. Ce dernier est caractérisé par ses
valeurs propres notées an, et ses vecteurs propres notés |ϕn 〉 et formant une base orthonormée.

Postulat de mesure (1) : résultats possibles lors d’une mesure.– Une mesure de A ne
peut avoir pour résultat qu’une des valeurs propres de A :

Une mesure de A Une des valeurs propres an (4.1)

Postulat de mesure (2) : probabilité du résultat d’une mesure.– Si le système est
initialement dans un état |ψ 〉, la probabilité pour que le résultat de la mesure de A donne la
valeur propre an, supposée non dégénérée, est :

Proba[mesure de A an] = |〈ϕn|ψ〉|2 (4.2)

i.e. la probabilité de se projeter sur l’état |ϕn 〉 associé à la valeur propre an.

Postulat de mesure (3) : réduction du paquet d’onde.– Si le résultat de mesure est an,
l’état quantique après la mesure est

|ψfinal 〉 = |ϕn 〉 (4.3)

On parle de “réduction du paquet d’onde” puisque le processus de mesure ampute la fonction
d’onde d’une partie de ses composantes

|ψ 〉 = · · ·+ ψn|ϕn 〉+ · · · −→ mesure de A donne an −→ |ψfinal 〉 = |ϕn 〉.

Généralisation au cas d’une valeur propre dégénérée.– Les règles (2,3) s’étendent faci-
lement au cas où la valeur propre est dégénérée dn > 1 fois. Notons |ϕn,j 〉, avec j = 1, · · · , dn,
les vecteurs propres formant une base du sous espace propre E (an). Alors Proba[A  an] =∑

j |〈ϕn,j |ψ〉|2. L’état après la mesure est obtenu en projetant |ψ 〉 dans le sous-espace propre E (an) :

|ψfinal 〉 = N




dn∑

j=1

|ϕn,j 〉〈ϕn,j |


 |ψ 〉 (4.4)

3Les notions de matrice et d’opérateur ne sont pas exactement équivalentes : stricto sensu, une matrice est un
tableau de nombres qui représente l’opérateur dans une certaine base.
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oùN assure la normalisation 〈ψfinal |ψfinal 〉 = 1. Nous pouvons rendre plus compacts ces résultats
en introduisant le projecteur

Πn
def=

dn∑

j=1

|ϕn,j 〉〈ϕn,j | (4.5)

dans le sous-espace propre E (an). On a alors

Proba[A an] = 〈ψ |Πn|ψ 〉 et |ψfinal 〉 =
1√

〈ψ |Πn|ψ 〉
Πn|ψ 〉 (4.6)

Le paragraphe 4.1 nous permet de comprendre mieux la motivation physique ayant conduit
à décrire les observables par des opérateurs. La quantification de certaines quantités physiques
suggère de les décrire par des matrices (ou plutôt des opérateurs) caractérisées par leur spectre
de valeurs propres et de vecteurs propres. Les valeurs propres de ces matrices doivent être réelles
(réultats potentiels de mesure) et leurs vecteurs propres orthogonaux afin de n’affecter à chaque
valeur propre un unique vecteur (i.e. état quantique). Les matrices satisfaisant ces propriétés
sont des matrices hermitiques.

Nous discuterons à la fin du chapitre 8 une autre situation concrète où le processus de mesure
est réalisé (expérience de Stern & Gerlach, § page 135).

4.3 Valeur moyenne d’une observable

Si on réalise une unique mesure de l’observable A, on obtiendra aléatoirement une des
valeurs propres. Une question est de savoir quel résultat on obtiendra en moyenne, si on réalise
un très grand nombre de mesures, toujours à partir du même état |ψ 〉 :

〈A〉|ψ 〉 =
∑

n

Proba[mesure de A an]× an =
∑

n

|〈ϕn|ψ〉|2 an =
∑

n

〈ψ|ϕn〉 an 〈ϕn|ψ〉 (4.7)

En utilisant une relation de fermeture (i.e la représentation spectrale de A, cf. exercice 3.12) on
voit que cette somme s’identifie à :

〈A〉|ψ 〉 = 〈ψ |A|ψ 〉 (4.8)

Conclusion : le calcul de la valeur moyenne quantique ne nécessite pas la connaissance des
valeurs propres et vecteurs propres, comme le laisse penser l’équation (4.7), mais simplement
d’être capable de faire agir l’opérateur A sur le vecteur |ψ 〉.

4.4 Ensemble complet d’observables qui commutent (ECOC)

Observables qui commutent.– Soient deux observables A et B représentées par deux opéra-
teurs A et B commutant : [A,B] = 0. Dans ce cas il existe une base de vecteurs propres commune
aux deux opérateurs.

- Exercice 4.1 : Démontrer cette dernière proposition.

ECOC.– Une manière de déterminer l’état du système peut consister à mesurer une observable
A. Si on obtient une des valeurs propres an avec probabilité 1, cela signifie que le système était
dans l’état |ϕn 〉 avant la mesure. Cependant si la valeur propre est dégénérée, obtenir cette
valeur propre ne permet pas de savoir avec certitude quel était l’état du système : on sait
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seulement qu’il appartient au sous espace propre E (an) de A associé à la valeur propre an. C’est
uniquement en réalisant la mesure d’une deuxième obervable B, commutant avec A, et dont les
valeurs propres ne sont pas dégénérées dans E (an) qu’on peut spécifier sans ambigüıté l’état du
système.

Bien entendu il est possible que davantage que 2 observables soient nécessaires pour lever
toutes les ambigüıtés liées aux dégénérescences. C’est le rôle d’un ECOC.

Exemple : Soit un espace de Hilbert de dimension 3 dont une base est {|u1 〉, |u2 〉, |u3 〉}.
Considérons les deux opérateurs A et B représentés par les matrices :

A =




a1

a2

a2


 et B =




b1
b1

b3


 (4.9)

Si on mesure seulement A : un résultat a1 avec probabilité 1 nous indique que le système était
dans l’état |u1 〉. Cependant un résultat a2 avec probabilité 1 nous indique seulement que l’état
est une combinaison linéaire α|u2 〉 + β|u3 〉 (sans donner d’information sur α/β). A ne forme
pas un ECOC à lui tout seul.

En revanche {A,B} est un ECOC comme nous l’illustrons par le tableau :

mesure de A mesure de B État
a1 b1 → |u1 〉
a2 b1 → |u2 〉
a2 b3 → |u3 〉

à chaque couple de résultats de mesures de A et B est associé un unique vecteur.

Nous pouvons également donner une définition plus formelle d’un ECOC : un ensemble
d’observables qui commutent admet une base commune de vecteurs propres. L’ensemble est
complet si la base est unique.

Mesure & Passage du quantique au classique.– Nous avons ici décrit le processus de
mesure à travers quelques règles qui peuvent sembler ad hoc, cependant il faut noter que la
description précise du processus de mesure lui même, ce qui requiert une compréhension du
passage du quantique (le système) au classique (l’appareil de mesure), est une question encore
débattue aujourd’hui.

, Les idées importantes :

• Connâıtre les postulats et savoir jouer avec.

• La notion d’ECOC.
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Exercices

- Exercice 4.2 : Polarisation de la lumière.– Une onde plane lumineuse de vecteur
d’onde ~k possède un degré de liberté associé à sa polarisation ~ε (le champ électromagnétique est
un vecteur). La nullité de la masse du photon (ou l’invariance de jauge) conduit à deux états de
polarisation possibles. Par exemple, si ~k est dirigé suivant l’axe Oz, le photon peut se trouver soit
dans l’état de polarisation linéaire suivant Ox, noté |x 〉, soit dans l’état de polarisation linéaire
suivant Oy, noté |y 〉. Ces deux vecteurs d’état forment une base orhtonormée {|x 〉, |y 〉} de
l’espace de Hilbert des états de polarisation.

Un filtre polariseur d’angle θ ne laisse passer que l’état de polarisation |θ 〉 = cos θ |x 〉 +
sin θ |y 〉.
1/ On envoie de la lumière polarisée circulairement |G 〉 = 1√

2
(|x 〉+i |y 〉) sur un filtre polariseur

d’angle θ. Quelles sont l’amplitude de probabilité et la probabilité pour que le photon passe ?

2/ Le photon dans l’état |G 〉 est envoyé sur le dispositif de la figure 4.3 (un polariseur |x 〉, puis
un polariseur |y 〉). Donner l’amplitude de probabilité pour que le photon soit détecté après les
deux filtres.

=0θ = /2πθ

xy

z

Figure 4.3 – Deux filtres polariseurs dans des directions orthogonales.

3/ On introduit un troisième polariseur |θ 〉 entre les deux polariseurs de la question précédente
(figure 4.4). Donner l’amplitude de probabilité et la probabilité pour que le photon soit détecté
après les trois filtres.

=0θ = /2πθ

xy

z

θ

Figure 4.4 – Trois filtres polariseurs.
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Chapitre 5

Évolution temporelle – Postulats (3)

Équation de Schrödinger dans les notations de Dirac.– Nous venons de voir que le
processus de mesure affecte l’état du système de façon non déterministe : c’est la réduction du
paquet d’onde. Toutefois, si aucune mesure n’est réalisée sur le système, son état quantique évolue
au cours du temps. Cette évolution, parfaitement déterministe, est gouvernée par l’équation de
Schrödinger (1.16). Dans le membre de droite de cette dernière, nous reconnaissons l’opérateur
hamiltonien, représentant l’énergie, H = ~p 2

2m + V (~r) −→ − ~2

2m∆ + V (~r). Nous pouvons donc
écrire l’équation de Schrödinger comme :

i~
d
dt
|ψ(t) 〉 = H |ψ(t) 〉 (5.1)

Cette forme ne spécifie plus rien sur la nature du quanton (sa masse, sa charge, si la particule
est relativiste ou non, ou même si le système est constitué d’une ou plusieurs particules...)
Une remarque générale dépassant le cadre quantique : l’énergie joue un rôle dans l’évolution
temporelle (elle en est le générateur), ce qui est lié au fait qu’il s’agit de la quantité conservée
lorsqu’il y a invariance par translation temporelle.

5.1 Résolution de l’équation de Schrödinger stationnaire

Nous rappelons la stratégie, déjà évoquée au chapitre 2, pour résoudre l’équation (5.1) pour un
potentiel indépendant du temps (le traitement des problèmes dépendant du temps sera abordé au
chapitre 14). La résolution de ce type d’équations a sûrement été discutée dans un cours d’algèbre
linéaire ; il s’agit en effet de résoudre une équation du type d

dtvecteur(t) = matrice× vecteur(t).
Dans une base quelconque, l’équation (5.1) a la forme d’un ensemble d’équations différentielles
linéaires du premier ordre couplées (éventuellement en nombre infini). Afin de découpler ces
équations on procède à un changement de base. C’est ce que nous décrivons.

1. Caractériser la base d’états propres de H (les états stationnaires). Nous notons {|ϕn 〉}
cette base et En les valeurs propres correspondantes (i.e. H|ϕn 〉 = En|ϕn 〉).

2. Décomposer le vecteur d’état dans cette base : |ψ(t) 〉 =
∑

n cn(t) |ϕn 〉. On obtient alors
des équations différentielles du premier ordre découplées pour les composantes, i~ċn(t) =
Encn(t), élémentaires à résoudre.

3. Finalement :
|ψ(t) 〉 =

∑

n

cn(0) e−iEnt/~ |ϕn 〉 (5.2)

4. Les coefficients cn(0) sont déterminés à l’aide des conditions initiales : cn(0) = 〈ϕn|ψ(0) 〉.
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Opérateur d’évolution temporelle : L’évolution temporelle peut être prise en compte par
l’intermédiaire d’un opérateur d’évolution (ou de translation temporelle)

|ψ(t) 〉 = U(t) |ψ(0) 〉 (5.3)

Si H est indépendant du temps, la solution de l’équation (5.1) fait intervenir

U(t) = e−iHt/~ (5.4)

Nous pouvons faire le lien avec ce que nous venions de voir en utilisant la représentation spectrale
de l’opérateur d’évolution1 e−

i
~Ht =

∑
n e−

i
~Ent|ϕn 〉〈ϕn |, qui nous donne immédiatement (5.2).

Cas général Plus généralement, si H(t) dépend du temps, l’opérateur d’évolution temporelle
est obtenu en résolvant l’équation différentielle (pour des opérateurs)

i~
d
dt
U(t) = H(t)U(t) (5.5)

pour la condition initiale U(0) = 1.

Nous illustrons maintenant la mise en œuvre de la méthode de résolution de l’équation de
Schrödinger sur deux exemples (d’autres exemples sont bien entendu donnés dans les problèmes
en annexe).

5.2 Illustration 1 : Le problème libre

Considérons une particule libre non relativiste de masse m, dont la dynamique est décrite par
l’hamiltonien Ĥ = p̂2

2m . Première question : les états propres de l’Hamiltonien sont les ondes
planes |p 〉, états propres de l’opérateur d’impulsion : p̂2

2m |p 〉 = p2

2m |p 〉 (attention : ici p̂ désigne
l’opérateur et p la valeur propre). Décomposons la fonction d’onde à t = 0 dans la base des états
propres :

|ψ(0) 〉 =
∫ +∞

−∞
dp |p 〉〈p |ψ(0) 〉 =

∫ +∞

−∞
dp ψ̃(p, 0) |p 〉 (5.6)

où nous avons introduit la fonction d’onde dans l’espace des impulsions ψ̃(p, t) def= 〈p |ψ(p) 〉.
Nous déduisons immédiatement :

|ψ(t) 〉 = e−
i
~ Ĥt|ψ(0) 〉 = e−i p̂

2

2m~ t

∫
dp ψ̃(p, 0) |p 〉 =

∫
dp ψ̃(p, 0) e−i p

2

2m~ t |p 〉 (5.7)

autrement dit ψ̃(p, t) = ψ̃(p, 0) e−i p
2

2m~ t = ψ̃(p, 0) e−
i
~Ept avec Ep = p2

2m .

5.3 Illustration 2 : Système à deux niveaux

Nous montrons sur un exemple concret comment appliquer la démarche décrite ci-dessus. On
considère un système physique dont l’espace de Hilbert est de dimension 2. Une base est notée
{|u1 〉, |u2 〉}. C’est la situation la plus simple à laquelle on peut penser.

Un exemple d’une telle situation est l’étude de l’état de spin d’une particule de spin 1/2 (le
spin est un moment cinétique intrinsèque, cf. le chapitre 8) : dim Hspin 1/2 = 2.

Il arrive parfois que, parce que l’on ne s’intéresse à la dynamique d’un système que dans
un petit domaine d’énergie, une bonne approximation soit de ne considérer que deux états
quantiques. C’est le cas de l’étude de la molécule NH3 proposée dans le problème de l’annexe 5.5,
page 79.

1On utilise le résultat de l’exercice 3.13.

70
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5.3.1 Le spectre de l’hamiltonien

La première étape consiste à étudier en détail le spectre de l’hamiltonien. Dans le cas présent,
celui-ci peut être représenté par une matrice 2× 2 :

H =
(
H11 H12

H21 H22

)
(5.8)

oùH12 = H∗21. La matrice est paramétrée par 4 paramètres réels indépendants. Nous introduisons
maintenant une nouvelle paramétrisation de H qui se révèlera très commode pour le diagonaliser.

E0
def=

H11 +H22

2
(5.9)

∆ def=

√
1
4

(H11 −H22)2 + |H12|2 (5.10)

eiθ def=
1
∆

(
H11 −H22

2
+ i|H12|

)
i.e. tan θ =

2|H12|
H11 −H22

(5.11)

e−iϕ def=
H12

|H12|
(5.12)

L’hamiltonien prend alors la forme :

H = E01I + ∆
(

cos θ e−iϕ sin θ
eiϕ sin θ − cos θ

)
= E01I + ∆ ·M (5.13)

Nous voyons aisément que la matrice M a pour valeurs propres ±1. Les valeurs propres de H
sont donc :

E± = E0 ±∆ (5.14)

Discutons le sens physique des différents paramètres :

• E0 correspond à la valeur moyenne des deux énergies propres. Une translation des énergies
pourrait ramener E0 à 0 sans changer la physique.

• 2∆ est la séparation entre les deux niveaux d’énergie.

• Le paramètre θ permet d’ajuster le couplage entre les états |u1 〉 et |u2 〉 : θ = 0 correspond
à l’absence de couplage (|u1 〉 et |u2 〉 sont états propres de H), θ = π/2 correspond au
couplage maximal (quand la différence d’énergie est nulle H11 −H22 = 0).

• Enfin ϕ est une phase dont le sens physique est moins clair. Notons simplement qu’elle est
sensible à la symétrie par renversement du temps (ϕ ↔ −ϕ). Un hamiltonien symétrique
sous le renversement temporel (en l’absence de champ magnétique) satisfait H = HT ;
dans ce cas on a donc ϕ = 0 ou π.

Grâce à notre paramétrisation astucieuse on obtient facilement les vecteurs propres corres-
pondants :

|v+ 〉 = cos(θ/2) |u1 〉+ eiϕ sin(θ/2) |u2 〉 (5.15)
|v− 〉 = − sin(θ/2) |u1 〉+ eiϕ cos(θ/2) |u2 〉 (5.16)

On vérifie qu’ils sont bien orthogonaux et normés.

- Exercice 5.1 : Étudier les valeurs propres et les vecteurs propres de H dans les cas limites
de faible couplage |H11 −H22| � |H12| et de fort couplage |H11 −H22| � |H12|. Tracer l’allure
du spectre en fonction du couplage |H12|.
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Figure 5.1 – Spectre des valeurs propre de l’énergie du système à deux niveaux en fonction du
couplage.

5.3.2 Évolution temporelle

Supposons que l’état initial du système est |ψ(0) 〉 = |u1 〉. Comment évolue l’état en fonction du
temps ? Nous décomposons |ψ(0) 〉 sur les états propres de H [i.e nous déterminons les coefficients
cn(0)] :

|ψ(0) 〉 = cos(θ/2) |v+ 〉 − sin(θ/2) |v− 〉 (5.17)

En utilisant (5.2), nous en déduisons immédiatement (j’écris ~ = 1 pour alléger) :

|ψ(t) 〉 = cos(θ/2) e−iE+t |v+ 〉 − sin(θ/2) e−iE−t |v− 〉 (5.18)

Nous pouvons également exprimer le vecteur dans la base initiale :

|ψ(t) 〉 = e−iE0t
[
(cos(t∆)− i cos θ sin(t∆)) |u1 〉 − i sin θ eiϕ sin(t∆) |u2 〉

]
(5.19)

La probabilité de transition de l’état |u1 〉 vers l’état |u2 〉 après un temps t est donc (figure)

P|u1 〉→|u2 〉(t) = sin2 θ sin2(t∆/~). (5.20)

Figure 5.2 – Probabilité de transition de l’état |ψ(0) 〉 = |u1 〉 et |u2 〉.

La limite de couplage fort (H11 = H22, donc ∆ = |H12| et θ = π/2) est plus parlante :

|ψ(t) 〉 = e−iE0t
[
cos(t∆) |u1 〉 − i eiϕ sin(t∆) |u2 〉

]
(5.21)
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L’état quantique oscille périodiquement entre l’état |u1 〉 et l’état |u2 〉. En effet la probabilité
de se trouver dans l’état |u1 〉 à l’instant t est :

P1(t) = |〈u1 |ψ(t) 〉|2 = cos2(t∆/~) (5.22)

La pulsation des oscillations est donnée par la force du couplage : 2∆/~ = 2|H12|/~.

Si H11 6= H22 on observe également des oscillations de P1(t) à pulsation 2∆/~, cependant le
contraste est plus faible : la probabilité oscille entre cos2 θ et 1.

La maser à ammoniac.– On peut trouver dans le livre de Feynman [16] une description assez
détaillée d’une application intéressante de l’étude du système à deux niveaux : le maser2 à
ammoniac. La molécule NH3 peut être modélisée par une problème à deux états dans le domaine
de basse énergie (avec H11 = H22 pour des raisons de symétrie). Les deux états propres sont
séparés de 2∆ = hν = h × 24 kHz. Le principe du maser consiste à isoler les molécules dans
l’état |v+ 〉 avant de les faire traverser une cavité résonante dans laquelle elles émettent un photon
de fréquence ν. Cela fournit une source monochromatique cohérente d’ondes électromagnétiques
(l’équivalent d’un laser, mais dans le domaine des ondes centimétriques). Cf. annexe 5.5 page 79.

5.4 Théorème d’Ehrenfest

Selon un des postulats, les observables physiques (position, impulsion, énergie,. . . ) sont repré-
sentées par des opérateurs linéaires agissant dans l’espace de Hilbert H . Hormis pour les cas
des opérateurs de position et d’impulsion, définis par leur action sur les fonctions d’onde, nous
n’avons pas donné de règle concernant la façon de construire les opérateurs. Nous avons évoqué le
principe de correspondance, qui permet par exemple d’exprimer l’énergie (opérateur hamiltonien)
d’un quanton non relativiste de masse m comme : H = p̂2

2m + V (x̂) −→ − ~2

2m
d2

dx2 + V (x). Une
question importante est de savoir comment construire l’opérateur “dérivée par rapport au temps”
d’un autre opérateur. Par exemple, ayant défini l’opérateur ~r (par son action dans l’espace de
Hilbert, sur les fonctions d’onde), quel est l’opérateur représentant la vitesse ?

À cette fin commençons par nous intéresser à l’évolution temporelle de la moyenne d’une ob-
servable A. Le système est dans un état |ψ(t) 〉 solution de (5.1). Calculons la dérivée de 〈A〉ψ(t) :

d
dt
〈ψ(t) |A|ψ(t) 〉 =

d〈ψ(t) |
dt

A|ψ(t) 〉+ 〈ψ(t) |Ad|ψ(t) 〉
dt

=
i
~
〈ψ(t) |[H,A]|ψ(t) 〉 (5.23)

Nous aboutissons donc à la relation d
dt 〈A〉ψ(t) = i

~ 〈[H,A]〉ψ(t). Remarquons qu’on obtient une
relation analogue pour les éléments de matrice non diagonaux, i.e. A entre deux états solutions
de l’équation de Schrödinger : d

dt〈ψ(t) |A|χ(t) 〉 = i
~〈ψ(t) |[H,A]|χ(t) 〉.

Cette relation nous permet de répondre à la question posée ci-dessus en définissant l’opérateur
“dérivée de A par rapport au temps”, que nous notons Ȧ. Puisque nous devons identifier
d
dt 〈A〉ψ(t) ≡ 〈Ȧ〉ψ(t), nous écrivons :

Ȧ
def=

i
~

[H,A] (5.24)

Dans le cas général où l’opérateur possède une dépendance temporelle explicite A → A(t),
la dérivation de la moyenne fait également apparâıtre un troisième terme obtenu par dérivation
de l’opérateur. Nous obtenons le théorème d’Ehrenfest :

d
dt
〈A(t)〉ψ(t) =

i
~
〈[H,A(t)]〉ψ(t) +

〈
∂A(t)
∂t

〉

ψ(t)

(5.25)

2“Maser” est l’acronyme de Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiations.
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5.5 Équations du mouvement de Heisenberg

Nous donnons un autre éclairage à la discussion précédente, et en particulier à la relation (5.24).

Point de vue de Schrödinger

Dans la formulation développée par Schrödinger, l’information sur la dynamique du système
est contenue dans la fonction d’onde, i.e. le vecteur d’état |Ψ(t) 〉, solution de l’équation de
Schrödinger (5.1). L’évolution temporelle des valeurs moyennes d’observables 〈A〉ψ(t) (position,
impulsion,...) est entièrement portée par le vecteur d’état :

Point de vue de Schrödinger :

{
|ψ(t) 〉 = U(t)|Φ 〉
A

(5.26)

où nous avons introduit U(t) l’opérateur d’évolution temporelle3 (si H est indépendant du temps
U(t) = exp− i

~Ht) et avons noté le vecteur à l’instant t = 0 : |ψ(t = 0) 〉 ≡ |Φ 〉.

Point de vue de Heisenberg

Heisenberg, en développant la “mécanique des matrices”, fait jouer un rôle central aux opérateurs
et reporte plus naturellement l’évolution temporelle sur les opérateurs eux-mêmes, l’état quan-
tique restant constant :

Point de vue de Heisenberg :

{ |Φ 〉

AH(t) def= U †(t)AU(t)
(5.27)

Bien évidemment les deux points de vue sont totalement équivalents. Par exemple la moyenne
de l’observable est exprimée comme :

〈A〉ψ(t) = 〈ψ(t) |A|ψ(t) 〉 = 〈Φ |AH(t)|Φ 〉 (5.28)

L’avantage du point de vue de Heisenberg est de rendre la définition d’un opérateur “dérivée
par rapport au temps” plus immédiate, comme pourra s’en convaince le lecteur en faisant les
petits exercices 5.8 et 5.9.

, Les idées importantes :

• Très important : Résoudre l’équation de Schrödinger (5.1).

• Résoudre Schrödinger pour le système à deux niveaux est un bon exercice.

• Théorème d’Ehrenfest.

3Rappelons que U(t) est la solution de l’équation i~ d
dt
U(t) = H U(t) pour la condition initiale U(0) = 1.
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Annexe : Matrice de diffusion (matrice S) d’une lame séparatrice

Dans certaines situations il peut être commode de coder l’effet de l’évolution temporelle dans une
matrice, appelée la matrice de diffusion 4 (scattering matrix)5. Nous illustrons ce concept, que
nous rencontrerons à plusieurs reprises au cours des pages qui suivent, dans une situation concrète
extrêmement simple. Notons que le développement de la théorie de la diffusion requerrait un
cours en soi (cf. les ouvrages [33, 28]).

>u|in,

lame séparatrice

|out, u>

Avant Après

>|in,d

d>|out,

lame séparatrice

Figure 5.3 – Les états | in, u 〉 et | in, d 〉 représentent des paquets d’onde avant diffusion par la
lame. Les états |out, u 〉 et |out, d 〉 des états localisés de la particule après diffusion par la lame.

- Exercice 5.2 (∗∗) : Diffusion par une lame séparatrice – Matrice S.– Pour introduire la notion
de matrice de diffusion nous discutons la diffusion d’une particule6 par une lame séparatrice.
Nous notons |ψin 〉 = ψin

u | in, u 〉 + ψin
d | in, d 〉 l’état à l’entrée de la lame, où | in, u 〉 et | in, d 〉

représentent deux états à l’entrée (deux paquets d’onde localisés juste avant la lame) et |ψout 〉 =
ψout
u |out, u 〉+ψout

d |out, d 〉 l’état à la sortie (|out, u 〉 et |out, d 〉 représentent deux paquets d’onde
après la lame) ; cf. figure 5.3. Tous ces vecteurs de base sont normalisés et orthogonaux entre
eux. Dans ce petit modèle, nous faisons l’hypothèse que l’évolution temporelle (le passage à
travers la lame) relie le sous espace Ein = {| in, u 〉, | in, d 〉} de l’espace de Hilbert au sous espace
Eout = {|out, u 〉, |out, d 〉}. La relation entre l’état |ψin 〉 et l’état |ψout 〉 dépend des propriétés
de la lame. Celles-ci sont codées dans la matrice de diffusion, matrice S, qui relie les amplitudes
entrantes aux amplitudes sortantes :

Ψout = SΨin où Ψin/out =

(
ψ

in/out
u

ψ
in/out
d

)
(5.29)

est le vecteur de C2 regroupant les deux composantes de |ψin/out 〉 ∈ Ein/out.

1/ Montrer que la conservation de la probabilité implique l’unitarité de la matrice de diffusion
SS† = S†S = 1.

4Remarquons l’ambivalence du mot “diffusion” en français qui peut recouvrir la notion de diffusion brownienne
d’une particule, mouvement diffusif, (“diffusion” en anglais) ou de la notion de “collision” (“scattering” en anglais).
Remarquons que la “diffusion” nécessite des “collisions” multiples.

5La matrice S est reliée à l’opérateur d’évolution introduit dans ce chapitre [33].
6Il pourrait s’agir d’un photon par exemple. Notons qu’il est de nos jours facile de réaliser une telle expérience

pour des électrons en utilisant les états de bord dans le régime de l’effet Hall quantique. Nous discuterons plus
tard, page 138, une expérience mettant en jeu un faisceau de neutrons scindé par une telle lame.
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2/ Combien de contraintes l’unitarité de S induit-elle sur les quatre coefficients de la matrice ?
Combien de paramètres réels sont-ils nécessaires pour paramétriser les matrices du groupe U(2)
(les matrices 2× 2 unitaires) ?

3/ Vérifier que la paramétrisation

S = eiθ

(
ieiϕ
√

1− τ e−iχ√τ
eiχ√τ ie−iϕ

√
1− τ

)
(5.30)

où τ ∈ [0, 1], θ, ϕ et χ sont quatre paramètres réels, est satisfaisante. Calculer le déterminant :
detS. Quel est le sens physique des différents paramètres ?
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Exercices

- Exercice 5.3 (∗) : Paquet d’onde gaussien – évolution libre.– Calculer la fonction

d’onde ψ(x, t) pour ψ̃(p, 0) = ( a2

π~2 )1/4 e−
a2

2~2 (p−p0)2

. Vérifier la normalisation de ψ̃(p, 0) et ψ(x, t).
Tracer l’allure de |ψ(x, t)|2 à t = 0 et t > 0. Discuter les inégalités de Heisenberg (2.29) et (2.31)
(on se placera dans la limite p0 � ~/a pour discuter l’inégalité de Heisenberg temporelle).
Remarque : diffusion quantique ?– Il serait tentant d’interpréter l’équation de Schrödin-
ger comme une équation de diffusion classique (la diffusion de particules libres est décrite par
∂
∂tP (x; t) = D ∂2

∂x2P (x; t) où P (x; t) est la densité de probabilité) pour une “constance de diffu-

sion complexe D = i~
2m”. Remarquons toutefois que l’étalement de la densité de probabilité au

cours du temps n’est pas le même dans les deux cas : ∆xclass(t) =
√

2Dt dans le cas classique,
alors que l’étalement est plus rapide dans le cas quantique ∆xquant(t) ∝ ~t

ma , où a est la largeur
initiale du paquet d’onde.

- Exercice 5.4 : Considérons un hamiltonien H = ~p 2

2m + V (~r). Vérifier que l’opérateur ~̇r est

bien ~p
m . Calculer ~̇p.

- Exercice 5.5 (∗) : Nous nous intéressons à l’oscillateur harmonique unidimensionnel H =
p2

2m + 1
2mω

2x2. Calculer les opérateurs ẋ et ṗ. Montrer que les valeurs moyennes 〈x〉ψ(t)
def=

〈ψ(t) |x|ψ(t) 〉 et 〈p〉ψ(t) obéissent aux équations du mouvement classiques. Quelle est l’origine
de ce résultat ? Résoudre ces équations différentielles.

- Exercice 5.6 : Considérons une particule libre non relativiste de masse m. Notons x̂ et
p̂ les opérateurs position et impulsion. Nous introduisons l’opérateur Ĝ(t) = mx̂ − p̂t (le sens
de cet opérateur sera donné dans le prochain chapitre, dans le problème page 94). Soit |ψ(t) 〉
le vecteur d’état solution de l’équation de Schrödinger pour Ĥ = p̂2

2m . Calculer d
dt〈Ĝ(t)〉ψ(t).

Interprétation (cf. problème page 94) ?

- Exercice 5.7 : On considère une particule libre dont la dynamique est décrite par l’Ha-

miltonien H = p2

2m . On note |ψ(t) 〉 le vecteur de l’espace de Hilbert décrivant l’état quantique
de la particule, solution de l’équation de Schrödinger.

a) Soit f(p) une fonction de l’impulsion. Justifier que 〈f(p)〉ψ(t) = 〈f(p)〉ψ(0).

b) Calculer [H,x] et déduire d
dt 〈x〉ψ(t).

c) Montrer que 〈x〉ψ(t) = 1
m 〈p〉ψ(0) t+ 〈x〉ψ(0).

d) Montrer que [H,x2] = − i~
m(xp+ px) et donner d

dt〈x2〉ψ(t).

e) Vérifier que d2

dt2
〈x2〉ψ(t) =

(
i
~
)2〈[H, [H,x2]]〉ψ(t). Calculer le double commutateur est en déduire

que d2

dt2
〈x2〉ψ(t) =cste dont on donnera l’expression.

f) On introduit ∆x2
ψ(t)

def= 〈x2〉ψ(t) − 〈x〉2ψ(t). Montrer que

∆x2
ψ(t) =

1
m2

∆p2
ψ(0) t

2 +
1
m

(
〈xp+ px〉ψ(0) − 2 〈p〉ψ(0) 〈x〉ψ(0)

)
t+ ∆x2

ψ(0) (5.31)

Tracer ∆xψ(t) en fonction de t.

- Exercice 5.8 : Soit A un opérateur (dans la représentation de Schrödinger) ne dépendant
pas explicitement du temps. En dérivant explicitement l’opérateur en représentation de Heisen-
berg par rapport au temps, vérifier que

d
dt
AH(t) =

i
~

[H,AH(t)] (5.32)
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qui est une écriture plus naturelle que (5.24).
Indication : En cas de difficulté, considérer le cas où H est indépendant du temps, i.e. AH(t) def=
eiHt/~Ae−iHt/~.

- Exercice 5.9 : On considère un oscillateur harmonique : Ĥ = 1
2m p̂

2 + 1
2mω

2
0x̂

2. Écrire les

équations du mouvement de Heisenberg : d
dt x̂H(t) = · · · et d

dt p̂H(t) = · · · Commentaire ?

- Exercice 5.10 : Écrire les équations du mouvement de Heisenberg pour une particule non
relativiste de masse m soumise à un potentiel V (x).
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Problème : Molécule d’ammoniac

A. Description du modèle et symétrie

On considère une molécule d’ammoniac (NH3) constituée de 3 atomes d’hydrogène formant un
triangle équilatéral dans un plan ; l’axe perpendiculaire au plan et passant au centre du triangle
porte l’atome d’azote. La molécule peut se trouver dans deux états quantiques possibles, notés
|ψ1 〉 et |ψ2 〉, correspondant aux deux positions symétriques de l’atome d’azote de part et
d’autre du plan des atomes d’hydrogène.

N
H

H
|!1> !2>|

x

H

Figure 5.4 – Structure de la molécule NH3 : L’état quantique |ψ1 〉 correspond à la situation
représentée, lorsque l’atome N est à gauche du plan. L’état |ψ2 〉 correspond au cas où l’atome
N est à droite du plan (position symétrique indiquée en gris).

On supposera que {|ψ1 〉, |ψ2 〉} forment une base orthonormée de l’espace de Hilbert décrivant
l’état quantique de la molécule. Les deux états ne sont pas des états stationnaires car l’atome
d’azote peut passer d’un côté à l’autre par effet tunnel. La forme la plus générale de la matrice
qui représente le Hamiltonien Ĥ0 est donc

H0 =
(

E1 E12

E∗12 E2

)
, (5.33)

où E1, E2 ∈ R et E12 ∈ C. Nous allons voir que la symétrie du problème impose des contraintes
sur ces trois paramètres.

1/ On note R̂ l’opérateur décrivant la réflexion par rapport au plan des atomes H. Donner la
matrice 2× 2, notée R, représentant R̂ dans la base {|ψ1 〉, |ψ2 〉}.

2/ D’après le paragraphe d’introduction, quelle doit être la valeur du commutateur [R̂, Ĥ0] ? En
déduire des conditions sur les paramètres E1, E2 et E12.

B. États propres et évolution temporelle

Dans la base {|ψ1 〉, |ψ2 〉}, le Hamiltonien Ĥ0 est représenté par la matrice

H0 =
(

E0 −∆
−∆ E0

)
(5.34)

où E0, ∆ ∈ R+.

1/ Donner les vecteurs propres, notés |S 〉 et |A 〉, et les valeurs propres, notées ES et EA, du
Hamiltonien Ĥ0 (|S 〉 désigne l’état de plus basse énergie).
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2/ Quelle est l’action de R̂ sur |S 〉 et |A 〉 ? Pouvez-vous justifier le signe de ∆ ?

3/ Initialement la molécule se trouve dans l’état |ψ(t = 0) 〉 = |ψ1 〉. Exprimer |ψ(t) 〉 dans la
base {|S 〉, |A 〉} puis dans la base {|ψ1 〉, |ψ2 〉}.

4/ Quelle est la probabilité P1(t) pour que l’atome d’azote se trouve à gauche du plan à l’ins-
tant t ? Décrire la dynamique du système.

5/ La longueur d’onde du rayonnement émis par un maser à ammoniac est λ = 1, 25cm. Calculer
la fréquence correspondante et en déduire ∆ en eV (on rappelle que h = 6, 64× 10−34 J·s).

C. Molécule dans un champ électrique

La molécule est soumise à un champ électrique dirigé selon l’axe des x : ~E = E~ux. La présence du
champ électrique apporte donc un couplage dipolaire électrique au Hamiltonien : Ŵ = −D̂x E .

Dans cette partie on travaille exclusivement dans la base {|S 〉, |A〉}.
Les représentations matricielles des opérateurs (D̂x, Ĥ0,...) dans cette base sont

notées avec des primes (D′x, H ′0,...).

1/ Exprimer la matrice représentant Ĥ0 dans la base {|S 〉, |A 〉} (on note donc cette matrice
H ′0).

2/ L’opérateur dipolaire D̂x est un opérateur impair, i.e. R̂D̂xR̂ = −D̂x. En déduire qu’il n’a
pas d’éléments diagonaux dans la base {|S 〉, |A 〉}, c’est-à-dire qu’il peut être représenté par la
matrice :

D′x =
(

0 d0

d0 0

)
. (5.35)

En outre on supposera que d0 ∈ R+.

3/ On introduit la notation η = d0E . Montrer que le Hamiltonien total peut se mettre sous la
forme :

H ′ = H ′0 +W ′ = E0

(
1 0
0 1

)
−
√

∆2 + η2

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
. (5.36)

Exprimer cos θ et sin θ en fonction de η et ∆. Que vaut θ si E = 0 ?

4/ Montrer que les vecteurs propres de Ĥ sont

|ψ+ 〉 = cos(θ/2) |S 〉+ sin(θ/2) |A 〉 (5.37)
|ψ− 〉 = − sin(θ/2) |S 〉+ cos(θ/2) |A 〉 (5.38)

et donner les valeurs propres E± correspondantes.

5/ Limite de champ faible η � ∆.– Développer l’expression de E± à l’ordre 2 en E . Quelles
sont les expressions approchées de |ψ± 〉 (à l’ordre 0 en E) ?

6/ Limite de champ fort η � ∆.– Développer l’expression de E± à l’ordre dominant en E .
Donner les expressions approchées de |ψ± 〉. Interpréter physiquement le résultat.
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7/ Sachant que d0 = 4, 8 × 10−30 C·m= 0, 3 e·Å (où e = 1, 6 × 10−19 C), calculer la valeur du
champ électrique Ec correspondant à d0Ec = ∆. Conclusion ?

8/ Moment dipolaire.–
Calculer la valeur moyenne de l’opérateur dipolaire 〈Dx〉ψ±

def= 〈ψ± |D̂x|ψ± 〉, en fonction de θ et
d0, puis en fonction de ∆, η et d0. Vérifier que

〈Dx〉ψ± = − ∂

∂EE± (5.39)

(cas particulier du théorème de Feynman-Hellmann).

D. Jet de molécules NH3

Dans cette partie on s’intéresse également aux degrés de liberté de translation de la molécule.
L’espace de Hilbert est donc de la forme H = Horb ⊗ Hmol où Hmol est l’espace des états
internes de la molécule (dans lequel on s’est placé jusqu’à présent) et Horb l’espace des états
décrivant le mouvement du centre de masse de la molécule. L’état quantique peut être représenté
par un vecteur |φ 〉 = |χ 〉 ⊗ |ψ 〉 où |χ 〉 ∈Horb et |ψ 〉 ∈Hmol. L’Hamiltonien total est donc

Ĥtot =
~̂p 2

2m
+ Ĥ , (5.40)

où ~̂p 2

2m agit dans Horb et Ĥ dans Hmol.

1/ On introduit les deux composantes de la fonction d’onde définies par

φ±(~r, t) def= (〈~r | ⊗ 〈ψ± |)|φ(t) 〉 . (5.41)

Écrire l’équation de Schrödinger pour φ±(~r, t).

2/ On suppose que le champ est suffisamment faible partout pour pouvoir utiliser l’expression
approchée de E± obtenue à la question C.5. Le champ électrique est nul partout sauf dans une
petite région vers laquelle le jet moléculaire est dirigé (on suppose également que le gradient de
champ est suffisamment faible pour que E soit constant à l’échelle de la molécule, ce qui justifie
le traitement de la partie C).

Écrire l’équation de Schrödinger pour φ±(~r, t) en fonction de E(~r). Quel sera le mouvement
classique du centre de masse ? Quel est l’intérêt de cette expérience ?
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Chapitre 6

Symétries et lois de conservation

D’un point de vue très pratique, l’intérêt de l’étude des symétries d’un problème physique
est de faciliter la résolution du problème (introduire les bonnes variables). Plus profondément,
cela signifie que l’existence de symétries est associée à des lois de conservation. Trouver des
constantes du mouvement est une première étape pour résoudre un problème physique. Par
exemple, si nous pensons au problème de champ de force centrale en mécanique newtonienne,
on doit résoudre trois équations différentielles non linéaires du second ordre couplées. C’est
l’existence de constantes du mouvement (l’énergie et le moment cinétique) qui permet de se
ramener à une unique équation différentielle du second ordre nettement plus facile à traiter.

Bien que la question des lois de conservation et des constantes du mouvement est celle qui
va principalement nous intéresser, il faut mentionner le rôle constructif des symétries dans la
physique moderne : les symétries (par exemple l’invariance sous le groupe de Lorentz) imposent
des contraintes assez strictes qui sont exploitées pour la construction des théories.

6.1 Transformations de symétrie

Symétries du système.– Une transformation de symétrie est une transformation qui laisse
un système invariant. Par exemple, si on considère un carré, nous trouvons 8 opérations qui
le laissent invariant : les trois rotations R1 ≡ R−π/4, R2 ≡ Rπ/2 et R3 ≡ R+π/4, les quatre
réflexions S1, S2, Π1 et Π2 par rapport aux axes représentés sur la figure, et bien sûr l’identité I.

S1 !1

!2

S2

Figure 6.1 – Les réflexions par rapport aux quatre axes laissent le carré invariant.

L’ensemble des opérations de symétrie d’un système forme un groupe1. Par exemple, nous don-
nons dans le tableau qui suit la table de multiplication des opérations de symétrie du carré
(appelé le groupe C4v [28] § 93).

1Un groupe G = {g} est un ensemble muni d’une loi de composition interne, i.e. si g1 et g2 ∈ G alors
g1g2 ∈ G. La loi doit être associative : (g1g2)g3 = g1(g2g3). G doit contenir un élément neutre e vis à vis de
la loi de composition (ge = eg = g ∀ g) et tout élément de G doit posséder un inverse (∀ g ∈ G, ∃ g−1 t.q.
gg−1 = g−1g = e).
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g1\g2 I R1 R2 R3 S1 S2 Π1 Π2

I I
R1 R1 R2 Π1 Π2 S2 S1

R2 R2 R3 I
R3 R3 I R1 R2 Π2 Π1 S1 S2

S1 S1 Π2 S2 Π1 I
S2 S2 Π1 S1 Π2 R2 I
Π1 Π1 S1 Π2 S2 R1 R3 I
Π2 Π2 S2 Π1 S1 R3 R1 R2 I

Table 6.1 – Table de multiplication du groupe C4v, groupe de symétrie du carré (tableau des g1g2

avec g1 en ordonnée et g2 en abscisse). g2g1 n’est indiqué que lorsque les deux transformations
ne commutent pas.

- Exercice 6.1 (∗∗) : Retrouver la table de multiplication du groupe de symétrie du carré.
Établir la liste des sous-groupes.

Symétries des lois physiques.– Bien souvent nous sommes davantage intéressés par les
symétries des lois physiques. Dans ce cas nous étudions les transformations qui laissent les
propriétés physiques du système inchangées plutôt que le système lui-même. Par exemple,
considérons la molécule de benzène (C6H6) dont les 6 atomes de carbone sont répartis suivant un
hexagone. Les doubles liaisons peuvent se disposer suivant les deux configurations représentées
sur la figure. On passe d’une configuration à l’autre grâce à l’action d’une réflexion par rapport
à l’axe horizontal (réflexion par rapport à la ligne horizontale en pointillés, notée Π ). Ces deux
états ne sont donc pas invariants sous la réflexion, cependant les lois de la physique étant in-
variantes sous la réflexion (du moins l’interaction électromagnétique), les propriétés physiques
sont rigoureusement les mêmes dans les deux configurations (en particulier les niveaux d’énergie
de la molécule) :
• réflexion S : symétrie de la molécule (i.e. de l’état quantique)
• réflexion Π : symétrie des propriétés physiques de la molécule (i.e. de l’hamiltonien).

S

!

Figure 6.2 – Structure de la molécule de benzène C6H6. On rappelle que le carbone forme 4
liaisons covalentes avec les atomes voisins. Les doubles barres indiquent les doubles liaisons entre
atomes de carbone (les liaisons avec les atomes d’hydrogène ne sont pas représentées).

Symétries discrètes.– Si le nombre d’éléments du groupe est fini, ou un infini dénombrable2,
on parle de symétrie discrète. Les deux exemples que nous avons évoqués entrent dans ce cas de
figure.

Symétries continues.– Si en revanche on considère le groupe de symétrie d’une sphère, celui-ci
est constitué de l’ensemble des rotations pour des angles arbitraires (et des réflexions). C’est

2Comme le groupe de symétrie d’un cristal.
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une situation où les transformations sont indicées par un (des) paramètre(s) réel(s) variant
continûment dans un certain domaine3.

6.2 Symétries en mécanique quantique

Opérateurs associés aux transformations.– Une transformation associe à chaque état quan-
tique |ψ 〉 un nouveau vecteur d’état |ψ′ 〉, ce qui est réalisé à l’aide d’un opérateur4 Û :

|ψ′ 〉 = Û |ψ 〉 (6.1)

Une transformation correspond à un changement de point de vue (un changement de base) :
par exemple une translation ou une rotation. Les propriétés physiques observables sont donc
inchangées5, en particulier les probabilités |〈ϕ′ |ψ′ 〉|2 = |〈ϕ |ψ 〉|2. Cela impose donc que Û†Û = 1
(à une phase près qui pourrait être absorbée dans Û). Une transformation est représentée
par un opérateur unitaire agissant dans l’espace de Hilbert6 (c’est le théorème de Wigner).

État symétrique.– Si le système se trouve dans un état |ψ 〉 tel que la physique soit invariante
sous une certaine transformation Û , alors Û |ψ 〉 ∝ |ψ 〉. Les états propres de l’opérateur sont
donc les états symétriques

état |ψ 〉 symétrique ⇔ Û|ψ 〉 = eiαψ |ψ 〉 (6.2)

L’amplitude de probabilité (la fonction d’onde) est uniquement affectée par une phase, mais la
probabilité (la densité de probabilité) est invariante.

Dans le cas particulier où la phase est nulle, αψ = 0, l’état est invariant sous la transforma-
tion.

Transformation des opérateurs (observables).– Les opérateurs sont également affectés par la
transformation. Un opérateur Â est transformé selon

Â′ = Û Â Û† (6.3)

ce qu’on vérifie en écrivant l’égalité des éléments de matrices : 〈ψ |Â|χ 〉 = 〈ψ′ |Â′|χ′ 〉.
Grandeur physique invariante.– Si une quantité physique est invariante sous une transformation,
A′ = A, l’opérateur la représentant commute avec l’opérateur de transformation

A invariant ⇔ [Â, Û ] = 0 (6.4)

(par exemple la distance est invariante par rotation).

Nous discutons maintenant trois symétries discrètes qui jouent un rôle important en physique.

Parité.– Nous notons Π̂ l’opérateur de parité défini par son action sur le ket |~r 〉 : Π̂|~r 〉 =
| − ~r 〉 (Attention à ne pas confondre Π̂ avec l’opérateur impulsion ! Pour éviter cette confusion,

3Dans le cas du groupe des rotations dans R3, 3 paramètres réels sont nécessaires : un vecteur unitaire ~u
indiquant l’axe de la rotation et un angle θ ∈ [0, π]. Ces paramètres peuvent être regroupés dans un vecteur
~θ

def
= θ~u appartenant à la boule de rayon π. Notons toutefois que l’espace des paramètres a une topologie un peu

particulière puisque deux points opposés sur la sphère doivent être identifiés.
4Pour éviter les confusions entre opérateurs et paramètres des transformations, les opérateurs portent un

chapeau dans cette section.
5Rq : dans ce raisonnement, Û ne correspond pas nécessairement à une symétrie du problème.
6 Rappelons qu’un opérateur unitaire Û satisfait Û Û† = Û†Û = 1. Un opérateur unitaire est diagonalisable à

l’aide d’un autre opérateur unitaire ; ses valeurs propres sont de la forme eiθn . Autrement dit, ∃ un opérateur Θ̂

hermitique t.q. Û = eiΘ̂.
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j’utiliserai parfois la notation Π pour la parité). Ainsi défini, Π̂ s’interprète géométriquement
comme l’inversion ~r → −~r. Il est évident que Π̂2 = 1, d’où nous déduisons que Π̂ possède les
valeurs propres ±1. L’opérateur est bien unitaire.

Opérateurs pairs et impairs.– Un opérateur Â est dit pair s’il commute avec la parité (Π̂ÂΠ̂ = Â)
et impair s’il anticommute (Π̂ÂΠ̂ = −Â).

- Exercice 6.2 (∗) : Montrer que les opérateurs position ~̂r et impulsion ~̂p sont impairs. En

déduire la parité du moment cinétique orbital ~̀̂= ~̂r × ~̂p.
Lois de conservation.– Une conséquence importante de la symétrie du problème sous une
transformation Û , i.e. [Ĥ, Û ] = 0, est la conservation au cours du temps de 〈ψ(t) |Û |ψ(t) 〉 (on
utilise pour cela le théorème d’Ehrenfest que nous avons vu au chapitre précédent).

Par exemple, dans le cas de la parité, [Ĥ, Π̂] = 0 traduit la conservation de la parité. Si l’état
quantique possède initialement une parité bien définie : Π̂|ψ(0) 〉 = ±|ψ(0) 〉 [i.e. sa fonction
d’onde est paire ou impaire ψ(−x, 0) = ±ψ(x, 0)], alors cette propriété est préservée au cours
du temps : Π̂|ψ(t) 〉 = ±|ψ(t) 〉 (i.e. ψ(−x, t) = ±ψ(x, t) ∀ t).

La violation de la parité.– Jusqu’aux années 50, les physiciens admettaient l’invariance des
lois de la physique sous la parité (i.e. la commutation de l’hamiltonien décrivant les interac-
tions fondamentales7 avec l’opérateur de parité). Cependant dans les années 50 des expériences
de désintégration mettant en jeu l’interaction faible montrèrent des asymétries sous la parité. La
violation de la parité par l’interaction faible fut suggérée par Lee & Yang en 1956, puis c’est en
1957 qu’elle fut démontrée expérimentalement par Wu et al.8 Une des manifestations la plus re-
marquable est l’existence d’un seul état d’hélicité9 des neutrinos (hν = −1). Il est intéressant de
noter qu’à l’échelle la plus élémentaire, la nature est capable de distinguer la droite de la
gauche.

Conjugaison de charge.– L’opération de conjugaison de charge, notée C, consiste à transformer
une particule en son antiparticule : Ĉ|particule 〉 = ±|antiparticule 〉. Après avoir réalisé que la
parité pouvait ne pas être conservée par l’interaction faible, les physiciens se sont demandés si
la symétrie CP , combinant parité et conjugaison de charge, était conservée10. Cependant des
expériences mettant en jeu des mésons étranges montrent une légère violation de la symétrie CP .

Renversement du sens du temps.– Une dernière symétrie discrète que nous discutons est
la symétrie de renversement du temps, que nous notons T . Rappelons que classiquement, si nous
considérons une trajectoire ~r(t), le renversement du temps correspond à ~r(t)→ ~r(−t). Par conséquent
l’impulsion est modifiée comme ~p(t)→ −~p(−t).
Quantiquement, si nous considérons un état quantique ψ(~r, t) solution de l’équation de Schrödinger
(1.16), quelle est la fonction d’onde renversée sous le sens du temps ? ψ(~r,−t) n’est pas solution
de (1.16), cependant ψ∗(~r,−t) est bien solution de l’équation de Schrödinger. Nous déduisons donc
que ψrenv(~r, t) ≡ (T̂ψ)(~r, t) = ψ∗(~r,−t). La violation de la symétrie T a été observée par Fitch &
Watson en 1965.

- Exercice 6.3 (∗) : Montrer que ψ̃renv(~p, t) = ψ̃∗(−~p,−t). Interpréter ce résultat.

7Rappelons qu’il existe quatre interactions fondamentales : l’interaction gravitationnelle, l’interaction
électromagnétique, l’interaction forte entre hadrons, responsable de la cohésion des noyaux, et l’interaction faible
qui se manifeste dans certaines désintégrations.

8 Dans une expérience de désintégration d’un noyau de 60Co polarisé. Pour davantage d’informations, on pourra
consulter la discussion donnée dans [44].

9L’hélicité est définie comme la projection du moment cinétique intrinsèque, le spin (chapitre 8), sur l’impulsion.
Dans le cas des photons, les deux états d’hélicité correspondent aux polarisations circulaires droite et gauche.

10Nous entendons par là que si une expérience, par exemple une désintégration, se produit avec une certaine
probabilité, alors l’expérience symétrique sous la transformation se produit avec la même probabilité.
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Théorème CPT .– Contrairement aux symétries P et CP , qui sont des symétries de certaines
des interactions, la symétrie CPT sous la combinaison des trois symétries discrètes est beaucoup
plus fondamentale et trouve son origine dans la théorie quantique (des champs) elle-même. Dans
le langage de l’introduction : les symétries P et CP sont des symétries des modèles d’interaction
(P pour l’électromagnétique par exemple) alors que CPT est une propriété de la métathéorie.
L’observation de la non conservation de la parité au cours des processus d’interaction faible en
1957 a remis en cause la description de ceux-ci et permis d’affiner le modèle11, en revanche une
violation de la symétrie CPT remettrait tout le cadre en cause.

Symétries et dégénérescences.– Soit Ĥ un hamiltonien symétrique sous la transforma-
tion représentée par l’opérateur unitaire Û , i.e. [Ĥ, Û ] = 0. Soit |ψ 〉 un état propre de l’ha-
miltonien, Ĥ|ψ 〉 = E|ψ 〉, non symétrique sous cette transformation (i.e. qui n’est pas état
propre de Û). Alors Û |ψ 〉 est un nouvel état propre de H avec la même valeur propre :
ĤÛ |ψ 〉 = ÛĤ|ψ 〉 = E Û |ψ 〉. Ceci montre que l’existence d’une symétrie dans le problème peut
induire des dégénérescences dans le spectre des énergies (la condition nécessaire et suffisante est
l’existence d’un état propre de Ĥ non symétrique).

Classer les états à l’aide de leurs symétries.– Une conséquence intéressante de cette remarque
est la possibilité de classer les états propres selon leurs propriétés de symétries. Enfonçons le
clou : l’invariance du système sous une transformation de symétrie représentée par un opérateur
unitaire Û se traduit par [Ĥ, Û ] = 0. On peut donc construire une base commune d’états propres
aux deux opérateurs, i.e. il est possible de trouver une base d’états propres de Ĥ qui ne sont
affectés par l’opérateur Û que par une phase (cette remarque trouvera sa meilleure illustration
dans l’étude de l’atome d’hydrogène au chapitre 12).

Application.– Afin de comprendre plus précisément la remarque précédente, considérons le cas
concret du puits de potentiel symétrique : V (x) = 0 pour |x| > a/2 et V (x) = −V0 < 0 pour
|x| < a/2. L´hamiltonien est invariant sous la réflexion Π.
• États liés E < 0.– Nous avons vu que le spectre est quantifié. Il existe un nombre N fini de
solutions12 ϕ0(x), · · · , ϕN (x) aux énergies E0, · · · , EN . Les états sont non dégénérés (propriété
générale d’un potentiel confinant défini sur R), ils sont donc nécessairement également des états
propres de Π. En effet, nous avons montré dans l’exercice 2.20 que les fonctions d´onde sont
alternativement paires et impaires : la fonction d´onde de l´état fondamental ϕ0(x) est paire,
ϕ1(x) est impaire, ϕ2(x) est paire, etc.
• États de diffusion E > 0.– Dans ce cas les états stationnaires sont dégénérés. À E fixée,
l’équation de Schrödinger admet deux solutions linéairement indépendantes. Il est naturel d´in-
troduire un état ϕg(x), correspondant à une onde incidente venant de la gauche : ϕg(x) =
e+ikx + r e−ikx pour x < −a/2 et ϕg(x) = t e+ikx pour x > a/2. Un autre état solution de
l´équation de Schrödinger est l´état ϕd(x), correspondant à une onde incidente venant de la
droite13 : ϕd(x) = t e−ikx pour x < −a/2 et ϕd(x) = e−ikx + r e+ikx pour x > a/2. Pris
isolément, chacun des deux états n´est pas invariant sous la réflexion puisque : Π|ϕg 〉 = |ϕd 〉. La
commutation de H avec Π nous offre toutefois la possibilité de construire une autre base d’états
stationnaires de diffusion, repérés par leurs propriétés sous la réflexion. On introduit deux états
propres de H et Π, notés |Ψ± 〉, avec Π|Ψ± 〉 = ±|Ψ± 〉. Bien sûr : |Ψ± 〉 ∝ |ϕg 〉 ± |ϕd 〉.

11Le modèle qui unifie les interactions électromagnétique et faible est la théorie de Glashow-Salam-Weinberg
(cf. introduction).

12le nombre N dépend de la profondeur et de la largeur du puits ; on a forcément N > 1. Quelle que soit la
profondeur du puits il existe au moins un état lié.

13A priori on doit introduire deux nouvelles amplitudes de transmission et de réflexion t′ et r′ dans ϕd(x).
Toutefois on peut montrer que (i) t = t′ est une conséquence de l´invariance par renversement du temps et (ii)
r = r′ est une conséquence de l´invariance sous la réflexion Π̂V (x̂)Π̂ = V (−x̂) = V (x̂). Je laisse cette deuxième
propriété à démontrer en exercice.
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6.3 Groupes continus de transformations – Générateur infinitésimal

Soit un groupe de transformations {Û(λ)} indicées par un paramètre réel λ appartenant à R ou
à un intervalle de R. La valeur λ = 0 correspond à l’identité : Û(0) = 1I. En utilisant la note de
bas de page numéro 6 page 85, nous écrivons :

Û(λ) = e−
i
~λĜ (6.5)

qui définit l’opérateur Ĝ. Celui-ci est hermitique, Ĝ = Ĝ†. Il est appelé le générateur infinitésimal
du groupe de transformations.
Rq : Il y a autant de générateurs que le groupe possède de paramètres réels indépendants.

6.3.1 Translations d’espace

Nous nous intéressons au groupe des translations, i.e. à l’ensemble des transformations {T̂ (a)}
avec a ∈ R. Une translation spatiale de paramètre a déplace le système de x en x′ :

x′ = x+ a (6.6)

Son action sur les vecteurs de l’espace de Hilbert est donc définie par T̂ (a)|x 〉 = |x+a 〉. Notons
que si nous considérons l’action de la translation sur un état |ψ′ 〉 = T̂ (a)|ψ 〉, les fonctions
d’onde correspondantes sont reliées par ψ′(x′) = ψ(x), c’est-à-dire ψ′(x) = ψ(x− a).

- Exercice 6.4 : Montrer que l’opérateur de position x̂ se transforme comme14

x̂′ = x̂− a (6.7)

Indication : considérer T̂ (a)x̂T̂ (a)†.

- Exercice 6.5 : Nous cherchons quel est le générateur du groupe des translations. Écrivons

T̂ (a) = e−
i
~aĜ. En faisant a → 0 vérifier que x̂′ = x̂ − i

~a[Ĝ, x̂] + 1
2!

(
− i

~a
)2 [Ĝ, [Ĝ, x̂]] + O(a3).

En comparant à la relation précédente montrer que Ĝ = p̂, i.e. que le générateur infinitésimal
des translations spatiales est l’opérateur d’impulsion :

T̂ (a) = e−
i
~ p̂a (6.8)

- Exercice 6.6 (∗) : En remarquant que le développement de Taylor peut s’écrire sous la
forme compacte :

f(x+ a) = ea
d
dx f(x) (6.9)

retrouver l’expression (6.8) de l’opérateur de translation.

Dans l’espace tridimensionnel, le groupe des translations possède trois générateurs infi-
nitésimaux correspondant aux trois composantes de l’impulsion px, py et pz. La commutation
de ces trois opérateurs assure la commutativité de tous les éléments du groupe : le groupe des
translations T̂ (~a) = e−

i
~~a·~̂p est un groupe abélien. La loi de composition au sein du groupe est

simple :
T̂ (~a) T̂ (~a ′) = T̂ (~a ′) T̂ (~a) = T̂ (~a+ ~a ′) (6.10)

14Attention aux signes ! Un système en x est translaté en x′ = x + a, mais c’est le signe opposé qui apparâıt
pour la transformation de l’opérateur. Ceci provient de l’égalité 〈x1 |x̂|x2 〉 = 〈x′1 |x̂′|x′2 〉.
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6.3.2 Translations temporelles

Nous avons vu que l’opérateur d’évolution, défini par |ψ(t) 〉 = Û(t) |ψ(0) 〉, est donné par

Û(t) = e−iĤt/~ (6.11)

L’opérateur hamiltonien (l’énergie) est donc le générateur infinitésimal des translations tempo-
relles.

6.3.3 Rotations

Dans le chapitre 8 nous verrons que le générateur infinitésimal des rotations est le moment
cinétique. Les difficultés techniques qui vont apparâıtre sont liées la nature non abélienne du
groupe des rotations.15

6.3.4 Transformations de Galilée

16 Les transformations de Galilée sont les translations d’espace-temps permettant de changer de
référentiel inertiel. La transformation de paramètre ~v agit sur les coordonnées d’espace-temps
comme :

~r ′ = ~r + ~v t (6.12)
t′ = t (6.13)

Nous montrerons dans le problème à la fin de ce chapitre que les transformations de Galilée
sont représentées dans l’espace de Hilbert par les opérateurs sont

ÛG(~v) = e
i
~~v·(m~̂r−~̂p t) = e

i
~m~v·~̂r e−

i
~~v·~̂p t e−

i
2~m~v

2t (6.14)

où la seconde expression est obtenue en utilisant la formule de Glauber. 17 Si φ~p(~r, t) est une onde
plane solution de l’équation de Schrödinger, on peut en particulier vérifier que (ÛG(~v)φ~p)(~r, t) =
φ~p+m~v(~r, t).

6.3.5 Loi de conservation – Théorème de Nœther

Dans le cas d’une invariance sous un groupe continu de symétrie, la commutation de l’hamiltonien
avec tous les éléments Û(λ) = e−iλĜ/~ du groupe implique la commutation de l’hamiltonien avec
le générateur : [Ĥ, Ĝ] = 0. La quantité physique G, également appelée charge de Nœther, est
donc conservée au cours du temps :

d
dt
〈ψ(t) |Ĝ|ψ(t) 〉 = 0 (6.15)

Le théorème de Nœther, qui associe à tout groupe continu une charge conservée, établit un lien
très profond entre symétrie et loi de conservation.

15Les rotations dans R3 ne commutent pas nécessairement (alors qu’elles commutent dans R2). Le groupe des
rotations de R3 est un groupe non abélien. Nous verrons que cette propriété a son origine dans la non commutation
des composantes de l’opérateur moment cinétique.

16Une version plus détaillée de l’exercice est donnée dans l’annexe 6.4 page 94.
17 On utilise la formule de Glauber eA+B = eAeBe−

1
2 [A,B] valable si [A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0.

Propriété : si [A,B] = λ1I où λ ∈ C on a [f(A), B] = [A,B]f ′(A).

Démonstration de la formule de Glauber : On introduit G(t)
def
= etAetB où t est un paramètre réel. d

dt
G(t) = AG(t)+

G(t)B = (A+B+t[A,B])G(t) en utilisant la propriété donnée ci-dessus. On en déduit queG(t) = et(A+B)+ 1
2 t

2[A,B].
On fait t = 1. Qed.

89
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La conservation de l’impulsion se comprend donc comme une conséquence de
l’invariance sous le groupe des translations spatiales [si H est indépendant de ~r en
l’absence de potentiel V (~r)] ; nous relions donc une propriété géométrique du système à la
conservation d’une grandeur physique. La conservation de l’énergie est une conséquence de
l’invariance sous le groupe des translations temporelles18 (lorsque le potentiel est indépendant
du temps), etc.

Rq : Ni la notion de groupe de transformations, ou celle de générateur ou encore le théorème de
Nœther ne sont propres à la mécanique quantique. Les propriétés que l’on vient d’énoncer sont de
portée beaucoup plus générale. On pourra se référer à l’ouvrage [13] (dont ces lignes sont inspirées).

Rq 2 : Points de vue actif et passif.– Lorsqu’on étudie les groupes continus de transformation, on
peut adopter deux points de vue : un point de vue actif, que nous avons pris ici, où la transformation
agit sur le système. Un point de vue passif où c’est le système de coordonnées qui est changé, tout en
laissant le système invariant. L’expression de la transformation dans le point de vue passif est donc
la même que celle de la transformation inverse du point de vue actif : par exemple Rpassif

~θ
= Ractif

−~θ
.

Le choix de l’un ou l’autre des points de vue dépend essentiellement du goût de l’auteur. Des signes
peuvent donc différer d’un ouvrage à l’autre.

6.4 Le cristal unidimensionnel et le théorème de Bloch

Nous discutons une application des deux sections précédentes et revenons sur l’idée que les
états stationnaires peuvent être classés à l’aide de leurs symétries. Nous étudions l’équation de
Schrödinger stationnaire pour Ĥ = 1

2m p̂
2 +V (x̂) où le potentiel est périodique V (x) = V (x+a).

Cet hamiltonien gouverne la dynamique d’un électron dans un cristal unidimensionnel.
Ce problème est très important pour la physique du solide puisqu’il nous fait caractériser la
dynamique des électrons dans un cristal.

- Exercice 6.7 : Vérifier explicitement que [T̂ (na), Ĥ] = 0 pour n ∈ Z.

Il est donc possible de trouver une base d’états stationnaires |ψK 〉 symétriques sous les
translations de na :

Ĥ|ψK 〉 = E(K)|ψK 〉 (6.16)

T̂ (a)|ψK 〉 = e−iK |ψK 〉 (6.17)

(théorème de Bloch). Nous avons indicé les états stationnaires à l’aide de la valeur propre e−iK

de l’opérateur de translation, i.e. à l’aide de leurs propriétés de symétries sous les translations
T̂ (na). Le paramètre K est appelé le paramètre de Bloch. Par définition il est compris dans
l’intervalle K ∈] − π,+π] puisque d’après l’éq. (6.17) |ψK 〉 et |ψK+2nπ 〉 décrivent le même
état physique (en admettant que les valeurs propres de l’opérateur de translation sont non
dégénérées). Cet intervalle K ∈]− π,+π] porte le nom de 1ère zone de Brillouin.

Les conséquences physiques du théorème de Bloch sont importantes :

• D’une part les états stationnaires sont des états délocalisés dans tout le cristal, ce
qui est explicite en reécrivant la relation (6.17) en représentation {|x 〉} : 〈x |T̂ (a)|ψK 〉 =

ψK(x− a) = e−iKψK(x), où encore ψK(x+ na) = einKψK(x) .

18Voici donc une autre manière de comprendre d’où vient l’équation de Schrödinger : si un principe général nous
dit que l’hamiltonien H est le générateur infinitésimal des translations temporelles, i.e. l’opérateur d’évolution
temporelle a la forme (6.11). L’évolution du vecteur d’état est donc donnée par : |ψ(t) 〉 = U(t)|ψ(0) 〉 ce qui
conduit bien à l’équation de Schrödinger (5.1).
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• Le spectre des énergies E(K) est une fonction continue du paramètre K. Le cristal est
donc caractérisé par un continuum d’états (spectre continu ↔ états délocalisés). On peut
montrer que les énergies se regroupent en bandes. Nous en verrons plusieurs illustrations :
l’une dans l’exercice qui suit (pour une bande), une l’autre dans l’annexe 6.4 (pour deux
bandes), page 99 et une troisième dans l’exercice 6.13 (une infinité de bandes).

‘

Figure 6.3 – Felix Bloch.

- Exercice 6.8 (∗) : Nous considérons une application simple du théorème de Bloch. Nous
étudions une châıne d’atomes régulièrement répartis en x = na avec n ∈ Z. Nous supposons que
chaque atome possède un unique état lié d’énergie E0. Nous notons |n 〉 l’état lié sur l’atome n (la
fonction d’onde 〈x |n 〉 est une fonction localisée autour de x = na). Lorsque l’atome n’est plus
isolé il existe un couplage entre les états localisés sur deux atomes voisins : 〈n |H|n+1 〉 = −A ∈ R
(i.e. une probabilité pour qu’un atome lié à l’atome n saute sur l’atome n+ 1). Nous admettons
que le couplage entre atomes plus éloignés est nul.

Nous cherchons les états stationnaires |ψ 〉 de l’hamiltonien. Montrer que les composantes
〈n |ψ 〉 ≡ ψ(n) d’un état stationnaire d’énergie E obéissent à l’équation

−Aψ(n+ 1) + E0 ψ(n)−Aψ(n− 1) = E ψ(n) (6.18)

Le théorème de Bloch nous dit qu’une base d’états stationnaires sont les états propres |ψK 〉 de
l’opérateur de translation T (a)|ψK 〉 = e−iK |ψK 〉, avec K ∈]− π,+π]. Montrer que19 ψK(n) =

1√
2π

einK . En déduire que le spectre des valeurs propres de l’énergie est donné par

E(K) = E0 − 2A cos(K) avec K ∈]− π,+π] (6.19)

Dans cet exercice nous avons bien montré que le spectre des énergies de l’hamiltonien du
cristal unidimensionnel est constitué d’une bande : les valeurs propres de l’énergie sont dans
l’intervalle [−2A,+2A] (figure 6.4).

- Exercice 6.9 (∗) : Masse effective.– Les états de Bloch partagent la propriété avec les
ondes planes d’être délocalisés dans tout l’espace. Remarquons que le spectre du cristal possède
une certaine similitude avec le spectre d’une particule libre, à condition de considérer la limite
K → 0. En redéfinissant le paramètre de Bloch comme k = K/a, montrer que pour k → 0 on
retrouve le spectre d’une particule libre :

E(K = ka→ 0) ' ~2k2

2m∗
(6.20)

Exprimer la masse effective m∗ en fonction du couplage A et du pas du réseau cristallin a.
Comment varie m∗ lorsque le couplage A diminue ? Interpréter physiquement.

19Le facteur de normalisation est trouvé en écrivant que 〈ψK |ψK′ 〉 = δ(K − K′) puisque les états sont pa-
ramétrés par un paramètre continu.
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Figure 6.4 – Relation de dispersion (6.19)

AN : Calculer m∗/me (où me est la masse de l’électron) pour A = 1 eV et a = 1 Å (les échelles
atomiques typiques).

Rq : Pour une discussion plus approfondie du théorème de Bloch (en particulier du cas à plusieurs
dimensions) le lecteur pourra se reporter à des livres de physiques du solide [46, 3] (ou au cours
plus introductif [24]).

, Les idées importantes :

• L’ensemble des symétries d’un système (ou d’une théorie physique) forme un groupe.

• Dans l’espace de Hilbert H , une transformation est représentée par un opérateur uni-
taire U .

• Un état symétrique sous une transformation U est un état propre de cet opérateur.

• Une quantité physique A invariante lors de la transformation est représentée par un
opérateur qui commute avec l’opérateur de transformation [A,U ] = 0.

• Symétries ⇒ loi de conservation.
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Exercices

- Exercice 6.10 (∗) : On considère l’équation de Schrödinger unidimensionnelle pour un

potentiel symétrique : V (x) = V (−x). Montrer que Ĥ = p̂2
x

2m + V (x̂) est pair. En déduire qu’on

peut construire une base d’états propres de Ĥ qui sont aussi états propres de Π̂ (i.e. des fonctions
d’onde paires ou impaires).

- Exercice 6.11 : Reprendre l’analyse du puits symétrique, exercice 2.20 page 46, à la lumière
de ces remarques.

- Exercice 6.12 : Nous considérons l’équation de Schrödinger libre i~ ∂
∂tψ(x, t) = − ~2

2m
∂2

∂x2ψ(x, t).
Montrer que la loi de transformation





x′ = x+ vt

t′ = t

ψ′(x′, t′) = ψ(x, t) exp i
(

1
2mv

2t+mvx
) (6.21)

décrivant une transformation de Galilée, laisse l’équation de Schrödinger invariante. I.e. la fonc-
tion d’onde transformée obéit à l’équation i~ ∂

∂t′ψ
′(x′, t′) = − ~2

2m
∂2

∂x′2ψ
′(x′, t′). Vérifier la loi de

groupe (i.e. que deux transformations pour des paramètres v1 et v2 correspondent à une trans-
formation de paramètre v = v1 + v2).

- Exercice 6.13 (∗ ∗ ∗) : Équation de Schrödinger pour un peigne de Dirac.– On considère

l’hamiltonien H = − ~2

2m
d2

dx2 + ~2λ
2m

∑
n δ(x− na) décrivant la dynamique d’un électron soumis à

un potentiel périodique en peigne de Dirac. Nous allons étudier les états stationnaires de cet
hamiltonien.

a) Quelle est la dimension de λ ?

b) Montrer que l’équation de raccordement de part et d’autre d’un pic δ(x − x0) est ψ′(x+
0 ) −

ψ′(x−0 ) = λψ(x0) (fonction d’onde continue mais dérivée discontinue).

c) Justifier que sur l’intervalle ]na, (n+1)a[, on peut écrire la fonction d’onde de l’état stationnaire
comme ψ(x) = Aneik(x−na)+Bne−ik(x−na). Comment l’énergie de l’état stationnaire est-elle reliée
à k ?

d) En utilisant la condition de raccordement, trouver une équation de récurrence entre les couples
de coefficients (An, Bn) et (An+1, Bn+1).
e) Montrer que les états stationnaires, notés ψ(x) ci-dessus et ψK(x) à partir de maintenant,
sont états propres de l’opérateur de translation d’un pas du réseau : T (a)|ψK 〉 = e−iK |ψK 〉
(attention à ne pas confondre le paramètre de Bloch K ∈ [−π,+π] avec le paramètre k qui
paramètrise l’énergie). Déduire une autre équation entre (An, Bn) et (An+1, Bn+1).
f) Déduire l’équation donnant le spectre. Analyser l’équation graphiquement et montrer que le
spectre des énergie est composé de bandes.

g) Densité d’états.– (plus difficile) Si le cristal à une taille finie L = Na, le paramètre de Bloch
est quantifié Kn = 2π

N n avec n ∈ {1, · · · , N}. Déduire que la densité d’états intégrée20 par unité
de longueur est donnée par une inversion de la relation de dispersion. La tracer soigneusement.

20La densité d’états intégrée N (E) est le nombre d’états d’énergie < E.
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Problème : Groupe de Galilée

On considère une particule libre de masse m dans la situation unidimensionnelle. On note
|φp 〉 l’état propre de l’opérateur impulsion p̂ associé à la valeur propre p (dans l’exercice les
opérateurs sont repérés par un chapeau). Des informations utiles sont données en annexe.

1/ Rappeler l’expression des ondes planes Ψp(x, t), i.e. les solutions de l’équation de Schrödinger
dépendant du temps pour la condition initiale Ψp(x, t = 0) = φp(x).

2/ Transformations de Galilée.– Les transformations de Galilée permettent les changements
de référentiels inertiels en mécanique galiléo-newtonienne. La transformation de paramètre v agit
sur les coordonnées d’espace temps comme :

t′ = t et x′ = x+ v t (6.22)

a/ Comment est transformée l’impulsion p→ p′ ?

b/ On note Û(v) l’opérateur unitaire représentant la transformation. L’état |x 〉 décrivant la
particule en x est transformé comme Û(v)|x 〉 = eif(x,t)|x′ 〉 et l’onde plane comme Û(v)|φp 〉 =
eig(p,t)|φp′ 〉, où f(x, t) et g(p, t) sont deux fonctions réelles (qui ne jouent pas de rôle ici). En
déduire comment sont transformés les opérateurs de position x̂→ x̂′ et d’impulsion p̂→ p̂′ ?

3/ Générateur du groupe de Galilée.– Le générateur Ĝ du groupe de Galilée est défini en
écrivant les transformations sous la forme :

Û(v) = e−
i
~v Ĝ = 1− i v

~
Ĝ− v2

2~2
Ĝ2 +O(v3) (6.23)

a/ Justifier que Ĝ est hermitique.

b/ Vérifier que dans la limite v → 0 la transformation d’un opérateur Â prend la forme

Â′ = Â− i v
~
[
Ĝ, Â

]
− v2

2~2

[
Ĝ,
[
Ĝ, Â

]]
+O(v3) (6.24)

c/ Justifier que Ĝ est une combinaison linéaire des opérateurs de position et d’impulsion :
Ĝ = −αx̂+ βp̂.

d/ Déduire α et β en comparant les résultats des questions 2.b et 3.b.

e/ Soit |ψ(t) 〉 solution de l’équation de Schrödinger. Calculer l’évolution temporelle d
dt〈Ĝ〉ψ(t)

où 〈Ĝ〉ψ(t)
def= 〈ψ(t) |Ĝ|ψ(t) 〉. Donner une interprétation physique de ce résultat.

4/ Transformation d’une onde plane.– Dans cette dernière question nous étudions l’action
de Û(v) sur les ondes planes Ψp(x, t) = 〈x |φp 〉 e−

i
~Ept.

a/ En utilisant la formule de Glauber (cf. annexe) montrer qu’on peut écrire Û(v) = e
i
~v αx̂ e−

i
~v βp̂ eiϕ

où α et β ont été calculées plus haut. ϕ est une phase qu’on explicitera.

b/ Déduire l’action de la transformation de Galilée sur l’onde plane : (U(v)Ψp)(x, t). Interpréter
le résultat.
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Annexe :
• Soit Û un opérateur unitaire représentant une transformation. On rappelle que les états quan-
tiques sont modifiés selon |ψ′ 〉 = Û |ψ 〉 et les opérateurs selon Â′ = Û ÂÛ †.

• Formule de Glauber : Pour deux opérateurs Â et B̂ tels que [Â, [Â, B̂]] = [B̂, [Â, B̂]] = 0 on a
eÂ+B̂ = eÂeB̂e−

1
2

[Â,B̂].
Rq. : la formule est démontrée dans la note de bas de page no 17, p. 89
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Problème : Colorant

L’exercice s’inspire d’un petit exercice du livre [6] (chapitre 6).

Violet cristallisé

Le principe actif du colorant 42555 (“violet cristallisé”) est le cation organique C[C6H4N(CH3)2]+3 .
La structure de cette molécule ionisée est représentée sur la figure. Le déficit électronique pou-
vant être prélevé sur chacune des trois branches, on peut traiter le problème comme un système
à trois états, supposé orthogonaux, notés {|1 〉, |2 〉, |3 〉}, formant une base adaptée pour décrire
la physique de basse énergie. Ces trois états ne sont pas des états stationnaires en raison du
passage par effet tunnel de l’une à l’autre de ces configurations.

N

N N

+ N

N N
+

N

N N
+

Figure 6.5 – On a représenté les trois états |1 〉, |2 〉 et |3 〉 de la molécule ionisée, différant par
la position de la charge positive.

1. Opérateur de permutation.– On introduit l’opérateur de permutation Ĉ agissant sur les
vecteurs de base comme : Ĉ|n 〉 = |n− 1 〉 pour n = 2, 3 et Ĉ|1 〉 = |3 〉.

(a) Écrire la matrice C qui représente l’opérateur dans la base {|1 〉, |2 〉, |3 〉}.
(b) Vérifier que Ĉ est un opérateur unitaire.

(c) Montrer que les valeurs propres de Ĉ sont les racines 3ièmes de l’unité.

(d) Montrer que les vecteurs propres correspondant (les états symétriques sous les per-
mutations) sont donnés par

|0 〉 =
1√
3

(|1 〉+ |2 〉+ |3 〉) (6.25)

pour l’état invariant et

|±〉 =
1√
3

(
|1 〉+

−1± i
√

3
2

|2 〉+
−1∓ i

√
3

2
|3 〉
)

(6.26)

pour les états chiraux.

2. Opérateurs de réflexion.– On introduit l’opérateur de réflexion Π̂1 effectuant une réflexion
(symétrie miroir) par rapport à l’axe vertical. Son action est définie par Π̂1|1 〉 = |1 〉,
Π̂1|2 〉 = |3 〉 et Π̂1|3 〉 = |2 〉.

(a) Écrire la matrice Π1 qui représente l’opérateur dans la base {|1 〉, |2 〉, |3 〉}.
(b) Donner ses valeurs propres et vecteurs propres.
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(c) Écrire les matrices qui représentent les opérateurs Π̂2 et Π̂3 correspondant aux réflexions
par rapport aux deux autres axes de symétrie.

3. Groupe de symétrie C3v.– Compléter la table de multiplication entre éléments du groupe
de symétrie C3v

Id C C† Π1 Π2 Π3

Id
C
C†
Π1

Π2

Π3

(6.27)

4. Construction de l’Hamiltonien.–

(a) Nous notons H la matrice représentant l’opérateur Ĥ dans la base {|1 〉, |2 〉, |3 〉}.
Dans le cas général (sans aucune symétrie) combien la matrice contient-elle de pa-
ramètres réels indépendants ?

Nous cherchons maintenant des relations entre les éléments de matrice de l’Hamilto-
nien décrivant la dynamique de la molécule ionisée C[C6H4N(CH3)2]+3 , découlant des
symétries du problème.

(b) Justifier que [Ĥ, Ĉ] = 0 et [Ĥ, Π̂i] = 0.

(c) Montrer que 〈1 |Ĥ|1 〉 = 〈2 |Ĥ|2 〉 = 〈3 |Ĥ|3 〉 et 〈1 |Ĥ|2 〉 = 〈2 |Ĥ|3 〉 = 〈3 |Ĥ|1 〉.
(d) Montrer que 〈1 |Ĥ|2 〉 = 〈2 |Ĥ|1 〉, 〈1 |Ĥ|3 〉 = 〈3 |Ĥ|1 〉 et 〈2 |Ĥ|3 〉 = 〈3 |Ĥ|2 〉.
(e) Combien la matrice contient-elle de paramètres réels indépendants ?

On fixe l’origine des énérgie de telle sorte que 〈1 |Ĥ|1 〉 = 0. On introduit 〈1 |Ĥ|2 〉 = −A
où A ∈ R+. Ces considérations de symétrie nous permettent finalement d’écrire que la
matrice H qui représente l’opérateur Ĥ dans la base {|1 〉, |2 〉, |3 〉} prend la forme simple

H =




0 −A −A
−A 0 −A
−A −A 0


 (6.28)

5. Spectre des énergies.– Nous utilisons les états propres |0 〉 et |±〉 de l’opérateur de permu-
tation définis ci-dessus.

(a) Montrer que Ĥ et Ĉ ont des vecteurs propres communs.

(b) Montrer que Π1|+ 〉 = |−〉. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de l’énergie
associées à |+ 〉 et |−〉 ?

(c) Donner les valeurs propres de l’énergie associées aux trois vecteurs |0 〉 et |±〉. Faire
un diagramme des énergies.

6. On donne A ' 0.75eV . Quelle est la longueur d’onde de la transition optique associée (en
nm) ?

7. On suppose que l’état de la molécule est initialement |ψ(0) 〉 = |1 〉.

(a) Décomposer |ψ(0) 〉 dans la base des états stationnaires.

(b) Déduire |ψ(t) 〉.

97
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(c) Calculer la probabilité P1(t) pour que la molécule soit dans l’état |1 〉 au temps t.
Préciser la valeur minimale de P1(t) et la tracer soigneusement.

(d) Calculer la fréquence des oscillations (en Hertz).

Annexe : Opérateur de permutation

Nous considérons un espace de Hilbert de dimension N dont une base orthonormée est notée
{|1 〉, |2 〉, · · · , |N 〉}. On introduit l’opérateur de permutation Ĉ agissant sur les vecteurs de base
comme : Ĉ|n 〉 = |n− 1 〉 pour n = 2, · · · , N et Ĉ|1 〉 = |N 〉.

1. Écrire la matrice C qui représente l’opérateur dans la base {|1 〉, · · · , |N 〉}.

2. Vérifier que Ĉ est un opérateur unitaire.

3. Montrer que les valeurs propres de Ĉ sont les racines N ièmes de l’unité.

4. Montrer que les vecteurs propres correspondant (les états symétriques sous les permuta-
tions) sont donnés par

|Ψm 〉 =
1√
N

N∑

n=1

e2iπnm/N |n 〉 avec m = 0, · · · , N − 1 (6.29)

Annexe :
On rappelle les valeurs des constantes fondamentales ~ ' 10−34 J.s, e ' 1.6 10−19 C et hc '
1240 eV.nm

Spectre visible : Rouge : 750 ↔ 620 nm ; orange : 620 ↔ 590 nm ; jaune : 590 ↔ 540 nm ; vert :
540↔ 485 nm ; bleu : 485↔ 465 nm ; violet : 465↔ 400 nm.
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Problème : Cristal unidimensionnel avec 2 états par site

Dans le problème nous considérons une version plus élaborée du problème introduit dans le
paragraphe de la page 90. Nous y avions étudié le problème de la châıne d’atomes unidimension-
nelle en supposant que chaque atome possédait un état localisé. Le résultat avait été un spectre
constitué d’une unique bande d’énergies (figure 6.4).

>

β>

|n,α >

n+1n

E

−A

C

B

x
βE

Eα

|n+1,

|n+1,

β>

α

|n,

Figure 6.6 – Représentation schématique des états électroniques localisés sur les atomes et des
couplages entre états plus proche voisins.

Dans le problème nous étudions le cristal constitué d’atomes à deux états quantiques : l’atome
constitutif du cristal est supposé caractérisé par deux états quantiques |α 〉 et |β 〉 d’énergies
respectives Eα et Eβ. Les atomes (identiques) sont placés régulièrement en x = na. Nous notons
|n, α 〉 et |n, β 〉 les états électroniques localisés sur l’atome n. Les états dans la châınes sont
couplés entre eux selon :

〈n, α |H|n+ 1, α 〉 = −A ∈ R− (6.30)
〈n, β |H|n+ 1, β 〉 = +B ∈ R+ (6.31)
〈n, α |H|n+ 1, β 〉 = 〈n, β |H|n+ 1, α 〉 = C ∈ R (6.32)

On regroupe les composantes du vecteur d’état ψ(n, α) = 〈n, α |ψ 〉 et ψ(n, β) = 〈n, β |ψ 〉 dans
un vecteur colonne

Ψ(n) def=
(
ψ(n, α)
ψ(n, β)

)
(6.33)

1/ Soit |ψ 〉 un état stationnaire d’énergie E. Montrer que l’hamiltonien H a une structure
diagonale par blocs 2× 2 dans une base appropriée. Montrer que Ψ(n) obéit à l’équation

QΨ(n+ 1) +
(
Eα 0
0 Eβ

)
Ψ(n) +QΨ(n− 1) = EΨ(n) avec Q def=

(
−A C
C B

)
(6.34)

2/ Nous utilisons le théorème de Bloch pour construire les états stationnaires que nous cherchons
sous la forme d’états propres de l’opérateur de translation d’un pas du réseau :

T̂ (a)|ψK 〉 = e−iK |ψK 〉 (6.35)

où le paramètre de Bloch appartient à la première zone de Brillouin K ∈]−π,+π]. Montrer que

ΨK(n) = ΦK einK (6.36)

où ΦK est une vecteur colonne (indépendant de n).

3/ Déduire que ce dernier vecteur obéit à l’équation

Heff(K)ΦK = E(K)ΦK (6.37)

où Heff(K) est une matrice 2× 2 dont on donnera l’expression.
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4/ Donner les valeurs propres de Heff(K), notées E±(K). Déduire que le spectre des énergies
est constitué de deux bandes.

5/ Donner E±(K) pour C = 0. Interpréter le résultat. Exprimer E±(K) pour C � Eβ − Eα,
B, A. Tracer la relation de dispersion du cristal.

6/ États dégénérés.– On considère le cas Eβ = Eα = 0. Montrer que les deux bandes d’énergie
se touchent aux points K = ±π/2. Exprimer E±(K). Tracer la relation de dispersion pour B > A
et C � A, B.
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Figure 6.7 – Gauche : Eβ − Eα = 1, A = 0.1, B = 0.3 et C = 0.2. Droite : Eβ = Eα = 0,
A = 0.1, B = 0.5 et C = 0.05.

Résultat : E±(K) = Eα+Eβ
2 + (B −A) cos(K)±

√[
Eβ−Eα

2 + (B +A) cos(K)
]2

+ 4C2 cos2(K)
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Chapitre 7

Oscillateur harmonique

L’étude de l’oscillateur harmonique est un problème transversal à de nombreux domaines de
la physique. Une des raisons d’une telle popularité est que l’étude d’un oscillateur harmonique
modélise la situation très fréquente où le système est au voisinage de l’équilibre ; dans ce cas un
développement de l’énergie potentielle autour de la position d’équilibre est de la forme

Epot ∝ +(écart à l’équil.)2 (7.1)

i.e. conduit à l’étude d’un oscillateur, ou d’un ensemble d’oscillateurs couplés. En mécanique
quantique, les résultats que nous allons obtenir pour l’oscillateur harmonique unidimensionnel
pourront s’appliquer à l’étude des vibrations d’une molécule diatomique par exemple (le cas des
vibrations de molécules plus complexes ou même des solides conduit à considérer des oscillateurs
couplés ; cf. le cours de physique statistique pour le cas des solides, ou le complément III.E de
[14]). Plus généralement, ils trouveront un intérêt pour chaque situation décrite par un hamil-
tonien s’exprimant comme la somme des carrés de deux variables canoniquement conjuguées1 :
H = 1

2(p2 + q2) lorsque le commutateur [q, p] = i Cste est proportionnel à l’opérateur identité.
Par exemple, l’hamiltonien du rayonnement électromagnétique Hem = 1

2

∫
d~r ( ~E 2 + ~B 2) peut

s’écrire en fonction des composantes de Fourier du potentiel vecteur (dans la jauge de radiation)
Hem = 1

2

∑
~k,σ

[
(∂tÃ~k,σ)2 + ~k 2(Ã~k,σ)2

]
, où l’indice σ = ± décrit les deux états de polarisation

possibles. La quantification du champ électromagnétique conduit donc à considérer un ensemble
d’oscillateurs harmoniques découplés associés aux différents modes du champ2.

7.1 L’oscillateur harmonique classique

Considérons l’hamiltonien :

H =
p2

2m
+

1
2
mω2x2 (7.2)

et commençons par rappeller la dynamique classique. Les équations du mouvement de Hamilton-
Jacobi sont :

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
(7.3)

ṗ = −∂H
∂x

= −mω2x (7.4)

1Cf. la note de bas de page 9 de la page 58.
2On pourra consulter les ouvrages [38, 9, 30] pour en savoir davantage sur la quantification du champ

électromagnétique.
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7.2 Le spectre de l’oscillateur harmonique Oscillateur harmonique

Ces deux équations différentielles couplées peuvent être résolues aisément. Une manière parti-
culièrement directe consiste à introduire une variable complexe combinant x et p :

A(t) def=
√
mω

2
x(t) + i

√
1

2mω
p(t) (7.5)

L’intérêt d’introduire cette nouvelle variable est double. D’une part nous pouvons interpréter
l’espace des phases, le plan (x, p), comme le plan complexe de la variable A. D’autre part
la variable A(t) obéit à une équation différentielle simplissime : en combinant (7.3,7.4) nous
obtenons

Ȧ(t) = −iωA(t) (7.6)

dont la solution est immédiatemment obtenue : A(t) = A(0) e−iωt (la trajectoire dans l’espace
des phases est un cercle parcouru dans le sens inverse au sens trigonométrique).

En utilisant x = 1√
2mω

(A + A∗) et p =
√

mω
2
A−A∗

i , nous pouvons exprimer l’énergie en
fonction de cette nouvelle variable :

H =
ω

2
(AA∗ +A∗A) (7.7)

Nous ne simplifions pas l’expression comme ω|A|2 ; en développant x2 et p2 nous avons fait
attention à ne pas faire commuter A et A∗. En faisant cela nous anticipons sur la prochaine
section dans laquelle nous verrons que la non commutativité de x et p en mécanique quantique
induit que A et A∗ ne commutent pas.

7.2 Le spectre de l’oscillateur harmonique

Différentes approches permettent de trouver le spectre de H ; l’une consiste à résoudre l’équation
différentielle (2.8) [28], ce que nous discuterons brièvement plus tard. Nous lui préférons ici une
approche algébrique présentée dans [8, 6] qui utilise la symétrie de l’hamiltonien3 [il s’agit de
la symétrie x ↔ p qui jouent des rôles similaires dans l’hamiltonien, H = 1

2(p2 + x2) si nous
omettons les facteurs dimensionnés].

Analyse dimensionnelle.– La première question naturelle à laquelle nous pouvons tacher
de répondre est : quelles sont les échelles du problème ? L’hamiltonien fait apparâıtre deux
paramètres : la masse m et la pulsation ω. Puisque nous discutons la théorie quantique de
l’oscillateur harmonique, nous pouvons ajouter la constante de Planck ~. Avec les trois quantités
de dimensions [m] = M , [ω] = T−1 et [~] = ML2T−1 nous pouvons fabriquer une longueur :

`ω
def=

√
~
mω

. (7.8)

Cette échelle de longueur nous permet de définir une échelle d’impulsion∼ mω`ω =
√
m~ω ou

encore une échelle d’énergie∼ mω2`2ω = ~ω.

- Exercice 7.1 : En utilisant l’inégalité de Heisenberg, montrer que l’énergie de l’état fon-
damental est de l’ordre de ~ω et que l’extension de la fonction d’onde associée est `ω.

- Exercice 7.2 : Calculer la pulsation ω et l’énergie ~ω (en eV) correspondant à `ω = 1 Å
(pour un électron). Déduire la raideur k = mω2 (en N/m puis en nN/Å).

3Notons toutefois qu’il n’y a pas de différence fondamentale entre les deux approches : l’équation
différentielle est soluble car elle possède la symétrie exploitée dans “l’approche algébrique”. L’algèbre des
opérateurs annihilation-création introduite ci-dessous apparâıt naturellement dans la résolution de l’équation
hypergéométrique déduite de l’équation de Schrödinger.

102



Oscillateur harmonique 7.2 Le spectre de l’oscillateur harmonique

Opérateurs d’annihilation et de création.– L’analyse de la dynamique classique nous a
montré que la dynamique de l’oscillateur peut être analysée d’une manière extrêmement simple
à l’aide de la variable A, combinaison linéaire de x et p. Ceci nous conduit à l’idée d’introduire
deux opérateurs correspondants A → a = A/

√
~ et A∗ → a† = A†/

√
~ qui vont se révéler

utiles pour construire les états propres de H : l’opérateur d’annihilation (l’origine de cette
dénomination est expliquée ci-dessous)

â
def=
√
mω

2~
x̂+ i

√
1

2m~ω
p̂ (7.9)

et son opérateur conjugué

â† =
√
mω

2~
x̂− i

√
1

2m~ω
p̂ (7.10)

appelé opérateur de création.

- Exercice 7.3 : Vérifier que â est sans dimension.

Puisque nous avons remplacé le couple (x, p) par le couple (a, a†), une question venant
naturellement est : par quoi est remplacée la relation de commutation canonique [x, p] = i~ ?

- Exercice 7.4 (important) : Montrer que

[â, â†] = 1 (7.11)

Puisque nous avons été attentifs à ne pas commuter A et A∗ dans la section “oscillateur
classique”, nous pouvons faire A→

√
~ a dans (7.7) : Ĥ = 1

2~ω(â†â+ ââ†), ou encore :

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1
2

)
(7.12)

Opérateur N̂ .– Nous introduisons l’opérateur

N̂
def= â†â (7.13)

Construisons son spectre, qui est également le spectre de H d’après l’équation (7.12). Nous allons
suivre la logique suivante : nous commençons par supposer que nous connaissons un état propre
de N , noté |ϕn 〉 pour une valeur propre n (le choix de la notation vient de ce que nous allons
montrer que ces valeurs propres sont dans N) :

N̂ |ϕn 〉 = n |ϕn 〉 (7.14)

puis nous allons montrer, qu’à partir d’un état |ϕn 〉 supposé connu, les opérateurs â et â† nous
permettent de construire de nouveaux états propres de l’opérateur N̂ . Finalement cela nous
permettra de montrer que Spec(N̂) = N.

Action de â et â† sur les |n〉.– En utilisant la définition de N̂ et (7.11) on obtient

N̂(â|ϕn 〉) = (n− 1) â|ϕn 〉 (7.15)
N̂(â†|ϕn 〉) = (n+ 1) â†|ϕn 〉 (7.16)

ce qui montre que â|ϕn 〉 = C |ϕn−1 〉 et â†|ϕn 〉 = C ′ |ϕn+1 〉. Les constantes de normalisation C
et C ′ s’obtiennent facilement : C2〈ϕn−1 |ϕn−1 〉 = 〈ϕn |â†â|ϕn 〉 = 〈ϕn |N̂ |ϕn 〉 = n, c’est-à-dire,
à une phase près, C =

√
n :

â |ϕn 〉 =
√
n |ϕn−1 〉 (7.17)
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7.2 Le spectre de l’oscillateur harmonique Oscillateur harmonique

Notons que cette équation définit la phase relative des deux vecteurs. Par un raisonnement
analogue :

â† |ϕn 〉 =
√
n+ 1 |ϕn+1 〉 (7.18)

Nous montrons que n est nécessairement entier. Pour cela nous raisonnons par l’absurde.
(i) Remarquons d’abord que, d’après sa définition, N̂ doit posséder un spectre de valeurs propres
positives : 〈ϕn |N̂ |ϕn 〉 = 〈ϕn |â†â|ϕn 〉 = ||â|ϕn 〉||2 > 0.
(ii) Or, connaissant un état propre |ϕn 〉 de N̂ , si n /∈ N l’équation (7.15) nous permet de
construire des états propres associés à des valeurs propres négatives : pour cela il suffit d’appli-
quer â sur |ϕn 〉, un nombre de fois au moins supérieur à la partie entière de n.

La seule manière d’éviter une contradiction entre (i) et (ii) est donc que

n ∈ N (7.19)

ce qui interdit d’accéder aux n < 0, grâce à l’équation (7.17) qui assure :

â |ϕ0 〉 = 0 (7.20)

|ϕ0 〉 est donc le vecteur4 associé à la plus petite valeur propre de N̂ , donc également de l’énergie.
|ϕ0 〉 est donc l’état fondamental de Ĥ. Puisque nous connaissons l’action de â dans l’espace
de Hilbert (ou plutôt l’action de x̂ et p̂), cette équation définit le vecteur |ϕ0 〉.

Nous vérifions que nous avons bien construit tous les états propres5 de N̂ puisque n ∈ N est
que les opérateurs â et â† permettent de sauter de n à n± 1.

hω
hω

hω
hω

a✝

a

hω

|0> x

V(x)

2

......

|n+1>

|n>

|n−1>

|1>

Figure 7.1 – Spectre du puits harmonique. Les opérateurs a et a† permettent de descendre et
monter dans le spectre.

Spectre de Ĥ.– Nous avons terminé la construction des états propres de H. Les valeurs
propres de l’hamiltonien sont :

En = ~ω
(
n+

1
2

)
pour n ∈ N (7.21)

et les vecteurs propres sont définis par les relations (7.17,7.18). L’oscillateur harmonique uni-
dimensionnel a donc un spectre très particulier de niveaux d’énergie équidistants (séparés de

4Attention à ne pas confondre les deux notations : |ϕ0 〉 est le vecteur propre de H décrivant un quanton dans
l’état fondamental, tandis que, dans les notations de Dirac, 0 est le vecteur nul de l’espace de Hilbert décrivant
l’absence de quanton.

5Rappelons une petite propriété [de l’équation différentielle −ψ′′(x) +V (x)ψ(x) = Eψ(x)] : Dans un problème
d’états liés en dimension d = 1 (potentiel confinant), les valeurs propres de l’énergie ne sont pas dégénérées.
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Oscillateur harmonique 7.2 Le spectre de l’oscillateur harmonique

~ω). Dans une expérience de spectroscopie, une telle structure régulière sera donc caractérisitiques
de degrés de libert de vibration : on montre un exemple de tel spectre sur la figure 7.2.

L’opérateur â permet donc de passer de l’état d’énergie En à celui d’énergie En−1 et l’opérateur
â† de l’état d’énergie En à celui d’énergie En+1. L’opérateur â détruit une excitation de l’os-
cillateur et â† en crée une. Ces deux opérateurs permettent de construire les états propres de
H : connaissant le fondamental |ϕ0 〉, défini par l’équation (7.20), l’application de â† nous donne
tous les états excités :

|ϕn 〉 =
1√
n!

(â†)n |ϕ0 〉 (7.22)

- Exercice 7.5 (∗) : Démontrer ce résultat.

Figure 7.2 – Spectre de vibration d’une molécule HBr.

Fonctions d’onde.– Pour illustrer cette dernière remarque nous construisons les fonctions
d’onde, notées ϕn(x) = 〈x |ϕn 〉. L’état fondamental est donné par (7.20) :

〈x |â |ϕ0 〉 = 0 ⇔
(
mω

~
x+

d
dx

)
ϕ0(x) = 0 (7.23)

Nous trouvons immédiatement que la fonction d’onde est une gaussienne :

ϕ0(x) =
(mω
π~

)1/4
exp−mω

2~
x2 (7.24)

L’application de l’opérateur de création, ϕn(x) = 1√
n!

(
a†
)n
ϕ0(x) ∝

(
mω
~ − d

dx

)n
ϕ0(x), fait ap-

parâıtre les polynômes d’Hermite6 Hn(ξ). La fonction d’onde est :

ϕn(x) =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

Hn(ξ) e−
1
2
ξ2

où ξ
def=
√
mω

~
x (7.25)

- Exercice 7.6 : Utiliser les expressions de x et p en fonction de a et a† pour calculer les
valeurs moyennes de x, p, x2 et p2 dans un état propre |ϕn 〉. Calculer les fluctuations : ∆xϕn
et ∆pϕn (on rappelle que ∆A2

ϕ
def= 〈ϕ |A2|ϕ 〉 − 〈ϕ |A|ϕ 〉2). En déduire le produit ∆xϕn∆pϕn .

6La définition des polynômes d’Hermite est rappelée dans l’annexe A. Dans la variable ξ, la fonction d’onde

du fondamental est ϕ̃0(ξ) = 1

π1/4 e−ξ
2/2. L’opérateur de création prend la forme a† → ξ − d

dξ
. Si on écrit ϕ̃n(ξ) ∝

Hn(ξ)e−ξ
2/2, avec H0(x) = 1, il est facile de vérifier que ϕ̃n(ξ) = 1√

n
(a†ϕ̃n−1)(ξ) conduit à la relation Hn(ξ) =

(2ξ − d
dξ

)Hn−1(ξ), qui est bien la récurrence entre polynômes d’Hermite donné dans l’annexe A page 257. Qed.
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Figure 7.3 – Fonctions d’onde des neufs premiers états. On vérifie que le nombre de nœuds
cöıncide avec le degré d’excitation (théorème de Sturm-Liouville).

Résolution de l’équation de Schrödinger.– Il est intéressant de retrouver le spectre en partant
de l’équation de Schrödinger :

(
− ~2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2x2

)
ϕ(x) = E ϕ(x) (7.26)

Nous procédons par étapes (nous retrouverons la même logique dans l’étude de l’équation de
Schrödinger pour le potentiel en 1/r au chapitre 12).

• Étape 1 : Il est plus clair de travailler avec des variables adimensionnées : ξ =
√

mω
~ x et Ẽ =

E/~ω : (
− d2

dξ2
+ ξ2

)
ϕ̃(ξ) = 2Ẽ ϕ̃(ξ) (7.27)

• Étape 2 : On analyse les comportements asymptotiques de la solution. Pour |ξ| → ∞, on peut
négliger le membre de droite dans (7.27). On a alors : d2

dξ2 ϕ̃(ξ) ' ξ2ϕ̃(ξ). En remarquant que
d2

dξ2 e−ξ
2/2 = (ξ2 − 1)e−ξ

2/2, on déduit que le comportement dominant de la fonction d’onde à

l’infini est gaussien : ϕ̃(ξ) ∼ e−ξ
2/2.

• Étape 3 : On extrait le comportement dominant à l’infini en écrivant la fonction d’onde sous la
forme ϕ̃(ξ) = H(ξ) e−ξ

2/2. Un peu d’algèbre nous montre que la fonction H(ξ) obéit à l’équation

H ′′(ξ)− 2ξ H ′(ξ) + (2Ẽ − 1)H(ξ) = 0 (7.28)

Cette équation est un cas particulier d’équation hypergéométrique ; elle porte le nom d’équation
d’Hermite (annexe A page 257). Elle n’admet de solutions normalisables au sens

∫
dξ H(ξ)2e−ξ

2
<

∞ que si (Ẽ − 1/2) = n ∈ N. Ces solutions sont polynomiales ; il s’agit précisément des polynômes
d’Hermite Hn(ξ).

- Exercice 7.7 (∗∗) : Densité de probabilité classique.– L’équation du mouvement clas-
sique est ẍ = −ω2x. Nous notons xcl(t) la solution. Afin de définir une “densité de probabilité
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classique”, notée ρcl(x), nous introduisons une moyenne temporelle. ρcl(x)dx correspond à la
probabilité de trouver la particule d’énergie E dans [x, x+ dx[ si le système est observé pendant

un temps très grand (ou pendant une période). On a donc ρcl(x) def=
∫ T

0
dt
T δ(x − xcl(t)), où T

est la période. Montrer que pour la solution d’énergie E, la densité est : ρcl(x) = 1

π
√
x2
E−x2

avec

E = 1
2mω

2x2
E .
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Figure 7.4 – Densité de probabilité |ϕn(x)|2 pour n = 40. La courbe rouge en pointillés indique
le résultat classique ρcl(x) = 1

π
√
x2
E−x2

avec E = 1
2mω

2x2
E, pour E = E40 (cf. exercice).

Discutons les différences entre les deux courbes. Les oscillations de la densité quantique
|ϕn(x)|2 signalent un phénomène d’interférences (quantiques). On remarque que les oscillations
sont plus serrées vers le centre, où la particule va plus vite, qu’au voisinage des points de
rebroussement (cette remarque est liée à la relation de de Broglie p = h/λ). Sans surprise, nous
constatons que la densité quantique pénètre dans la région interdite classiquement (effet tunnel).

7.3 L’oscillateur harmonique bidimensionnel

Il est intéressant de considérer le problème d’une particule en dimension 2 soumise à un potentiel
harmonique (une parabolöıde), décrite par l’hamiltonien

H =
~p 2

2m
+

1
2
mω2

x x
2 +

1
2
mω2

y y
2 (7.29)

où ~r et ~p sont deux vecteurs du plan. L’étude de ce problème est simple et nous permet d’illustrer
la notion de produit tensoriel introduite à la fin du chapitre 3. L’espace de Hilbert du problème
bidimensionnel est H = Hx ⊗Hy.

Problème séparable.– L’hamiltonien (7.29) possède la structure :

H = Hx ⊗ 1Iy + 1Ix ⊗Hy (7.30)

où Hx = p2
x

2m + 1
2mω

2
x x

2 et Hy = p2
y

2m + 1
2mω

2
y y

2 n’agissent respectivement que dans Hx et Hy.
Puisque nous connaissons les spectres de valeurs propres et de vecteurs propres des hamiltonien
Hx et Hy, il existe un moyen simple de construire une base d’états propres de H (notons que
ce choix n’est pas toujours unique). En effet, si nous connaissons |ϕ 〉x ∈ Hx et |χ 〉y ∈ Hy
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7.3 L’oscillateur harmonique bidimensionnel Oscillateur harmonique

tels que Hx|ϕ 〉x = Ex|ϕ 〉x et Hy|χ 〉y = Ey|χ 〉y, nous voyons immédiatement que l’état |Ψ 〉 =
|ϕ 〉x ⊗ |χ 〉y est état propre de H

H|Ψ 〉 = (Hx ⊗ 1Iy + 1Ix ⊗Hy)|ϕ 〉x ⊗ |χ 〉y (7.31)
= (Hx|ϕ 〉x)⊗ (1Iy|χ 〉y) + (1Ix|ϕ 〉x)⊗ (Hy|χ 〉y) = (Ex + Ey)|Ψ 〉 (7.32)

avec la valeur propre Ex + Ey. Pour des hamiltoniens possédant la structure (7.30), où les
variables x et y ne sont pas couplées, nous avons donc un moyen simple de fabriquer une base
d’états propres. Du point de vue de la fonction d’onde, cela signifie qu’elle se factorise comme :

Ψ(~r) = 〈~r |Ψ 〉 = (〈x | ⊗ 〈y |)(|ϕ 〉x ⊗ |χ 〉y) = 〈x |ϕ 〉x 〈y |χ 〉y = ϕ(x)χ(y) (7.33)

Oscillateur harmonique bidimensionnel.– Si nous appliquons cette procédure à l’hamilto-
nien (7.29) nous déduisons immédiatement que son spectre de valeurs propres est donné par :

En,n′ = ~ωx
(
n+

1
2

)
+ ~ωy

(
n′ +

1
2

)
pour n, n′ ∈ N (7.34)

Les fonctions d’onde correspondantes sont Ψn,n′(~r) = ϕωxn (x)ϕωyn′ (y) où la fonction ϕωn(x) est
donnée par (7.25). Si le rapport ωx/ωy /∈ Q, le spectre ne présente aucune dégénérescence.

Dégénérescences accidentelles : ωx/ωy ∈ Q.– Des dégénérescences peuvent toutefois apparâıtre
lorsque le rapport des pulsations est un rationnel : ωx/ωy = p/q où p, q ∈ N∗. Écrivons dans ce
cas ωx = pω0 et ωy = qω0. Les énergies prennent la forme :

En,n′ = ~ω0(np+ n′q) + cste (7.35)

Nous notons la dégénérescence des niveaux : Ekq,k′p = Ek′q,kp, avec k, k′ ∈ N. De telles
dégénérescences sont dites accidentelles car elles ne résultent de l’existence d’aucune symétrie
particulière dans le problème.

Dégénérescences résultant d’une symétrie : le cas ωx = ωy ≡ ω.– Dans ce cas les énergies
prennent la forme En,n′ = ~ω(n+ n′ + 1). Les états propres de l’hamiltonien |n 〉x ⊗ |n′ 〉y sont
repérés par deux indices mais les niveaux d’énergie peuvent être indicés par un unique entier

EN = ~ω(N + 1) pour N ∈ N (7.36)

à chacune de ces énergies sont donc associés tous les états |n 〉x ⊗ |n′ 〉y tels que N = n + n′.
La dégénérescence de EN est donc donnée par le nombre de façons de partitionner l’entier N
comme la somme de deux entiers : dN =

∑∞
n=0

∑∞
n′=0 δN,n+n′ = N + 1. Contrairement au cas

ωx/ωy ∈ Q, ces dégénérescences résultent d’une symétrie du problème (la symétrie de rotation
dans le plan xOy).

Au lieu de considérer les états propres de H sous la forme |n 〉x⊗|n′ 〉y, il peut se révéler plus
intéressant de construire des états propres communs à H et l’opération de symétrie7 (c’est ce
qui sera fait dans le problème de l’annexe 15). Les nouveaux états propres sont des combinaisons
linéaires des |n 〉x⊗|n′ 〉y, et n’ont plus cette forme factorisée, cependant la nouvelle classification
(en fonction du moment orbital) montre explicitement la relation entre l’invariance par rotation
et les dégénérescences.

- Exercice 7.8 (∗) : Donner le spectre des énergies et les dégénérescences des niveaux d’énergie
d’un oscillateur harmonique isotrope en trois dimensions.

7Toute combinaison lineaire des états propres associés à la valeur propre dégénérée EN est encore état propre
avec la même valeur propre.
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, Les idées importantes :

• Connâıtre le spectre d’énergie (7.21).

• Savoir jouer avec les relations (7.11,7.17,7.18) : savoir faire l’exercice 7.6.

• Produit tensoriel. La notion de problème séparable.

• Dégénérescences résultant d’une symétrie ou dégénérescences accidentelles.
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7.3 L’oscillateur harmonique bidimensionnel Oscillateur harmonique

Exercices

Modes de vibration d’une châıne de ressorts

Nous étudions l’énergie de vibration d’une châıne de masses (identiques) reliées par des ressorts.
Cet exercice peut être vu comme un modèle simple pour étudier l’énergie de vibration d’un
cristal (ici unidimensionnel)8, le cas d’un ensemble d’oscillateurs couplés.

Commençons par montrer qu’il est possible de découpler ces oscillateurs.

- Exercice 7.9 (∗∗) : Modes propres de vibration d’un cristal 1d.– Nous étudions l’énergie de
vibration des atomes d’un “cristal” unidimensionnel formé d’atomes ayant pour positions {xn}
avec n ∈ Z, décrit par le lagrangien

L =
m

2

∑

n

[
ẋ2
n − ω2

0(xn − xn−1 − a)2
]
. (7.37)

On introduira les variables ξn = xn − na.

a) Variables normales et modes propres de vibration.– Soit χQ
def= 1√

N

∑
n ξne

−iQn, où N(→ ∞)
est la longueur de la châıne. Montrer que

L =
m

2

∑

Q

[
|χ̇Q|2 − ω2

Q|χQ|2
]

(7.38)

où ωQ = 2ω0| sin(Q/2)| (pour une châıne de longueur finie, avec conditions aux limites périodiques,
la somme porte sur les Q = 2nπ/N avec n = −N/2 + 1, · · · , N/2, où N est supposé pair pour
simplifier). Quelle est la variable canoniquement conjuguée πQ de χQ ? Déduire l’Hamiltonien
de la châıne.

b) Quantification.– Nous venons d’écrire l’énergie de vibration comme la somme d’énergies d’os-
cillateurs harmoniques indépendants de fréquences ωQ, avec Q ∈] − π,+π]. Quelle relation de
commutation satisfont les variables canoniquement conjuguées χQ et πQ ? En déduire les niveaux
d’énergie de la châıne de ressort.

L’exercice nous a montré que l’énergie de la châıne de ressorts peut être écrite sous la forme
d’une somme d’énergies d’oscillateurs harmoniques indépendants ayant des fréquences apparte-
nant à [0, 2ω0]. Ces modes propres de vibrations caractérisent des excitations des vibrations de la
châıne pour des vecteurs d’onde Q ∈ [−π,+π] déterminés, reliés à la pulsation par la relation de
dispersion ωQ = 2ω0| sin(Q/2)|. Notons que les modes de grandeurs longueurs d’onde (Q → 0)
sont associés à de petites fréquences ωQ ' ω0|Q| → 0 (aω0 est la vitesse du son), et donc à des
oscillateurs ayant un spectre plus dense pouvant être excités plus facilement.

8Attention : dans la section 6.4 ou dans l’annexe 6.4 nous avons étudié l’équation de Schrödinger pour un
potentiel périodique, i.e. nous avons étudié la dynamique des électrons soumis au potentiel périodique des ions
formant le cristal. Dans la présente section nous discutons les vibrations des atomes formant le cristal.
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Problème : États cohérents

Nous considérons un oscillateur harmonique à une dimension décrit par l’hamiltonien :

H =
P 2

2m
+

1
2
mω2X2 . (7.39)

On introduit les opérateurs adimensionnés x et p

X =

√
~
mω

x et P =
√

~mω p (7.40)

reliés aux opérateurs d’annihilation et de création par

x =
a+ a†√

2
(7.41)

p =
a− a†
i
√

2
. (7.42)

L’hamiltonien s’écrit

H =
~ω
2
(
p2 + x2

)
= ~ω

(
a†a+

1
2

)
(7.43)

Les états propres de H sont notés |ϕn 〉.

0/ Oscillateur classique.– Écrire les équations du mouvement classique pour les variables
x et p. Donner l’équation du mouvement pour la variable α(t) = 1√

2
[x(t) + ip(t)] et déduire

les solutions classiques αclass(t), xclass(t) et pclass(t) pour des conditions initiales x(0) = x0 et
p(0) = 0. Tracer la trajectoire dans l’espace des phases (x, p).

1/ États propres de H.– Calculer les valeurs moyennes de x et p dans un état propre
|ϕn 〉. Calculer les fluctuations correspondantes : ∆x|ϕn 〉 et ∆p|ϕn 〉 (on rappelle que ∆A2

ϕ
def=

〈ϕ |A2|ϕ 〉 − 〈ϕ |A|ϕ 〉2). Calculer le produit ∆x|ϕn 〉∆p|ϕn 〉.

2/ États cohérents.– Les états cohérents sont définis comme les états propres de l’opérateur
d’annihilation :

a |α 〉 = α |α 〉 (7.44)

Comme a n’est pas hermitique, α ∈ C. Dans cette question on cherche comment |α 〉 se
décompose sur les états propres de H.

a/ En écrivant |α 〉 =
∑∞

n=0 cn|ϕn 〉 trouver une relation de récurrence sur les coefficients cn. En
déduire comment cn est relié à c0.

b/ Normalisation.– En utilisant la normalisation 〈α|α〉 = 1, déduire l’expression de c0. Que
devient l’état cohérent pour α = 0 ?

c/ Remarquons que |ϕn 〉 peut être obtenu en appliquant plusieurs fois a† sur le vide |ϕ0 〉.
Donner explicitement cette relation et déduire de la question b que l’état cohérent peut être
obtenu en appliquant un opérateur sur le vide :

|α 〉 = e−
1
2
|α|2 eαa

† |ϕ0 〉 (7.45)

Nous cherchons maintenant à caractériser l’état cohérent. Pour cela nous calculons les valeurs
moyennes des différents opérateurs.
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d/ Calculer la valeur moyenne de l’operateur nombre N = a†a dans l’état |α 〉 ainsi que ses
fluctuations ∆N|α 〉. En déduire la valeur moyenne de l’énergie et ses fluctuations.

e/ Calculer les valeurs moyennes 〈x〉|α 〉 et 〈p〉|α 〉, ainsi que les fluctuations ∆x|α 〉 et ∆p|α 〉.
Calculer le produit ∆x|α 〉∆p|α 〉. comparer ces résultats à ceux de la question 1.

3/ Base surcomplète.– Calculer le produit scalaire de deux états cohérents |α 〉 et |α′ 〉.

4/ Évolution temporelle.– à l’instant t = 0, le système se trouve dans l’état |ψ(0) 〉 = |α 〉.
a/ Donner l’expression de l’état à un instant quelconque |ψ(t) 〉. En particulier on montrera qu’il
est possible de tenir compte de l’évolution de l’état par une dépendance simple du paramètre
complexe α→ α(t).

b/ Représenter l’évolution de α(t) dans le plan complexe pour une condition initiale α(0) = a ∈
R.

c/ Rappeler le sens physique des parties réelle et imaginaire ? Illustrer la dispersion de x et p
sur la figure (cf. question 2.e). Comparer avec les états propres |ϕn 〉. Justifier la dénomination
d’états “quasi-classiques” pour les états cohérents.

5/ Fonction d’onde.– Dans une représentation {|x 〉} l’opérateur d’annihilation devient a →
1√
2
( d

dx + x).

a/ Montrer que la fonction d’onde est une gaussienne : ψα(x) ∝ e−
A
2
x2+Bx. Exprimer A et B.

b/ On note les parties réelle et imaginaire α = 1√
2
(xcl + ipcl). Rappeler les dépendances tempo-

relles de α(t), xcl(t) et pcl(t). Montrer que la fonction d’onde est :

ψcoh.(x, t) =
1

π1/4
e−

1
2

[x−xcl(t)]
2+i pcl(t)x . (7.46)

c/ Montrer que la fonction d’onde en représentation {|p 〉} est :

ψ̃coh.(p, t) =
1

π1/4
e−

1
2

[p−pcl(t)]
2−ixcl(t) p . (7.47)
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Chapitre 8

Moment cinétique – Spin

8.1 Moment cinétique

L’opérateur de moment cinétique joue un rôle particulièrement important en mécanique quan-
tique (par exemple en physique atomique où l’invariance par rotation des atomes est utilisée).
Nous avons déjà évoqué au chapitre 6 que le moment cinétique est le générateur infinitésimal
des rotations (ce que nous allons démontrer). Dans tout problème invariant par rotation le mo-
ment cinétique est donc conservé, ce qui peut aider à construire des bases d’états propres de
l’hamiltonien. Ce point est particulièrement important pour la physique atomique, comme nous
le verrons au chapitre 12 : les états stationnaires des atomes seront en effet classés à l’aide de
leurs propriétés de symétrie sous les rotations. Un des objets du présent chapitre sera donc de
construire le spectre de l’opérateur moment cinétique. Nous insisterons sur le lien entre rotations
et moment cinétique.

8.1.1 Relations de commutation - Générateur des rotations

Considérons un premier exemple d’opérateur de moment cinétique : le moment cinétique orbital
d’une particule de position ~r et d’impulsion ~p

~̀ def= ~r × ~p (8.1)

Tout comme les opérateurs de position et d’impulsion, l’opérateur de moment cinétique est un
opérateur vectoriel1 (cette notion reste à définir précisément), cependant contrairement à ~r et
~p, les trois composantes de ~̀ ne commutent pas entre elles comme nous le vérifions2 :

[`x, `y] = [ypz − zpy, zpx − xpz] = [ypz, zpx] + [zpy, xpz] = y [pz, z] px + x [z, pz] py = i~`z (8.2)

Nous pouvons également calculer le commutateur [`x, `z]. Finalement :

[`x, `x] = 0 (8.3)
[`x, `y] = i~ `z (8.4)
[`x, `z] = −i~ `y (8.5)

Les 9 relations de commutation sont obtenues par permutations circulaires des indices.

1Notons que si ~r et ~p sont des opérateurs impairs, affectés par la parité comme Π~rΠ = −~r et Π ~pΠ = −~p,
l’opérateur de moment cinétique est pair : Π ~̀Π = +~̀. On dit que ~̀ est un pseudo-vecteur.

2Nous utilisons [AB,CD] = [A,C]DB +A[B,C]D + C[A,D]B +AC[B,D], propriété qui aura été démontrée
par le(a) lecteur(rice) dans un chapitre antérieur.
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8.1 Moment cinétique Moment cinétique – Spin

Tenseur antisymétrique.– Toute l’information peut être codée de manière plus compacte en in-
troduisant le tenseur antisymétrique εijk. Celui-ci est défini par les deux propriétés : (A) εijk est
antisymétrique sous l’échange de n’importe quel couple d’indices, par exemple εijk = −εjik. (B) Et
ε123 = +1.
Conséquences : on peut montrer que εijkεmnk = δimδjn − δinδjm, εijkεmjk = 2δim et εijkεijk = 6
(nous adoptons la convention d’Einstein de sommation implicite sur les indices répétés).

à l’aide de ce tenseur les 9 relations de commutation s’écrivent tout simplement :

[`i, `j ] = i~ εijk `k (8.6)

avec sommation implicite sur l’indice répété3.

- Exercice 8.1 (∗) : Montrer que la non commutation des composantes du moment orbital
conduit à

~̀× ~̀= i~ ~̀ (8.7)

Cette relation est une reécriture des relations (8.3,8.4,8.5) ou de (8.6).

- Exercice 8.2 (∗) : Considérons un atome à Z électrons. On note ~̀ (i) le moment orbital du
iième électron autour du noyau, agissant dans l’espace de Hilbert H (i). Montrer que le moment
orbital total ~L =

∑
i
~̀ (i), agissant dans l’espace de Hilbert H (1) ⊗ · · · ⊗H (Z) des Z électrons,

obéit aux mêmes relations de commutation.

Générateur des rotations.– Nous montrons que l’opérateur ~̀ est le générateur des rotations
dans l’espace de Hilbert. Considérons une rotation d’angle θ autour de l’axe Oz. Si nous la
faisons agir sur le vecteur ~r celui-ci est transformé en un vecteur ~r ′ (figure 8.1) tel que

x′ = cos(θ)x− sin(θ) y ' x− θ y (8.8)
y′ = sin(θ)x+ cos(θ) y ' y + θ x (8.9)

Nous avons développé l’expression au premier ordre en θ.

r
r’

!

y’
y

x’x

Figure 8.1 – Rotation du vecteur ~r autour de l’axe Oz d’un angle θ.

Nous codons l’information sur la direction (ici ~uz) et l’angle dans un vecteur ~θ dont le module
indique l’angle de rotation et la direction l’axe autour duquel celle-ci est effectuée (ici ~θ = θ~uz).
Le vecteur ~θ appartient donc à une boule de rayon π. Insistons, il faut trois paramètres pour
spécifier une rotation dans R3 : une direction (un vecteur unitaire, i.e. deux paramètres réels)
et un angle. Le groupe des rotations est un groupe continu à trois paramètres.

Au premier ordre en θ, la rotation infinitésimale de paramètre ~θ transforme le vecteur selon :

~r ′ ' ~r + ~θ × ~r (8.10)

Si nous considérons une fonction scalaire ψ(~r), celle-ci est par définition invariante par rotation,
ce qui s’exprime comme :

ψ′(~r ′) = ψ(~r) (8.11)
3Par exemple, pour i = 1 ≡ x et j = 2 ≡ y, la relation devient : [`1, `2] = i~ ε12k `k = i~ (ε121 `1+ε122 `2+ε123 `3).

D’après la définition du tenseur on a ε121 = 0, ε122 = 0 et ε123 = 1. Finalement on a bien : [`1, `2] = i~ `3.
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La variation locale de la fonction est : δψ(~r) = ψ′(~r)− ψ(~r). Nous voyons sans peine que :

δψ(~r) ' ψ(~r − ~θ × ~r)− ψ(~r) ' −(~θ × ~r) · ~∇ψ(~r) = −~θ · (~r × ~∇)ψ(~r) (8.12)

donc
ψ′(~r) '

(
1− ~θ · (~r × ~∇)

)
ψ(~r) (8.13)

Nous reconnaissons l’opérateur ~̀ et pouvons reécrire cette relation

〈~r |ψ′ 〉 ' 〈~r |
(

1− i
~
~θ · ~̀

)
|ψ 〉 i.e. |ψ′ 〉 =

(
1− i

~
~θ · ~̀

)
|ψ 〉 (8.14)

ce qui nous montre que l’opérateur de rotation pour un angle infinitésimal est R(~θ) ' (1− i
~
~θ · ~̀)

ou encore4

R(~θ) = e−
i
~
~θ·~̀ (8.15)

Nous venons donc de démontrer que le moment cinétique est bien le générateur infi-
nitésimal des rotations dans l’espace de Hilbert. Nous remarquons que jusqu’à l’équation
(8.13) la mécanique quantique n’a pas été invoquée. Dans la théorie du moment cinétique telle
qu’elle est généralement développée dans les cours de mécanique quantique, fort peu de choses
viennent de la mécanique quantique. Afin d’insister sur ce point, je souhaiterais faire quelques
remarques sur le groupe des rotations.

8.1.2 Quelques considérations sur le groupe des rotations

Cette section a pour objet d’introduire quelques idées sur le groupe des rotations et de
montrer que l’essentiel des propriétés des moments cinétiques en mécanique quantique vient de
la théorie des groupes (on pourra consulter l’ouvrage [41] et en particulier le chapitre qui y est
consacré au groupe des rotations). On cherche donc ici à remettre en perspective la question
du moment cinétique en mécanique quantique. La section B peut être sautée sans gêner la
compréhension des sections suivantes.

Préliminaire : retour sur le groupe des translations.– Notons T (~a) l’opérateur de trans-
lation de ~a. L’ensemble de ces opérateurs forme un groupe de transformations non compact (ici
paramétrés par 3 paramètres appartenant à un domaine non compact, R3). Lorsqu’on applique
plusieurs translations il est facile de se convaincre que l’ordre dans lequel sont effectuées ces
opérations n’importe pas, ainsi que la figure l’illustre. Tous les éléments du groupe commutent
T (~a1)T (~a2) = T (~a2)T (~a1) = T (~a1 + ~a2) ∀ ~a1, ~a2. Le groupe est dit abélien.

a1

a2

a1

a2

y

x
M

M’

Figure 8.2 – Commutation de deux translations.

4Le passage d’une rotation pour θ � 1 à un angle fini se fait à l’aide de la relation limN→∞(1 + A
N

)N = eA.
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Nous avions étudié les opérateurs de translations agissant dans l’espace de Hilbert et montré
qu’ils s’expriment comme5 T̂ (~a) = e−

i
~ ~̂p·~a. Puisque les éléments du groupe des translations

sont repérés par trois paramètres indépendants (les composantes de ~a) le groupe possède trois
générateurs (les composantes de ~̂p). Nous pouvons donc relier la nature abélienne du groupe à
la commutativité de ses générateurs : [p̂x, p̂y] = [p̂y, p̂z] = [p̂z, p̂x] = 0.

Algèbre de Lie du groupe des rotations.– Je commence par montrer que les relations de
commutation (8.6) ne viennent pas de la mécanique quantique mais sont une propriété générale
des rotations. C’est même ce qui définit le groupe des rotations. Dans le paragraphe précédent j’ai
montré que l’opérateur de moment orbital est le générateur des rotations des fonctions scalaires.
Dans ce paragraphe je vais inverser la logique et partir de l’idée générale que le moment cinétique
est défini comme le générateur infinitésimal des rotations.

Les rotations R(~θ) forment un groupe compact à trois paramètres (les composantes de ~θ) :
le vecteur ~θ appartient à une boule de rayon π dont les points opposés sont identifiés6, i.e. à un
domaine compact.

’r
r

rE( )

r(E )’ ’

!

!

x

y

Figure 8.3 – Rotation d’un champ vectoriel ~E(~r) autour de l’axe Oz d’un angle θ.

Rotations des vecteurs : 7 Commençons par reprendre l’analyse de la rotation des vecteurs. Soit
une quantité vectorielle ~V . Celle-ci est donc affectée par une rotation infinitésimale de paramètre
~θ comme (figure 8.3) :

~V ′ ' ~V + ~θ × ~V (8.16)

J’insiste : c’est cette relation qui définit la nature vectorielle de ~V . Dans l’espace R3 dans lequel
vit le vecteur ~V , la rotation R(~θ) est représentée par une matrice 3 × 3 8. J’écris la rotation
infinitésimale sous la forme :

R(~θ) ' 1− i ~θ · ~Ω (8.17)
5Notion de représentation.– Relation entre les deux notations utilisées dans le texte : T (~a) désigne l’opération

de translation. Celle-ci agit sur toute grandeur physique, et notamment sur les vecteurs de l’espace de Hilbert
par le biais d’un opérateur unitaire T̂ (~a). L’ensemble de ces opérateurs unitaires, {T̂ (~a)} avec ~a ∈ R3, forme une
représentation du groupe de translation.

6puisque pour ~u unitaire R(π~u) ≡ R(−π~u)
7On pourrait se poser la question : comment le physicien définit-il la nature d’une grandeur physique ? Est-

elle scalaire (comme une pression p, une densité ρ,...) vectorielle (comme les champs électrique ~E et magnétique
~B,...), tensorielle (comme un tenseur de conductivité électrique, un tenseur des contraintes) ? Remarquons qu’il
ne suffit pas de regrouper des quantités physiques pour fabriquer un vecteur ou un tenseur. Si le champ électrique
~E = (Ex, Ey, Ez) est un bien vecteur, pourquoi donc le triplet (ρ,Ex, Bx) n’est-il pas un vecteur ? La réponse
est fournie en faisant agir une rotation sur le système : si nous considérons une rotation infinitésimale R(θ~uz) le

champ électrique est transformé comme ~E ′ = (Ex − θEy, Ey + θEx, Ez) ' ~E + ~θ × ~E (figure 8.3), i.e. comme le
vecteur position, alors que le second triplet est transformé comme : (ρ,Ex−θEy, Bx−θBy). C’est donc la manière
dont les quantités physiques subissent des transformations qui définit leur nature. Nous pouvons donc donner les
définitions à la physicienne de quantités scalaires et vectorielles : une quantité physique scalaire est invariante
sous le groupe des rotations, une quantité physique vectorielle se transforme sous le groupe des rotations comme
le vecteur position ~r,...

8L’ensemble de ces matrices forme le groupe SO(3) des matrices Orthogonales de dimension 3 (le “S”, pour
“spécial”, indique que les matrices sont de déterminant 1).
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où Ωx, Ωy et Ωz sont trois matrices 3×3 [les générateurs du groupe SO(3)]. Les relations (8.8,8.9)
écrites comme ~V ′ ' ~V − i(~θ · ~Ω)~V , avec ~θ = θ ~uz, nous donnent Ωz. Nous trouvons facilement
les deux autres composantes :

Ωx =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 , Ωy =




0 0 i
0 0 0
−i 0 0


 et Ωz =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 (8.18)

Ces trois matrices agissent sur le triplet formé des composantes cartésiennes (Vx, Vy, Vz). Il est
commode de regrouper différemment les composantes. Nous définissons :

V0 = Vz (8.19)

V± =
∓Vx + iVy√

2
(8.20)

Autrement dit on passe des composantes cartésiennes à ces nouvelles composantes à l’aide de la
transformation :




V+

V0

V−


 =



−1/
√

2 i/
√

2 0
0 0 1

1/
√

2 i/
√

2 0






Vx
Vy
Vz


 = U†




Vx
Vy
Vz


 (8.21)

- Exercice 8.3 (∗∗) : La représentation des générateurs dans la nouvelle base est donnée par
les matrices : ~J = U†~ΩU . Vérifier que :

Jx =
1√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 , Jy =

1√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


 et Jz =




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 (8.22)

On voit donc ce qu’on a gagné dans le changement de base : nous avons diagonalisé la
composante Jz (bien entendu, seule une des matrices peut être diagonalisée puisque les trois
matrices ne commutent pas, comme nous le vérifions maintenant). Nous pouvons calculer les
relations de commutation entre ces matrices, soit à l’aide de la représentation (8.18) soit avec la
représentation (8.22).

- Exercice 8.4 (∗∗) : Vérifier que les composantes de ~J obéissent aux relations de commu-
tation :

[Ji,Jj ] = i εijk Jk (8.23)

et que les composantes de ~Ω satisfont des relations analogues.

Les relations (8.23) sont appelées l’algèbre de Lie du groupe.

La non commutation des générateurs des rotations traduit la non commuta-
tion de certaines rotations, ce qui n’a rien de spécifiquement quantique.

R(~θ)R(~θ ′) 6= R(~θ ′)R(~θ) en général (8.24)

Le groupe est dit non abélien. Cette non commutativité est illustrée sur la figure en considérant
les rotations R(−π

2~uy)R(π2~ux) et R(π2~ux)R(−π
2~uy).

- Exercice 8.5 (∗∗) : à l’aide de (8.18) ou de (8.22), montrer que l’opérateur ~J 2 est propor-
tionnel à l’identité :

~Ω 2 = ~J 2 =




2 0 0
0 2 0
0 0 2


 (8.25)
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Figure 8.4 – La non commutativité des rotations : faisons agir deux rotations sur le rectangle
initialement dans le plan xOy. Suivant l’ordre dans lequel les rotations agissent, le résultat est
différent. (a) : rotation R(−π

2~uy)R(π2~ux). (b) : rotation R(π2~ux)R(−π
2~uy).

Ces petits calculs appellent quelques commentaires : nous venons de retrouver la relation
de commutation (8.6) dans un cadre qui n’a rien de spécifiquement quantique9. Nous avons vu
qu’aussi bien les opérateurs différentiels qui font tourner les fonctions scalaires (~̀= −i~~r × ~∇),
que les matrices (8.22) qui font tourner les vecteurs, satisfont les mêmes relations de commu-
tation. Suivant la nature de la quantité physique considérée, l’opérateur de moment cinétique,
défini comme le générateur du groupe des rotations, est représenté par différents opérateurs. Un
vecteur est un objet à 3 composantes, il faut donc des matrices 3× 3 pour le faire tourner. Un
tenseur de rang 2 (comme la conductivité électrique σij) est un objet à 9 composantes et des
“matrices” 9 × 9 seront nécessaires pour traduire l’effet des rotations. Les vecteurs de l’espace
de Hilbert (des vecteurs “à nombre infini de composantes”) subissent l’effet des rotations à tra-
vers des opérateurs unitaires (des “matrices de dimension infinie”). Chaque quantité physique
engendre une représentation différente du groupe des rotations (i.e. les trois composantes du mo-
ment cinétique sont représentées par différents opérateurs), mais quelle que soit la représentation,
les générateurs satisfont les relations de commutation (8.23). Ce sont ces dernières qui définissent
le groupe des rotations : on appelle εijk les constantes de structure du groupe des rotations10.

8.1.3 Le moment cinétique en mécanique quantique

Nous avons introduit la notion de moment cinétique en considérant le moment orbital ~̀. Dans
l’exercice 8.2, nous avons vu qu’il est possible de considérer d’autres opérateurs de moment
cinétique (en ajoutant les moments cinétiques associés à différentes particules). Nous prenons ici
comme définition d’un moment cinétique ~J un opérateur dont les trois composantes obéissent
aux relations de commutation :

[Ji, Jj ] = i~ εijk Jk (8.26)

(~ est rétabli et l’opérateur ~J a la bonne dimension d’un moment cinétique, celle de ~).
Les trois composantes ne peuvent donc pas être diagonalisées simultanément.

- Exercice 8.6 (important) : Montrer que ~J 2 commute avec les trois composantes de ~J :

[ ~J 2, Ji] = 0 (8.27)

Nous pouvons donner l’interprétation physique de cette relation : Puisque ~J est le
générateur infinitésimal des rotations dans l’espace de Hilbert, cette relation de commutation

9Dans (8.6) la présence du ~ vient de notre définition du générateur, dans la rotation (8.15).
10Pour approfondir cette discussion on pourra consulter [13], dont j’ai repris l’esprit ici, qui contient une

introduction très claire et pédagogique au groupe des rotations. En particulier sont expliquées les notions de
représentations réductibles et irréductibles.
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traduit l’invariance de ~J 2 sous les rotations11, i.e. la nature scalaire du module carré du vecteur.

Objectif : D’après l’équation (8.27) nous pouvons chercher une base d’états propres communs
à ~J 2 et une des composantes de ~J . Nous choisissons Jz.

Pour construire le spectre, il est commode d’introduire les deux opérateurs J± :

J±
def= Jx ± iJy (8.28)

La logique que nous allons adopter est très proche de celle qui nous a permis de trouver le spectre
de l’oscillateur harmonique. Nous commençons par calculer les relations de commutation entre
opérateurs :

[Jz, J+] = ~ J+ (8.29)
[Jz, J−] = −~ J− (8.30)
[J+, J−] = 2~ Jz (8.31)

- Exercice 8.7 : Deux relations utiles.– Démontrer les deux relations que nous utiliserons à
plusieurs reprises par la suite :

J+J− = ~J 2 − J2
z + ~ Jz (8.32)

J−J+ = ~J 2 − J2
z − ~ Jz (8.33)

Nous construisons maintenant le spectre de vecteurs propres communs à Jz et ~J 2.

• Les valeurs propres de ~J 2 sont positives. Il est commode pour la suite d’indexer les valeurs
propres comme j(j + 1)~2 (cette paramétrisation est licite car x 7→ x(x+ 1) est une fonction
bijective de R+ sur R+).

Nous notons12 | j,m 〉 le vecteur propre des deux opérateurs :

~J 2 | j,m 〉 = ~2 j(j + 1) | j,m 〉 (8.34)

Jz | j,m 〉 = ~m | j,m 〉 (8.35)

Si la paramétrisation des valeurs propres de Jz est naturelle et revient à extraire un facteur
dimensionné, celle des valeurs propres de ~J 2 est guidée par.... sa commodité connaissant le
résultat !

Notre but est maintenant de prouver que j et m sont quantifiés. Pour cela, nous démontrons
un certain nombre de propriétés.

• À j fixé, les valeurs propres de Jz sont comprises entre −j et +j.

Démonstration : La norme du vecteur J+| j,m 〉 est :

||J+| j,m 〉||2 = 〈 j,m |J−J+| j,m 〉 = ~2(j(j + 1)−m(m+ 1)) > 0 (8.36)

où nous avons utilisé (8.33). Cette relation conduit à l’inégalité sur m :

−(j + 1) 6 m 6 j (8.37)

D’autre part :

||J−| j,m 〉||2 = 〈 j,m |J+J−| j,m 〉 = ~2(j(j + 1)−m(m− 1)) > 0 (8.38)

11Soit S un opérateur, [S, ~J ] = 0 assure que [S,R(~θ)] = 0 ∀~θ, où R(~θ) = exp− i
~
~θ · ~J .

12pour l’instant les deux relations qui suivent définissent le vecteur | j,m 〉.

119



8.1 Moment cinétique Moment cinétique – Spin

où nous avons cette fois utilisé (8.32). Nous obtenons l’inégalité

−j 6 m 6 j + 1 (8.39)

Les inégalités (8.37,8.39) ne sont compatibles que si

|m| 6 j (8.40)

Interprétation : la moyenne d’une des composantes ne peut excéder le module (pour être plus
précis : la moyenne du module, ~

√
j(j + 1), est toujours strictement supérieure à la plus grande

des valeurs propres de Jz, ~j) :

∀ |ψ 〉 ∈H 〈|| ~J ||〉ψ >︸︷︷︸
mais pas >

| 〈Jz〉ψ | (8.41)

Le fait que l’inégalité soit stricte signale que les fluctuations quantiques des composantes Jx et
Jy ne peuvent pas être annulées au profit de la composante Jz.

• Nous montrons que l’action des opérateurs J+ et J− génère de nouveaux états propres, de
même j (car [ ~J 2, J±] = 0) mais de m différents (car [Jz, J±] 6= 0). En utilisant [Jz, J±] = ±~J±,
nous notons que :

Jz J±| j,m 〉 = ~(m± 1) J±| j,m 〉 (8.42)

ce qui prouve que J±| j,m 〉 ∝ | j,m ± 1 〉. Nous pouvons préciser quel est le facteur : la norme
de J± | j,m 〉 est donnée par (8.38,8.36) ce qui conduit à

J± | j,m 〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m± 1) | j,m± 1 〉 (8.43)

(ce qui définit la phase relative des deux vecteurs).

• Quantification.– Nous utilisons encore une fois (8.32) ou plutôt (8.38) pour m = −j :

J−| j,−j 〉 = 0 (8.44)

et (8.33,8.36) pour m = j :
J+| j, j 〉 = 0 (8.45)

La première de ces relations définit | j,−j 〉. Puis nous générons les nouveaux vecteurs propres
| j,m 〉 en appliquant successivement J+ : (J+)n| j,−j 〉 ∝ | j,−j + n 〉. Nous voyons que la seule
façon de ne pas violer (8.40) est que 2j soit un entier, ainsi la série des nouveaux vecteurs
| j,−j + n 〉 s’arrête après n = 2j applications de J+ : (J+)2j+1| j,−j 〉 ∝ J+ | j, j 〉 = 0. Nous
concluons que le nombre j est quantifié

2 j ∈ N (8.46)

Nous voyons donc que m est entier (si j est entier), ou demi-entier (si j est demi-entier).

• Sous espaces E (j) stables sous les rotations.– Nous avons vu que l’opérateur Jz est diagonal
dans la base des | j,m 〉. D’autre part les éléments de matrice de Jx et Jy peuvent être obtenus
à l’aide de (8.43). Nous insistons sur le fait que dans la base des | j,m 〉, les trois opérateurs ont
une structure diagonale par blocs 〈 j,m |Ji| j′,m′ 〉 ∝ δj,j′ . Nous pouvons également trouver des
règles de sélection sur le nombre quantique m en notant J̃µ les trois composantes du moment
cinétique avec µ = 0, ±1 (par convention J̃0 ≡ Jz et J̃±1 ≡ J±)

〈 j,m |J̃µ| j′,m′ 〉 ∝ δj,j′ δm,m′+µ (8.47)
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Figure 8.5 – Représentation des états | j,m 〉 dans l’espace (Jx, Jy, Jz). Dans l’état | j,m 〉, la
composante Jz est fixée à m ∈ {j, j − 1, · · · , −j} alors que les autres composantes fluctuent :
le vecteur ~J est donc délocalisé sur un cercle (on a représenté les cônes engendrés par la rota-
tion du vecteur). Ces fluctuations sont minimales dans l’état | j,±j 〉, mais ne s’annulant pas
elles sont responsables de ce que le module || ~J ||, égal à

√
j(j + 1), reste toujours strictement

supérieur à |m|.

Nous notons E (j) le sous espace propre de ~J 2 associé à la valeur propre ~2j(j + 1) (on a
dimE (j) = 2j + 1). Désignons par ~J (j) la restriction de l’opérateur de moment cinétique
dans E (j). L’espace de Hilbert13 est la réunion de tous les espaces E (j), ce qui est noté
H =

⊕
j E (j).

À ce stade, nous devons anticiper sur les prochains chapitres (9 et 11), dans lequels nous verrons
qu’il existe deux types de quantons : les bosons dont l’espace de Hilbert se décompose comme une
somme sur tous les j entiers, Hboson =

⊕∞
n=0 E (n), et les fermions dont l’espace de Hilbert fait

intervenir tous les j demi-entiers, Hfermion =
⊕∞

n=0 E (n+ 1/2).

Dans la base des {| j,m 〉}, ordonnés par ordre croissant de j, l’opérateur de moment cinétique
possède la structure diagonale par blocs. Pour un boson :

~J =




0 0 0 · · ·
0 ~J (1) 0 · · ·
0 0 ~J (2) · · ·
...

...
...

. . .




l dimE (0) = 1
l dimE (1) = 3
l dimE (2) = 5
...

...

(8.48)

alors que pour un fermion :

~J =




~J (1/2) 0 0 · · ·
0 ~J (3/2) 0 · · ·
0 0 ~J (5/2) · · ·
...

...
...

. . .




l dimE (1/2) = 2
l dimE (3/2) = 4
l dimE (5/2) = 6
...

...

(8.49)

Les opérateurs de rotations

R(~θ) = e−i~θ· ~J/~ (8.50)

ont la même structure diagonale par blocs, c’est-à-dire que les sous espaces E (j) restent stables
sous les rotations : les composantes du vecteur d’état |ψ 〉 associées à différents j ne sont pas
mélangées.

13Il s’agit de l’espace de Hilbert décrivant une particule sur une sphère. Cf. remarque “ECOC” ci-dessous.
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Comme E (j) ne contient pas de sous espace stable autre que lui-même, dans le langage de la théorie
des groupes, on dit que E (j) engendre une représentation irréductible du groupe des rotations.

Rq : Comment analyser ces résultats dans le cadre de la discussion plus générale de la sec-
tion B ? Comme toute quantité physique, les vecteurs d’état de l’espace de Hilbert H (ou leurs
représentations sous forme de fonctions d’onde) engendrent une représentation du groupe des rota-
tions. Cette représentation est réductible. En construisant les états propres de ~J 2, Jz nous avons
identifié toutes les représentations irréductibles du groupe des rotations [i.e. les plus petits sous
espaces de H stables sous les rotations : les sous espaces E (j)].

- Exercice 8.8 : Sous espace de j = 1.– On considère le sous espace E (1) de dimension 3
dont une base est {|1, 1 〉, |1, 0 〉, |1,−1 〉}. Montrer que dans cette base l’opérateur de moment
cinétique est représenté par les matrices :

J (1)
x =

~√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 , J (1)

y =
~√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


 et J (1)

z = ~




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 (8.51)

Vérifier que ( ~J (1))2 = 2~2.

Un petit commentaire sur l’exercice : nous venons de retrouver les matrices calculées dans la
section B à partir de considérations sur l’action des rotations sur un vecteur. Nous en concluons
qu’un vecteur de R3 est un objet de spin j = 1. Pour bien nous en convaincre, nous suivons la
démarche inverse de celle de la section B : considérons les trois vecteurs d’état

|1, x 〉 =
1√
2

(−|1, 1 〉+ |1,−1 〉) (8.52)

|1, y 〉 =
i√
2

(|1, 1 〉+ |1,−1 〉) (8.53)

|1, z 〉 = |1, 0 〉 (8.54)

- Exercice 8.9 (∗∗) : Vérifier que, dans la base {|1, x 〉, |1, y 〉, |1, z 〉}, les composantes de
l’opérateur de moment cinétique sont données par les matrices (8.18), au facteur ~ près.

- Exercice 8.10 (∗∗) : Calculer la matrice représentant l’opérateur e−iθJz/~ dans cette base.

Autrement dit : les trois vecteurs |1, x 〉, |1, y 〉 et |1, z 〉 se mélangent lors d’une rotation exac-
tement comme les trois composantes cartésiennes d’un vecteur de R3. Cette remarque apparâıtra
évidente une fois fait l’exercice 8.16 page 125.

Rq : ECOC.– à moins de faire de la mécanique quantique sur une sphère14, ou de n’étudier
que les degrés de liberté de spin, ~J 2 et Jz ne forment pas un ECOC. Par exemple, si on étudie
le mouvement d’un quanton dans l’espace R3, il faut également décrire le degré de liberté radial
à l’aide d’un troisième nombre quantique. En général, une base de l’espace de Hilbert sera
{|τ, j,m 〉} où τ est un nombre quantique associé à un scalaire, ou un ensemble de nombres
quantiques, discret(s) ou continu(s) suivant le problème. Le nombre quantique supplémentaire
peut être l’énergie, par exemple. L’orthonormalisation s’écrit dans ce cas : 〈τ, j,m |τ ′, j′,m′ 〉 =
δτ,τ ′ δj,j′ δm,m′ [si τ est un paramètre continu on procède à la substitution δτ,τ ′ → δ(τ − τ ′)].
Dans ce cas nous noterons E (τ, j) les sous espaces propres de dimension 2j + 1 de ~J 2.

Résumé des propriétés importantes :

[Ji, Jj ] = i~ εijk Jk (8.55)

14C’est le cas si on étudie le mouvement de rotation d’une molécule rigide.

122



Moment cinétique – Spin 8.1 Moment cinétique

Les états propres de ~J 2 et Jz sont {| j,m 〉} avec

~J 2 | j,m 〉 = ~2 j(j + 1) | j,m 〉 avec j = 0, 1, 2, ... ou j = 1/2, 3/2, · · · (8.56)
Jz | j,m 〉 = ~m | j,m 〉 avec m = −j, −j + 1, · · · , j − 1 , j (8.57)
J± | j,m 〉 = ~

√
j(j + 1)−m(m± 1) | j,m± 1 〉 (8.58)

Gardons en tête que la diagonalisation de ~J 2 conduit soit à des valeurs de j entières soit à
des valeurs demi-entières, mais jamais les deux en même temps.

- Exercice 8.11 (∗) : Fluctuations des composantes du moment cinétique.– Calculer
〈 j,m |J2

x | j,m 〉 et montrer que

(
∆Jx

)
| j,m 〉 =

~√
2

√
j(j + 1)−m2 . (8.59)

En déduire ∆Jx∆Jy. Analyser ce résultat à l’aide de la relation de commutation (8.55). Retour-
ner sur la figure 8.5 à la lumière de ce petit calcul.

8.1.4 Moment orbital et harmoniques sphériques

Revenons au moment orbital. Nous notons | `,m 〉 les états propres de ~̀2 et `z et cherchons les
fonctions d’onde correspondantes. Comme nous l’avons remarqué, {~̀2, `z} n’est pas un ECOC
dans l’espace de Hilbert des états |~r 〉. L’opérateur de moment orbital (le générateur infinitésimal
des rotations) n’agit que sur la partie angulaire des fonctions d’onde ; les états | `,m 〉 ne ca-
ractérisent que la partie angulaire de l’état quantique. Les fonctions d’onde correspondantes
sont notées15

Y m
` (θ, ϕ) def= 〈θ, ϕ | `,m 〉 (8.60)

et sont appelées les harmoniques sphériques.

- Exercice 8.12 (∗∗) : (fastidieux) On note simplement ~̀ = −i~~r × ~∇ la représentation de
l’opérateur dans agissant dans l’espace des fonctions. Montrer que les opérateurs différentiels en
coordonnées sphériques s’expriment comme :

`z = −i~
∂

∂ϕ
(8.61)

`± = ~ e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+

i
tan θ

∂

∂ϕ

)
(8.62)

~̀2 = −~2

(
∂2

∂θ2
+

1
tan θ

∂

∂θ
+

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)
(8.63)

On reconnâıt la partie angulaire du Laplacien en coordonnées sphériques. Nous pouvons
écrire le Laplacien comme :

∆ =
1
r

∂2

∂r2
r −

~̀2

~2r2
=

∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
−

~̀2

~2r2
. (8.64)

Il n’est pas surprenant de trouver que ~̀2 est un “morceau” du Laplacien. Rappelons-nous en
effet que ce dernier est proportionnel à la représentation spatiale de l’énergie cinétique Ec =

1
2m~p

2 = − ~2

2m∆. Le dernier terme du Laplacien s’interprète donc comme un terme d’énergie
cinétique de rotation.

15|θ, ϕ 〉 désigne l’état angulaire du quanton localisé dans la direction (θ, ϕ). L’orthonormalisation de ces états
s’écrit : 〈θ, ϕ |θ′, ϕ′ 〉 = δ(cos θ − cos θ′) δ(ϕ− ϕ′).
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États propres de `z.– Les états propres de `z sont des fonctions : Φm(θ, ϕ) = 1√
2π
f(θ) eimϕ. Ces

fonctions ne sont univaluées, i.e. Φm(θ, ϕ+ 2π) = Φm(θ, ϕ), que si m ∈ Z. Nous concluons que
pour le moment orbital, le nombre quantique ` est forcément entier :

` ∈ N (8.65)

Orthonormalisation et relation de fermeture.– L’orthonormalisation des états s’exprime
comme :

∫
dΩY m

` (θ, ϕ)Y m′
`′ (θ, ϕ)∗ = δ`,`′ δm,m′ (8.66)

où dΩ def= d cos θ dϕ = dθ sin θ dϕ. La relation de fermeture s’écrit :

〈θ, ϕ |θ′, ϕ′ 〉 =
∞∑

`=0

+∑̀

m=−`
Y m
` (θ, ϕ)Y m

` (θ′, ϕ′)∗ = δ(cos θ − cos θ′) δ(ϕ− ϕ′) (8.67)

où |θ, ϕ 〉 est un état localisé sur la sphère.

- Exercice 8.13 (∗) : Montrer que δ(cos θ − cos θ′) = 1
sin θ δ(θ − θ′).

Calcul des harmoniques sphériques.

(i) Nous commençons par chercher Y −`` . Nous savons que Y −`` (θ, ϕ) = f(θ) e−i`ϕ. En écrivant
`−Y

−`
` (θ, ϕ) = 0 nous voyons que (− ∂

∂θ + `
tan θ )f(θ) = 0 d’où nous déduisons aisément que

Y −`` (θ, ϕ) ∝ (sin θ)` e−i`ϕ. Enfin nous normalisons la fonction16 :

Y −`` (θ, ϕ) =
1

2` `!

√
(2`+ 1)!

4π
(sin θ)` e−i`ϕ (8.68)

(ii) Nous construisons les Y m
` avec m > −` par applications successives de `+ en utilisant (8.58).

Par exemple : Y 0
1 (θ, ϕ) = 1

~
√

2
`+Y

−1
1 (θ, ϕ) =

√
3

16π ( ∂∂θ + 1
tan θ ) sin θ =

√
3

4π cos θ. Une nouvelle
application de `+ nous donne Y 1

1 .

- Exercice 8.14 (∗∗) : Calculer les harmoniques sphériques pour ` = 2.

Donnons les expressions des premières harmoniques sphériques :

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

(8.69)

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ et Y ±1

1 (θ, ϕ) = ∓
√

3
8π

sin θ e±iϕ (8.70)

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) , Y ±1

2 (θ, ϕ) = ∓
√

15
8π

cos θ sin θ e±iϕ

et Y ±2
2 (θ, ϕ) =

√
15

32π
sin2 θ e±2iϕ (8.71)

On peut donner l’expression générale des harmoniques sphériques qui s’expriment à l’aide
des polynômes de Legendre généralisés Pm` (x) def= (1 − x2)m/2 dm

dxmP`(x) (où les polynômes de
Legendre P`(x) sont donnés en annexe A) [28] :

Y m
` (θ, ϕ) = (−1)(m+|m|)/2

√
(2`+ 1)(`− |m|)!

4π(`+ |m|)! P
|m|
` (cos θ) eimϕ (8.72)

16Pour calculer la constante de normalisation, on peut faire apparâıtre la fonction β d’Euler (cf. annexe A).
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Deux propriétés :
• Conjugaison complexe : [Y m

` (θ, ϕ)]∗ = (−1)mY −m` (θ, ϕ).
• Action de la parité : Y m

` (π−θ, ϕ+π) = (−1)`Y m
` (θ, ϕ). Les harmoniques sphériques sont donc

états propres de l’opérateur de parité17. Le(a) lecteur(rice) faisant l’exercice 8.15 ci-dessous,
comprendra mieux cette propriété.

Action des rotations sur les fonctions scalaires.–

Nous pouvons reprendre la remarque faite ci-dessus. Si nous considérons une fonction quelconque,
celle-ci peut donc se décomposer comme18,19 :

f(θ, ϕ) =
∞∑

`=0

+∑̀

m=−`
f`,m Y

m
` (θ, ϕ) (8.73)

nous avons noté que les trois composantes de ~̀ n’ont pas de composantes entre vecteurs | `,m 〉
de ` différents. Autrement dit, l’opérateur de rotation a une structure diagonale par blocs :

〈 `,m |e−i~θ·~̀/~| `′,m′ 〉 ∝ δ`,`′ (8.74)

ce qui indique que les composantes f`,m pour différents ` ne sont pas mélangées lors d’une
rotation.

- Exercice 8.15 : Exprimer les harmoniques sphériques Y m
1 et Y m

2 en fonction des coor-
données cartésiennes (prise sur la sphère) x = cosϕ sin θ, y = sinϕ sin θ et z = cos θ.

- Exercice 8.16 (∗) : Exprimer les fonctions d’onde associées aux états (8.52,8.53,8.54).

- Exercice 8.17 (∗) : Décomposer la fonction f(~r) = a+ b(x+ y + z) + c(xy + xz + z2) sur
les harmoniques sphériques.

8.1.5 Opérateurs scalaires, vectoriels

Nous pouvons maintenant donner la définition des opérateurs scalaires, vectoriels, etc. Nous
notons R̂(~θ) l’opérateur unitaire représentant l’action de la rotation sur les vecteurs de l’espace
de Hilbert H (dans cette section, nous spécifions la nature opératorielle à l’aide du chapeau).
Lors d’une rotation, un vecteur d’état est transformé selon |ψ′ 〉 = R̂(~θ)|ψ 〉 et un opérateur Â
est transformé en un opérateur Â′ selon :

Â′ = R̂(~θ) Â R̂(~θ)† (8.75)

• Opérateur scalaire.– Par définition un opérateur Ŝ est scalaire s’il est invariant sous les
rotations : Ŝ′ = Ŝ. Autrement dit l’opérateur doit commuter avec les générateurs du groupe :

[Ĵi, Ŝ] = 0 (8.76)

- Exercice 8.18 : Calculer les 3 commutateurs [ˆ̀i, ~̂r 2].

17Le moment cinétique et la parité peuvent être diagonalisés simultanément car ~̀ est un opérateur pair.
18Notons que cette décomposition n’est peut-être pas totalement étrangère au lecteur : c’est l’esprit des

développements multipolaires en électrostatique. Si on considère une distribution de charges arbitraire on peut
toujours écrire le champ électrique comme : le champ coulombien associé à la charge totale, plus les contributions
d’un dipole, d’un quadrupole, etc.

19La décomposition d’une fonction dépendant également de la coordonnée radiale s’écrit : f(~r) =P∞
`=0 f`(r)

P+`
m=−` C`,m Y

m
` (θ, ϕ) où f`(r) sont des fonctions radiales et C`,m des coefficients.
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• Opérateur vectoriel.– Considérons un opérateur vectoriel ~̂V . Lors de la rotation infi-
nitésimale, le système est déplacé de ~r en ~r ′ avec ~r ′ ' ~r + ~θ × ~r. L’opérateur vectoriel est
transformé comme20 :

~̂V ′ ' ~̂V − ~θ × ~̂V (8.77)

D’autre part l’opérateur est transformé à l’aide de l’opérateur unitaire :

~̂V ′ = R̂(~θ) ~̂V R̂(~θ)† = ~̂V − i
~

[~θ · ~̂J, ~̂V ] + · · · (8.78)

En identifiant les deux relations nous obtenons :

[Ĵi, V̂j ] = i~ εijk V̂k (8.79)

C’est cette relation qui spécifie quelle est l’action de la rotation infinitésimale sur l’opérateur
vectoriel. On peut donc considérer (8.79) comme l’équation définissant la nature vectorielle de
l’opérateur.

- Exercice 8.19 : Calculer les commutateurs [ˆ̀z, x̂], [ˆ̀z, ŷ] et [ˆ̀z, ẑ].

Remarque : Règles de sélection.– L’intérêt des relations (8.76) et (8.79) est de fournir des
règles de sélection pour les éléments de matrice des opérateurs.
Par exemple on peut montrer que dans un sous espace E (τ, j), un opérateur scalaire est pro-
portionnel à l’identité : 〈τ, j,m |Ŝ|τ, j′,m′ 〉 = S(τ, j)δj,j′δm,m′ , où S(τ, j) est une constante
dépendant du sous espace21 E (τ, j).
La relation (8.79) montre quant à elle qu’un opérateur vectoriel se comporte de façon très simi-
laire à l’opérateur de moment cinétique lui-même. Plus précisément on peut montrer que dans
E(τ, j), les deux opérateurs sont proportionnels (théorème de projection).
Ces deux remarques sont des conséquences d’un théorème général appelé théorème de Wigner-
Eckart22. Ce dernier est un outil extrêmement puissant fournissant des règles de sélection sur les
éléments de matrice des opérateurs en fonction de leur nature (scalaire, spinorielle, vectorielle,
tensorielle).

• Tenseurs de rang 2.– Un tenseur Tij de rang 2 est un objet à 9 composantes se comportant
comme un produit (tensoriel) de deux vecteurs sous les rotations. Considérons deux vecteurs ~V et
~W . Les composantes du tenseur Tij sont affectées par les rotations de la même manière que l’en-
semble des composantes ViWj du produit tensoriel ~V ⊗ ~W , c’est-à-dire : T ′ij = Rik(~θ)Rjl(~θ)Tkl.

- Exercice 8.20 (∗∗) : Montrer qu’il est toujours possible de décomposer un tenseur Tij
comme

Tij =
C

3
δij +Aij + Sij (8.80)

où Aij est un tenseur antisymétrique et Sij un tenseur symétrique de trace nulle. Quelles sont
les nombres de composantes indépendantes de chacune des composantes ? Montrer que cette
décomposition est stable sous les rotations, i.e. que les composantes des trois parties ne sont pas
mélangées par une rotation.

20L’exemple des translations nous avait déjà montré que la transformation des coordonnées ~r ′ ' ~r + ~θ × ~r,
éq. (8.16), fait intervenir le signe opposé de celui de la transformation de l’opérateur ~̂r ′ ' ~̂r − ~θ × ~̂r, éq. (8.77).
On peut facilement le vérifier dans le cas du moment orbital discuté dans la section A.

21Plus généralement : 〈τ, j,m |Ŝ|τ ′, j′,m′ 〉 = 〈τ, j,m |Ŝ|τ ′, j,m 〉δj,j′δm,m′ .
22Le théorème de Wigner-Eckart est exposé par exemple dans le §107 de [28]. Le lecteur sera en mesure de le

décrypter après l’étude du chapitre 9 du présent cours.

126



Moment cinétique – Spin 8.2 Le spin

8.2 Le spin

Pour l’instant nous n’avons rencontré que des quantités physiques engendrant les représenta-
tions du groupe des rotations de dimensions impaires (pour j entier) : les moments cinétiques
considérés ci-dessus étaient des moments cinétiques orbitaux pour lesquels nous avons montré que
j est quantifié par valeurs entières. À ce stade, nous pouvons nous demander à quoi correspondent
les sous espaces E (j) pour j demi-entier ? Existe-t-il des réalisations physiques de moments
cinétiques engendrant les représentations irréductibles du groupe des rotations de dimensions
paires, ou ces représentations ne sont-elles que des curiosités mathématiques ?

Une fois n’est pas coutume, nous allons prendre un point de vue expérimental et mon-
trer que certaines expériences mettent en évidence des contributions demi-entières au moment
cinétique. Dans une expérience, le moment cinétique d’une particule chargée, ou plutôt son mo-
ment magnétique, se couple à un champ magnétique. Ce dernier joue donc le rôle de sonde du
moment cinétique. L’effet de ce couplage sur le spectre des énergies porte le nom d’effet Zeeman,
que nous discutons dans le paragraphe suivant.

‘

Figure 8.6 – Gauche : Uhlenbeck, Kramers & Goudsmit. Droite : Wolgang Pauli.

8.2.1 Effet Zeeman

Au début du XXième siècle, certaines observations mirent en évidence l’existence d’une autre
contribution au moment cinétique que le moment orbital. Pour révéler expérimentalement un
moment cinétique il est commode d’appliquer un champ magnétique sur le système. Afin de
comprendre cela, considérons l’hamiltonien d’une particule non relativiste de masse m et de
charge électrique q soumise à un champ magnétique ~B = ~rot ~A 23 :

H =
(~p− q ~A(~r))2

2m
+ V (~r) =

~p 2

2m
+ V (~r)− q

2m
(~p · ~A+ ~A · ~p) +

q2

2m
~A 2 (8.81)

Si on considère un champ magnétique uniforme, dans une jauge symétrique, le potentiel vecteur
s’exprime comme ~A(~r) = 1

2
~B×~r. Pour un champ magnétique très faible, nous admettons qu’il est

licite de négliger le terme diamagnétique q2B2

8m ~r 2 dans l’hamiltonien. En développant ce dernier
nous obtenons :

H ' ~p 2

2m
+ V (~r)− q

2m
~B · ~̀ (8.82)

23 Il est intéressant de noter que l’équation du mouvement de la mécanique quantique (l’équation de Schrödinger)
fait intervenir les potentiels vecteur et scalaire et non les champs électrique et magnétique comme les équations du
mouvement classique. Cette remarque est à l’origine d’un effet d’origine purement quantique : l’effet Aharonov-
Bohm. On peut imaginer une situation où les champs électrique et magnétique sont nuls dans les régions où la
particule se meut, mais où le potentiel vecteur n’est pas nul. C’est par exemple le cas si on considère un solénöıde
impénétrable : le champ magnétique est homogène à l’intérieur du solénöıde mais nul à l’extérieur ; le potentiel
vecteur n’est pas nul à l’extérieur puisque sa circulation le long d’une courbe fermée s’enroulant une fois autour
du solénöıde est égale au flux magnétique. En mécanique classique, la particule se déplace dans des régions où
~B = 0 ; son mouvement ne subit aucune influence du flux magnétique. En revanche la mécanique quantique prédit
une sensibilité de la fonction d’onde au flux magnétique, ce qu’on observe expérimentalement.
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L’observable couplée au champ magnétique est le moment magnétique orbital de la particule
(l’aimantation), qui est proportionnel au moment orbital, comme nous venons de le démontrer :

~Morb =
q

2m
~̀ (8.83)

Ce moment magnétique trouve son origine dans le mouvement de rotation de la charge électrique,
dû à la force de Lorentz.

Spectre Zeeman des atomes.– Considérons maintenant un atome dont l’hamiltonien en champ
magnétique nul est noté H0. Nous notons ~L le moment cinétique orbital total de l’atome24.

En l’absence de champ magnétique, l’invariance par rotation se traduit par [~L,H0] = 0. Les
états quantiques de l’atome peuvent donc être classés à l’aide des nombres quantiques L et M
(valeurs propres de ~L 2 et Lz), et d’autres nombres quantiques que nous regroupons dans la
notation τ . L’invariance par rotation nous assure que les énergies sont indépendantes de M et
sont dégénérées au moins 2L+1 fois. Nous les notons Eτ,L. Si on applique un champ magnétique
~B = B~uz suffisamment faible pour pouvoir négliger le terme diamagnétique, les états propres de
H0, ~L 2 et Lz sont encore états propres de H ' H0− qe

2me
B Lz et les nouvelles énergies dépendent

maintenant de M :

Eτ,L,M (B) ' Eτ,L − µB BM (faux en général) (8.84)

où
µB

def=
qe~
2me

(8.85)

est le magnéton de Bohr (qe et me sont respectivement la charge et la masse de l’électron).
Ce résultat a une conséquence remarquable : il permet de révéler expérimentalement la

dégénérescence 2L + 1 du niveau Eτ,L. En appliquant un faible champ magnétique on observe
un clivage des raies spectrales en multiplets. Si nous étudions la position des niveaux d’énergie
en fonction du champ magnétique, nous obtenons un spectre Zeeman (figure 8.7).

j =1

j =0
B

E

j = 3/2

= 1/2j
B

E

Figure 8.7 – à gauche : Un exemple de spectre Zeeman pour deux niveaux de moments j = 0 et
j = 1. à droite : Spectre Zeeman pour deux niveaux de moments j = 1/2 et j = 3/2.

Les deux problèmes de l’équation (8.84).– Lorsque l’expression (8.84) est confrontée avec
les résultats expérimentaux, deux difficultés apparaissent :

• D’une part la pente de Eτ,L,M (B) en fonction de B n’est pas celle prédite par l’expression
(8.84). Un facteur supplémentaire, appelé facteur de Landé et noté g, doit être introduit.
Ce coefficient adimensionné dépend du niveau Eτ,L.

24 L’énergie des électrons de l’atome est : H0 =
PZ
i=1(

~p2i
2me
− Ze2

ri
) +

P
i>j

e2

rij
où ~ri et ~pi sont respectivement

la position et l’impulsion de l’électron i et rij la distance entre les deux électrons i et j. Le moment orbital total
est ~L =

P
i ~ri × ~pi.

- Exercice 8.21 (∗∗) : vérifier que [H0, ~L] = 0.
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• Plus spectaculaire : alors que l’origine purement orbitale du moment cinétique montre que
les dégénérescences 2L+1 sont impaires, (car L ∈ N), on voit apparâıtre des multiplets pairs
pour certains atomes (figure 8.7, à droite) ! Plus précisément, pour les atomes possédant un
nombre d’électrons Z pair, les niveaux apparaissent en multiplets impairs (donc le moment
cinétique total j est entier), alors que si Z est impair, les niveaux ont des dégénérescences
paires et j est demi-entier.

En résumé, les niveaux doivent être repérés en général par un j entier ou demi-entier suivant
l’atome. La dépendance en champ magnétique des niveaux Zeeman prend la forme :

Eτ,j,m(B) ' Eτ,j − gτ,j µB Bm (8.86)

où gτ,j est le facteur de Landé du niveau (dont nous serons en mesure de prédire la valeur au
chapitre 9). Ces observations ont conduit à l’idée que le moment cinétique de l’atome contient une
autre contribution que celle des moments orbitaux des électrons. Cette contribution vient d’un
moment cinétique intrinsèque des électrons, appelé spin25. La présence du champ magnétique
est responsable d’un terme de couplage du moment orbital au champ, − ~B · ~Morb = −µB

~
~B · ~L,

mais aussi d’un terme de couplage de cet autre moment cinétique, noté ~S :

Hmagn = −µB
~
~B · ~L− γ ~B · ~S (8.87)

où la constante de couplage γ dépendra de la particule (rappelons toutefois que nous avons
oublié le terme diamagnétique ∝ ~B 2 d’origine orbitale).

3s1/2

3p1/2

B=0 B=0

m= 1/2
m= !1/2

m= 1/2

m= !1/2

m= 3/2

m= 1/2

m= !3/2

m= !1/2
3p3/2

E

58
9.

0 
nm

58
9.

6 
nm

Figure 8.8 – Gauche : Figure de l’article de P. Zeeman de 1897 représentant une petite partie du
spectre d’émission du sodium (en longueur d’onde). En haut : les deux raies du sodium à 589.0nm
et 589.6 nm (la longueur d’onde λ est en abscisse). La figure du bas montre le spectre d’émission
obtenu lors de l’application d’un champ magnétique (notons l’existence d’une sixième raie peu
visible sur la figure de gauche, repérée par la flèche rouge). Droite : Représentation schématique
d’une partie du spectre du sodium et des transitions autorisées correspondant aux raies de la
figure de gauche (transitions dipolaires électriques avec ∆` = ±1 et ∆m = 0, ±1). Rq : La figure
respecte les échelles pour les facteurs de Landé des trois niveaux, donnés dans l’exercice 8.22.

25Pour sentir physiquement l’origine de cette grandeur, on peut faire l’analogie avec une toupie en mécanique
classique. Le mouvement de celle-ci est décrit par les coordonnées ~r, ~p de son centre de masse, auxquelles on peut
associer un moment orbital ~̀ = ~r × ~p. D’autre part son mouvement de rotation sur elle-même est décrit par un
second moment cinétique, son “spin”. L’analogie a toutefois ses limites : on attribue à l’électron un spin s = 1/2,
ce qui fabrique un objet de nature purement quantique (la limite classique correspond à ~→ 0 et j →∞).

129



8.2 Le spin Moment cinétique – Spin

Le spectre Zeeman du sodium.– Un exemple où apparaissent des multiplets pairs dans
le spectre est le cas du sodium, un atome alcalin à Z = 11 électrons. En 1897, P. Zeeman
étudia l’effet, sur le spectre d’émission26 du sodium, de l’application d’un champ magnétique
sur le gaz27. L’état fondamental de l’atome de sodium est un niveau d’énergie noté 3s1/2 (de
moment cinétique j = 1/2). Nous allons nous concentrer sur les transitions entre les deux
niveaux excités 3p1/2 (j = 1/2) et 3p3/2 (j = 3/2), et le fondamental (il n’est pas crucial pour
la présente discussion d’introduire les notations spectroscopiques ; il nous suffit ici de savoir
que l’indice correspond au moment cinétique total j du niveau. Les notations spectroscopiques
seront discutées aux chapitres 12 et 13). Des transitions dans le domaine optique peuvent se
produire entre les niveaux 3p et 3s, associées aux deux longeurs d’onde λ1 = 589.0 nm (raie D1)
et λ2 = 589.6nm (raie D2). Ces raies sont visibles sur la partie en haut à gauche de la figure 8.8.
Lorsqu’un champ magnétique est appliqué, nous pouvons voir sur la partie en bas à gauche de
la figure 8.8 que les raies se divisent en un nombre pair de raies. Ces 10 raies correspondent aux
transitions entre sous niveaux Zeeman E3pj ,m et E3s1/2,m

′ , ce qui est représenté schématiquement
sur la partie droite de la figure 8.8.

- Exercice 8.22 (∗) : Donner les valeurs de E3p1/2
−E3s1/2 et E3p3/2

−E3p1/2
en eV. Les deux

raies observées dans le spectre correspondent à des transitions dipolaires électriques, associées
aux règles de sélection ∆` = ±1 et ∆m = 0, ±1. Exprimer les pulsations associées aux transitions
(3pj ,m) −→ (3s1/2,m

′) en fonction de m, m′, et des facteurs de Landé. Sachant que les facteurs
de Landé des trois niveaux sont respectivement : g3s,1/2 = 2, g3p,1/2 = 2/3 et g3p,3/2 = 4/3
(ce qui est représenté sur la figure)28, retrouver l’allure du spectre d’émission expérimental et
identifier les différentes raies de la figure de l’article de P. Zeeman avec les transitions (3pj ,m) −→
(3s1/2,m

′).

- Exercice 8.23 (∗∗) : Quel champ magétique est-il nécessaire d’appliquer pour décaler la
raie correspondant à la transition (3p1/2,−1/2) −→ (3s1/2,+1/2) de δλ = 0.1 nm.

8.2.2 Spin 1/2

Nous désignons par ~S le spin (moment cinétique intrinsèque) d’une particule. De même que
la masse et la charge électrique font partie de la “carte d’identité” d’une particule, la valeur
propre s(s+ 1)~2 de ~S 2 est une caractéristique intrinsèque. Contrairement au moment
orbital `, le spin s ne peut pas être modifié (ou alors c’est la particule qui est transformée en
une autre particule). Par exemple, l’électron, le proton et le neutron sont des particules de spin
s = 1/2 alors que le photon est une particule de spin s = 1 29. Le spin est un degré de liberté
interne. L’état de spin est un vecteur d’un espace de Hilbert

Hspin ≡ E (s) (8.88)

de dimension 2s+ 1 dont une base est {|s,−s 〉, · · · , |s,+s 〉}.
On comprend bien que le cas du spin s = 1/2 joue un rôle particulièrement important,

aussi nous étudions cette situation en détail. Dans ce cas l’espace de Hilbert des états de spin
est de dimension 2. Une base est {|1/2, 1/2 〉, |1/2,−1/2 〉}. Comme s = 1/2 est une propriété

26Si un atome se trouve initialement dans un état excité En, il peut retomber dans un état de plus basse
énergie En′ par émission d’un photon de pulsation ωn→n′ = (En − En′)/~. Le spectre d’émission est l’ensemble
des pulsations ωn→n′ (ou des longueurs d’onde correspondantes).

27P. Zeeman, The effect of magnetisation on the nature of light emitted by a substance, Nature 55, p. 347 (1897).
28Le théorème de projection permet de montrer que le facteur de Landé atomique du niveau est gS,L,j =

3
2

+ S(S+1)−L(L+1)
2j(j+1)

(annexe F)
29Le spin s = 1 du photon est lié à la nature vectorielle du potentiel vecteur (nous avons vu plus haut que les

vecteurs sont caractérisés par un moment cinétique j = 1).
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intrinsèque, nous omettrons de préciser s dans les deux vecteurs et les noterons plus simple-
ment |+ 〉 et |−〉. Construisons les opérateurs de moment cinétique. En utilisant les équations
(8.34,8.43) nous exprimons les opérateurs dans la base {|+ 〉, |−〉} :

S+ = ~
(

0 1
0 0

)
S− = ~

(
0 0
1 0

)
Sz =

~
2

(
1 0
0 −1

)
(8.89)

- Exercice 8.24 : Donner l’expression de Sx et Sy et vérifier que ~S 2 = 3~2/4. Vérifier que
les composantes obéissent aux relations de commutation [Si, Sj ] = i~εijkSk.

Il est commode d’écrire l’opérateur de spin comme ~S = ~
2 ~σ où les trois matrices

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
(8.90)

sont appelées les matrices de Pauli. Retenons les propriétés suivantes : elles sont de carré égal à
l’identité, σ2

i = 1, et anticommutent entre elles σiσj = −σjσi pour i 6= j.

- Exercice 8.25 : Vérifier que le produit de deux matrices de Pauli est : σiσj = δij + iεijkσk.
Déduire que

(~σ · ~A)(~σ · ~B) = ~A · ~B + i~σ · ( ~A× ~B) (8.91)

où ~A et ~B sont deux vecteurs (si ce sont des opérateurs, ils sont proportionnels à l’opérateur
identité de Hspin).

- Exercice 8.26 : Soit ~u un vecteur unitaire. On note σu
def= ~σ · ~u. Montrer que (σu)2 = 1.

Exprimer la matrice σu en fonction des deux angles θ, ϕ permettant de repérer la direction de
~u en coordonnées sphériques. Préciser les vecteurs propres de σu, notés |~u,±〉, en fonction des
vecteurs propres de σz, notés |~uz,±〉 ≡ |±〉. Calculer les valeurs moyennes des trois composantes
du spin dans l’état |~u,+ 〉. Dans quelle direction pointe le vecteur 〈~S〉| ~u,+ 〉 ?
- Exercice 8.27 (∗) : Soit ~v un vecteur unitaire. Nous notons la composante du spin sur ce

vecteur Sv
def= ~S · ~v. Montrer que 〈Sv〉| ~u,+ 〉 = ~

2~u · ~v. En déduire que, dans l’état |~u,+ 〉, les fluc-
tuations de la composante ∆Sv | ~u,+ 〉 sont maximales lorsque les deux vecteurs sont orhogonaux.

Spineur.– Un vecteur d’état général est de la forme : |ψ 〉 = ψ+|+ 〉 + ψ−|−〉. Le doublet
(ψ+, ψ−) formé par les composantes du vecteur d’état est appelé un spineur.

Rotation des spineurs.– Dans l’espace des états de spin, la matrice de rotation s’exprime
comme

R(~θ) = e−
i
~
~θ·~S = e−

i
2
~θ·~σ (8.92)

Ces matrices 2× 2 forment le groupe SU(2) des matrices unitaires de déterminant 1. La nature
vectorielle d’un vecteur est déterminée par le fait que les rotations agissent à l’aide des matrices
du groupe SO(3). De la même manière, c’est le fait que le doublet (ψ+, ψ−) est tourné à l’aide
des matrices du groupe SU(2) qui définit sa nature spinorielle.

Un spineur est un objet de nature purement quantique. Alors que les quantités physiques de
la physique classique (scalaire, vecteur, tenseurs) sont associées aux j ∈ N, c’est dans le cadre de
la mécanique quantique que nous trouvons une utilité aux représentations de dimensions paires
du groupe des rotations (j demi-entier) : pour faire tourner un spineur.

- Exercice 8.28 (∗) : Nous posons ~θ = θ~u, où ~u est unitaire, et introduisons la notation

σu
def= ~σ · ~u. Montrer que

R(~θ) = cos(θ/2)− iσu sin(θ/2) (8.93)
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- Exercice 8.29 (∗∗) : Soit le vecteur unitaire ~u = − sinϕ~ux + cosϕ~uy. Comparer le vecteur
R(θ~u)|+ 〉 au vecteur |~u,+ 〉 de l’exercice 8.26. Interpréter ce calcul.

Rq : Une rotation de 2π n’est pas l’identité dans Hspin.– Nous constatons que l’action
d’une rotation d’un angle 2π sur un état de spin n’est pas identique à l’identité. En effet,
l’équation (8.93) montre que R(2π~u) = −1. Le spineur ne revient dans son état initial qu’après
une rotation R(4π~u) = 1. Cf. [6, 31, 13] pour une discussion plus détaillée. D’un point de vue
mathématique, ce point trouve son origine dans la relation entre le groupe SU(2), représentation
du groupe de rotation engendrée par les spineurs, et le groupe SO(3), représentation engendrée
par les vecteurs. Le premier est une représentation projective : à chaque rotation, correspondent
deux éléments de SU(2) différant par une phase. Ceci est lié à la topologie de l’espace dans lequel
vit le vecteur ~θ indexant les rotations, ce que nous avions déjà décrit ci-dessus : rappelons que
~θ appartient à une sphère de rayon π et dont nous devons identifier deux points opposés à la
surface (puisque R(+π~u) = R(−π~u)).

- Exercice 8.30 : Proposer un dispositif expérimental permettant de mettre en évidence que
Rspin(2π~u) = −1.

L’expérience a été en effet réalisée30. Elle est discutée en détail dans l’annexe page 138.

8.2.3 Le modèle non relativiste de l’électron : hamiltonien de Pauli

Nous avons discuté l’existence du degré de liberté de spin dans le paragraphe précédent. Pour
spécifier l’état quantique d’un électron, il nous faut à la fois caractériser son état de spin et son
état dans l’espace physique. L’espace de Hilbert de l’électron est donc le produit tensoriel de
l’espace des états orbitaux et de l’espace des états de spin H = Horb ⊗Hspin (plus haut nous
avions adopté la notation H~r ≡Horb). Une base de H est par exemple {|~r 〉⊗|σ 〉}, où |σ = ±〉
décrit les deux états de spin. Soit |ψ 〉 ∈ H , la fonction d’onde correspondante est donc une
fonction d’onde à deux composantes (un spineur) : ψσ(~r) = (〈~r | ⊗ 〈σ |)|ψ 〉.

Nous avons vu plus haut que l’hamiltonien contient un terme de couplage entre le moment
magnétique orbital et le champ magnétique Horb = − ~Morb · ~B = − qe

2me
~̀· ~B. Le moment cinétique

intrinsèque de spin génère une autre contribution au moment magnétique :

~Mspin = ge
qe

2me

~S (8.94)

où ge ' 2 pour l’électron31. Le moment cinétique total de la particule est la somme du moment

orbital et du moment de spin : ~J = ~̀+ ~S (nous expliquerons au chapitre 9 comment additionner

30S. A. Werner, R. Colella, A. W. Overhauser & C. F. Eagen, “Observation of the Phase Shift of a Neutron
Due to Precession in a Magnetic Field”, Phys. Rev. Lett. 35(16), 1053 (1975).

31 On peut montrer que la valeur ge = 2 est une conséquence du choix du couplage minimal (l’introduction
du couplage avec le champ électromagnétique sous la forme ~p → ~p − q ~A) et de l’invariance sous le groupe de
Galilée : J.-M. Lévy-Leblond, Commun. Math. Phys. 6, 286 (1967). Elle apparâıt également dans l’équation de
Dirac décrivant un électron relativiste (invariante sous le groupe de Lorentz). Le cas ge = 2 est associé à la
conservation d’une quantité physique, Q = ~S · (~p− qe ~A), et à l’existence d’une symétrie appelée “supersymétrie”
[23] (ici la supersymétrie n’a rien à voir avec une symétrie boson-fermion comme en physique des particules, mais
fait référence à la structure particulière de l’hamiltonien (exercice 8.37) conduisant à une symétrie entre deux
secteurs dans le spectre ; Q est appelée la charge supersymétrique).
Expérimentalement la valeur de ge mesurée est ge ' 2.002 (i.e. la supersymétrie est légèrement brisée). L’écart
avec la valeur 2 est très bien prédit par la théorie de l’électrodynamique quantique développée dans les années 40
et provient du couplage entre l’électron et le champ électromagnétique quantifié. C’est même un des succés les plus
remarquables de l’électrodynamique quantique comme on peut en juger en comparant la prédiction théorique et
le résultat expérimental, écrit pour ge = 2(1 + ae) : athéo

e = 0.001 159 652 200 (40) et aexp
e = 0.001 159 652 193 (10)

[6].
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des moments cinétiques). De même, le moment magnétique total est donné par :

~M = ~Morb + ~Mspin =
qe

2me

(
~̀+ ge~S

)
(8.95)

(moment orbital et moment cinétique pointent dans deux directions opposées si la charge est
négative). L’interprétation de ces deux contributions est bien claire : le mouvement de rotation
de charges électriques génère un moment magnétique (une aimantation). Reprenons l’analogie
(un peu abusive dans le cas d’une particule ponctuelle !) entre la particule et une toupie. Le
premier terme est dû au mouvement orbital (mouvement du centre de masse de la toupie). La
seconde contribution provient du mouvement de rotation de la toupie sur elle-même.

Le champ magnétique se couple aux moments orbital et de spin, ce qui apporte une contri-
bution à l’énergie : Hmagn = − ~M · ~B, en oubliant le terme diamagnétique. Finalement, si on
reintroduit ce dernier, l’hamiltonien complet de l’électron non relativiste soumis à un potentiel
scalaire V (~r) et à un champ magnétique ~B = ~rot ~A est l’hamiltonien de Pauli :

ĤPauli =
1

2me

(
~̂p− qe ~A(~̂r)

)2
+ V (~̂r)− ge

qe
2me

~B(~̂r) · ~̂S (8.96)

Plus généralement cet hamiltonien décrit tout quanton non relativiste chargé ou non32. Insistons :
les opérateurs ~̂r et ~̂p agissent dans Horb et ~̂S dans Hspin.
Facteur gyromagnétique.– Le facteur adimensionné g est appelé facteur de Landé. Le co-
efficient de proportionnalité entre le moment magnétique et le spin ~Mspin = γ~S est appelé le
facteur gyromagnétique.

• Pour l’électron : γe ' −2.002 |qe|2me
.

• Pour le proton : γp ' +5.59 |qe|2mp
.

• Bien qu’électriquement neutre, le neutron possède également un moment33 : γn ' −3.82 |qe|2mn
.

Rappelons-nous que les nucléons sont beaucoup plus lourds que l’électron : mn ' mp '
1800me. Il s’ensuit que le couplage entre le champ magnétique et le spin de l’électron est beau-
coup plus important qu’entre le champ magnétique et le spin des nucléons :

γe ' −650 γp ' 960 γn (8.97)

En général, le moment magnétique d’un atome est donc largement dominé par le moment orbital
et/ou les spins électroniques.

Dynamique d’une particule en champ magnétique.– La présence d’un champ magnétique
se manifeste à deux endroits dans l’hamiltonien de Pauli (8.96) : d’une part à travers le potentiel
vecteur ~v = 1

me
(~p−qe ~A), ce qui décrit un couplage des degrés de liberté orbitaux (positions,...) au

champ magnétique. Si le champ magnétique est homogène, ce terme est à l’origine du mouvement
de rotation d’une particule chargée (orbite cyclotron). D’autre part le champ magnétique se
couple au moment cinétique de spin, ce qui génère une dynamique de celui-ci (l’évolution de la
partie spinorielle de l’état quantique).

32Pour une particule non chargée électriquement mais portant un moment magnétique, l’hamiltonien de Pauli
est donné par l’équation (8.98).

33Cela reflète que le neutron est constitué de particules portant des charges électriques (un quark u et deux
quarks d).
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Plan de la fin du chapitre : Dynamique d’une particule neutre.– Afin de comprendre le rôle de ces
deux termes, nous allons découpler les différents effets. Pour cela nous simplifions le problème
en considérant le cas d’une particule non chargée, mais portant un spin (par exemple un atome).
Nous analyserons ainsi exclusivement l’effet du terme −γ ~B · ~S sur la dynamique de la particule.
B homogène : problème séparable spin/orbite.– Dans un premier temps nous allons
discuter le cas où le champ magnétique est homogène. Le degré de liberté de spin est découplé
des degrés de liberté orbitaux et nous pouvons essentiellement oublier ces derniers (§ 8.2.4 ,
“précession de Larmor”).
B inhomogène : couplage des degrés de liberté orbitaux et de spin.– Dans un deuxième
temps nous analysons l’effet d’une dépendance du champ magnétique dans la position (champ
inhomogène), i.e. l’effet d’un couplage entre degré de liberté de spin et degrés de liberté orbitaux.
Autrement dit une situation où l’état de spin déterminera la “trajectoire” de la particule (§ 8.2.5,
“Stern & Gerlach”).

8.2.4 Précession de Larmor

Nous abordons dans ce paragraphe la question de la dynamique du spin qui évolue en présence
d’un champ magnétique. Considérons l’équation décrivant une particule de masse M non chargée
et portant un spin (un neutron par exemple, ou un atome), soumise à un champ magnétique :

H =
~p 2

2M
− γ ~B · ~S (8.98)

γ est appelé facteur gyromagnétique. Dans la suite du paragraphe, nous étudions le cas d’un
champ magnétique uniforme ~B = B~uz. Nous nous concentrons uniquement sur la partie spin du
vecteur d’état, que nous notons |χ(t) 〉. Les états propres de Hmagn = −γBSz sont les vecteurs
propres de Sz, |±〉, associés aux valeurs propres E± = ∓~γB/2. Maintenant que nous avons
identifié les états stationnaires, nous nous posons la question de l’évolution d’un état quelconque.
Supposons que le spin pointe initialement dans une direction donnée par un vecteur unitaire ~u,
repérée par les angles (θ, ϕ). Le vecteur d’état est donc |χ(0) 〉 = |~u,+ 〉. La lectrice, qui aura
bien évidemment résolu les exercices 8.26 et 8.27, est immédiatement en mesure de conclure que
le vecteur d’état à l’instant t est donné par :

|χ(t) 〉 = cos(θ/2) eiωLt/2 |+ 〉+ sin(θ/2) eiϕ−iωLt/2 |−〉 (8.99)

où nous avons introduit la pulsation de Larmor ωL = γB. Nous pouvons donc écrire

|χ(t) 〉 = eiωLt/2 |~u(t),+ 〉 (8.100)

où le vecteur ~u(t) pointe dans la direction repérée par les angles (θ, ϕ− ωLt). Autrement dit, le
vecteur 〈~S〉χ(t) tourne autour du champ magnétique (figure 8.9)34.

Remarquons qu’après un temps t = 2π/ωL le vecteur d’état n’a pas exactement retrouvé sa
valeur, mais a reçu une phase : |χ(2π/ωL) 〉 = −|χ(0) 〉 (cette remarque a déjà été faite ci-dessus).
Il faut attendre la double période pour retrouver l’état initial.

La manipulation d’un spin se fait donc en appliquant un champ magnétique dans une direc-
tion et pendant un temps appropriés.

- Exercice 8.31 : On considère un spin s = 1/2 intialement dans l’état |~ux,+ 〉 = 1√
2
(|+ 〉+

|−〉). Montrer que le spin peut être retourné par l’application d’un champ perpendiculaire
~B = B~uz pendant un temps t = π/ωL.

34Gardons bien à l’esprit que la figure ne représente que la valeur moyenne du spin. En particulier les exer-
cices 8.26 et 8.27 nous ont montré que les fluctuations des composantes de ~S perpendiculaires à ~u(t) sont maxi-
males, égales à ~/2.
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Figure 8.9 – Précession de Larmor d’un spin soumis à un champ magnétique uniforme (le sens
de rotation correspond à γ > 0).

8.2.5 Expérience de Stern et Gerlach

L’expérience de Stern et Gerlach a joué un rôle très important historiquement puisque c’est
une des expériences, avec l’observation de l’effet Zeeman, qui démontre l’existence du spin de
l’électron. Décrivons l’expérience : on envoye un jet d’atomes d’argent35 dans une région où
règne un gradient de champ magnétique. L’atome étant électriquement neutre, l’hamiltonien
ne contient pas de couplage au potentiel vecteur, mais seulement un terme de couplage entre
le champ magnétique et le spin de l’atome (le spin total des électrons de l’atome d’argent est
s = 1/2) et l’hamiltonien a donc la forme (8.98). Supposons dans un premier temps que le champ
magnétique est uniforme : ~B = Bz~uz. Une base d’états propres de l’hamiltonien est donnée par
les ondes planes |~p 〉 ⊗ |±〉 pour des énergies E~p,± = ~p 2

2M ∓ γ ~
2Bz. L’état |~p 〉 ⊗ |±〉 correspond

au mouvement de translation rectiligne uniforme de la mécanique classique.

Couplage entre le spin et le mouvement orbital.– Jusqu’à présent nous avons discuté la situa-
tion où l’évolution du spin est découplée des degrés de liberté orbitaux : lorsque ~B est ho-
mogène, les deux termes de (8.98) commutent [ ~p

2

2M , γ
~B · ~S] = 0. Si l’on factorise initialement

l’état comme |ψ(0) 〉 = |φ(0) 〉orb ⊗ |χ(0) 〉spin, l’évolution temporelle de la partie orbitale est

donc indépendante de celle de la partie spinorielle : |ψ(t) 〉 = e−
i
~ ( ~p

2

2M
−γ ~B·~S)t|φ(0) 〉 ⊗ |χ(0) 〉 =

(e−
i
~
~p 2

2M
t|φ(0) 〉) ⊗ (e

i
~γ

~B·~S t|χ(0) 〉). L’état quantique garde une forme factorisée décrivant par
exemple une précession du spin indépendante du mouvement orbital. Si en revanche le champ est
inhomogène, ~B → ~B(~r), on a [ ~p

2

2M , γ
~B(~r) · ~S] 6= 0 et l’opérateur d’évolution ne se factorise plus

puisque le terme couplage au champ magnétique ~B(~r) · ~S affecte également l’évolution orbitale.
Les parties orbitale et spinorielle de |ψ(t) 〉 deviennent intriquées. Autrement dit il y a un cou-
plage entre l’évolution du spin et les degrés de liberté orbitaux. Dans un langage semiclassique,
la “trajectoire” de la particule dépend de l’état de spin.

On envoie un faisceau d’atomes d’argent dans l’appareil de Stern & Gerlach (figure 8.10).
D’après les symétries du problème nous voyons que Bx = 0 (sauf éventuellement sur les bords de
l’aimant). D’autre part les atomes passent dans la région centrale où par symétrie36 By = 0. On
peut donc écrire que, lorsqu’ils traversent l’appareil, ils sont soumis à un champ magnétique de la
forme37 ~B ' Bz(~r)~uz. Grâce à cette approximation la composante du spin Sz reste une constante
du mouvement, [H,Sz] = 0. La composante de la fonction d’onde ψ±(~r) = (〈~r | ⊗ 〈±|)|ψ 〉 sur

35L’atome d’argent (Z = 47) est choisi car toutes les couches électroniques sont pleines sauf la dernière, oc-
cupée par un seul électron. Dans les notations spectroscopiques (cf. chapitre 12) sa configuration électronique est
notée [Kr]4d105s1.

36L’atome passe donc sur l’axe où Bx = By = 0. En principe cela ne suffit pas à les éliminer de l’équation
puisque la fonction d’onde est délocalisée et explore également des régions où ces composantes sont non nulles.

37Bien entendu, cette forme n’est valable que dans le plan de symétrie vertical xOz de l’aimant (sinon elle
violerait l’une des quatre équations de Maxwell, div ~B = 0) !
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l’état de spin |±〉 obéit à l’équation

i~
∂

∂t
ψ±(~r, t) =

(
− ~2

2M
∆∓ γ ~

2
Bz(~r)

)
ψ±(~r, t) (8.101)

Le couplage au champ magnétique joue le même rôle qu’un terme potentiel mais avec deux
signes opposés suivant l’état de spin. Le gradient de champ magnétique génère donc deux forces
opposées suivant que le spin est |+ 〉 ou |−〉 : les atomes de spin |+ 〉 sont déviés dans une
direction et les atomes de spin |−〉 dans la direction opposée.

S

N

z

x

Figure 8.10 – Expérience de Stern et Gerlach : un faisceau d’atomes d’argent passe entre deux
aimants (pôles Nord et Sud), dans une région où règne un gradient de champ magnétique. Les
faisceaux sont interceptés par un écran.

Description semiclassique.– Le résultat de cette expérience est une manifestation extrêmement
directe de la quantification du spin. Pour bien nous en convaincre, comparons un peu plus
précisément les prédictions de la mécanique classique et de la mécanique quantique. Notons
~M le moment magnétique de l’atome. Le couplage au moment magnétique génère un terme
Hmagn = −Mz Bz(~r) dans l’énergie et donc une force ~F (~r) =Mz

~∇Bz(~r). Pour simplifier la dis-
cussion, nous admettons que le champ magnétique modifie faiblement la direction du moment ~M
pendant la traversée de l’appareil38. À cause des symétries du problème, le long de la trajectoire
de l’atome, la force n’a de composante que vers le haut : Fx = 0 et Fy(x, y = 0, z) = 0. Usons
d’un raisonnement semi-classique pour établir une relation entre le moment magnétique et la
position de l’atome au niveau de l’écran. En supposant que Fz peut être considérée constante
dans la relation fondamentale de la dynamique M d2z

dt2
= Fz, on obtient z ' Fz

2M (Lv )2, où v est la
vitesse des atomes et L la longueur de l’appareil. Finalement z ' ∂zBz

2M (Lv )2Mz. Ces hypothèses
simplificatrices nous ont conduit à la conclusion que la position z de l’atome au niveau de l’écran
est proportionnelle à la composante verticale du moment : z = κMz.

Dans le cadre classique, on peut supposer que la direction de ~M est uniformément distribuée.
Par conséquent l’atome sera dévié de z ∈ [+zmax,−zmax] où zmax = κ|| ~M||. La mécanique
classique prédit que les atomes sont détectés le long d’un petit segment sur l’écran.

En revanche, la mécanique quantique fait une autre prédiction : le moment magnétique des
électrons de l’atome d’argent est quantifié et ne peut prendre que deux valeurs : Mz = γSz
donc la mesure ne peut donner que deux résultats Mz = ±γ~/2. Par conséquent les atomes ne

38Nous avons vu qu’un moment magnétique soumis à un champ magnétique tourne autour de l’axe de ce dernier
avec une pulsation γB (précession de Larmor). L’hypothèse que nous faisons ici est que l’état de spin est peu
modifié pendant la traversée de l’appareil, ce qui est vrai si |γB|L/v � 1, où v est la vitesse des atomes et L la
longueur du Stern & Gerlach.
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sont détectés qu’en deux positions possibles : z = ±κγ~/2. L’existence des deux taches est
donc une manifestation directe de la quantification du spin s = 1/2 de l’électron.

‘

Figure 8.11 – Otto Stern & Walter Gerlack.

- Exercice 8.32 (∗) : On fait passer un faisceau d’atomes de spin s dans un Stern & Gerlach.
Combien de taches sont observées ? Pour s� 1, comparer avec le résultat attendu classiquement.

Appareil à mesurer Sz.– Notons que nous venons de présenter pour la première fois un
appareil de mesure réaliste qui procède à une mesure d’une observable physique, ici Sz : un
atome d’argent initialement dans un état de spin |χ 〉 = α|+ 〉+ β|−〉 arrivera avec probabilité
|α|2 en haut sur l’écran, et probabilité |β|2 en bas39,40.

Polariseur de spin.– Le Stern & Gerlach peut également être utilisé pour préparer les par-
ticules dans un état de spin particulier. À la sortie de l’appareil, il y a séparation spatiale des
particules en fonction de leur état de spin. Il suffit donc d’intercepter la partie du faisceau
associée à un des états de spin pour fabriquer une source de particules dans un état de spin
donné. Autrement dit l’appareil permet de polariser le spin du faisceau (en perdant une partie
de l’intensité). Nous venons donc de décrire une situation expérimentale permettant de fixer
l’état quantique (de spin) de l’atome : préparer un système dans un certain état quantique (ce
qui était une condition implicite de bien des discussions des chapitres précédents) n’est donc pas
une simple vue de l’esprit.

, Les idées importantes :

• Les relations (8.55) à (8.58).

• Avoir en tête la structure diagonale par blocs de l’opérateur ~J et des rotations dans la
base des | j,m 〉, i.e. les règles de sélection (8.47).

• Invariance par rotation et spectre : Dans un sous espace E (j), un opérateur scalaire est
proportionnel à la matrice identité.

• La notion de spin.

• Très utile : les propriétés des matrices de Pauli.

• La précession de Larmor.

• L’expérience de Stern et Gerlach. L’appareil réalise une mesure d’une composante du spin.

39Les atomes de spin |+ 〉 sont déviés vers le haut si γ∂zBz > 0.
40Notons qu’il y a un léger abus à dessiner les deux trajectoires sur la figure 8.10. C’est seulement lorsque

l’atome est détecté (sur l’écran), qu’on peut dire qu’il est en haut ou en bas (c’est la réduction du paquet d’onde).
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Annexe : Rotation d’un neutron (S = 1/2) d’un angle θ = 2π :
expérience

Dans cette annexe nous discutons une expérience démontrant l’effet de la phase eiπ lorsque un
spin S = 1/2 est tourné d’un angle 2π. L’expérience a été réalisée avec des neutrons41.

Figure 8.12 – Principe de l’expérience : un neutron (particule de spin S = 1/2) est envoyé
sur un interféromètre (de type Mach-Zender). Le chemin supérieur traverse une zone de champ
magnétique. Les neutrons sont détectés par deux détecteurs D1 et D2.

- Exercice 8.33 (∗) : Neutron passant à travers un interféromètre de Mach-Zender.

A. Évolution temporelle le long du chemin supérieur.
Nous notons |χ 〉 l’état de spin du neutron (on rappelle que celui-ci a un spin S = 1/2).

Le neutron traverse la zone de champ magnétique en un temps T durant lequel la dynamique
de son état de spin est gouvernée par l’hamiltonien

Ĥ = −~̂µ · ~B = ωBŜz (8.102)

où ~̂S est l’opérateur de spin et ωB
def= −gn |qe|B2mn

.

1/ On note |χin/out 〉 l’état de spin à l’éntrée/sortie de la zone de champ magnétique. Montrer
que

|χout 〉 = e−
i
~ωBT Ŝz |χin 〉 (8.103)

Interpréter géométriquement cette relation (on pourra introduire la notation θB
def= ωBT pour la

suite).

2/ On se place dans la base {|+ 〉, |−〉} des états propres de Ŝz. Donner la matrice représentant

l’opérateur e−
i
~ωBT Ŝz .

3/ Le neutron est initialement dans l’état de spin

|χin 〉 = α|+ 〉+ β|−〉 (8.104)

Quelle condition vérifient les deux nombres complexes α et β ? Calculer explicitement |χout 〉.

B. Interférence et mesure.
Le neutron diffusé par les lames semi-réflechissantes peut emprunter deux chemins possibles.

En passant par le chemin supérieur, l’état de spin passe de |χin 〉 à |χout 〉 tandis que si le
neutron passe par le chemin inférieur il reste dans l’état |χin 〉. On doit également tenir compte

41S. A. Werner, R. Colella, A. W. Overhauser & C. F. Eagen, “Observation of the Phase Shift of a Neutron
Due to Precession in a Magnetic Field”, Phys. Rev. Lett. 35(16), 1053 (1975).
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des amplitudes de transmission/réflexion des lames (figure 8.13). L’état de spin au niveau des
détecteurs D1 et D2 est donné par la somme des amplitudes associées aux deux chemins42 :

|D1 〉 =
1
2

(|χin 〉+ |χout 〉) (8.105)

|D2 〉 =
1
2

(|χin 〉 − |χout 〉) (8.106)

Figure 8.13 – Effet des lames semi-réflechissantes sur l’amplitude de la fonction d’onde.

1/ Quelle est la probabilité P(1,±) de détecter le neutron dans l’état de spin |±〉 au niveau du
détecteur D1 (on demande ici de rappeler la formule du cours) ?

2/ Dans l’expérience on ne dispose pas de polariseur de spin. Le détecteur D1 mesure donc une
intensité de faisceau proportionnelle à

P(1) = P(1,+) + P(1,−) (8.107)

Exprimer cette probabilité en fonction de l’angle θB.

3/ Montrer que P(1) s’annule pour θB = 2π. Comment interprétez-vous ce résultat ?

Figure 8.14 – Résultat expérimental : différence P(1)−P(2) en fonction du champ magnétique.
Notons que dans l’expérience les probabilités de réflexion et de transmission à travers les lames
semi-réflechissantes ne sont pas égales, ce qui explique le faible contraste des oscillations. Figures
tirées de : R. Colella, A. W. Overhauser & C. F. Eagen, Phys. Rev. Lett. 35(16), 1053 (1975).

42Par exemple l’amplitude détectée au niveau du détecteur du haut est donnée par la somme des amplitudes
des deux chemins : A(Source→D2) = A(chemin sup.)+A(chemin inf.) = − 1√

2
χout

1√
2

+ 1√
2
χin

1√
2

= 1
2
(χin−χout).
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C. Une modélisation plus correcte – matrices de diffusion.
On peut faire quelques critiques sur le traitement du problème tel que nous l’avons formulé.

Principalement sur les “états” |D1 〉 et |D2 〉. Le lecteur aura en effet remarqué que ceux-ci
ne sont pas des états physiques normalisés. Plus généralement notre formulation (légèrement
incorrecte) a rendu obscure la question de la conservation de la probabilité (i.e. du nombre de
neutrons).

Pour éviter cet écueil nous proposons maintenant une formulation rigoureuse du problème
reposant sur la notion de matrice de diffusion, qui sera intriduite dans deux chapitres. Je
conseille au lecteur d’aller faire l’exercice 5.2, page 75, pour se familiariser avec cette notion.
L’exercice peut toutefois être sauté sans nuire à la compréhension de la suite de l’annexe.

Dans l’interféromètre de Mach-Zender de la figure 8.12, les neutrons ne sont pas rétrodiffusés
et se propagent uniquement vers l’avant. Cette observation simplifie la discussion : nous pouvons
découper le dispositif expérimental en “tranches”, connectées entre elles par des matrices de
diffusion. Remarquons qu’à un instant donné, le neutron peut se trouver dans quatre états
différents (on parle de “canaux de diffusion”) : dans la partie supérieure ou inférieure du dispositif
et avec un spin + ou −. Nous pouvons donc écrire que le vecteur d’état a quatre composantes
que nous regroupons dans deux paires de spineurs :

Ψ def=
(
χu
χd

)
où χu,d =

(
χu,d+

χu,d−

)
(8.108)

χu,d± ∈ C est l’amplitude de probabilité pour être en haut(bas) avec un spin +(−), à un certain
niveau du dispositif. L’état |Ψ 〉 caractérise à la fois l’état orbital (u/d) et l’état de spin (+/−).

Dans l’expérience les neutrons sont injectés par en bas et l’état initial (à gauche, avant de
rentrer dans l’interféromètre) est donc

Ψinitial =
(

0
χ

)
où χ =

(
α
β

)
(8.109)

où nous avons repris la notation de l’exercice pour les deux composantes complexes du spineur.
Le passage à travers la première lame semi-réflechissante affecte l’état orbital en mélangeant les
amplitudes u et d, mais laisse l’état de spin inchangé. La lame fait donc passer la particule de
l’état Ψinitial à l’état (

− 1√
2
12

1√
2
12

1√
2
12

1√
2
12

)
Ψinitial (8.110)

où 12 est la matrice identité 2×2 (les coefficients sont les amplitudes de probabilité (figure 8.13).
La conservation de la probabilité est manifeste : cette matrice, reliant des canaux entrant aux
canaux sortant, est une matrice de diffusion (scattering matrix) unitaire, comme on peut le
vérifier aisément : S†S = SS† = 14.

La tranversée de l’interféromètre est décrite par une autre matrice de diffusion décrivant
la précession du spin si le neutron emprunte le chemin u alors que l’état de spin est invariant
s’il emprunte le chemin d. Cette fois la matrice de diffusion n’affecte pas l’état orbital mais
seulement l’état de spin.

Enfin le neutron est diffusé par la seconde lame semi-réflechissante. L’état final, au niveau
des détecteurs, est finalement donné par

Ψfinal =

(
− 1√

2
12

1√
2
12

1√
2
12

1√
2
12

)

︸ ︷︷ ︸
lame 2

(
R(θB) 0

0 12

)

︸ ︷︷ ︸
interféromètre

(
− 1√

2
12

1√
2
12

1√
2
12

1√
2
12

)

︸ ︷︷ ︸
lame 1

Ψinitial (8.111)
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où
R(θB) = e−

i
2
θBσz = 12 cos(θB/2)− iσz sin(θB/2) (8.112)

décrit la rotation du spin sous l’effet du champ magnétique. Un calcul élémentaire donne l’état
final en fonction du bi-spineur décrivant l’état de spin du neutron injecté :

Ψfinal =
(
χfinal
u

χfinal
d

)
=

1
2

(
[12 −R(θB)]χ
[12 +R(θB)]χ

)
(8.113)

(on aura reconnu les “états” |D1 〉 et |D2 〉 qui regroupent chacun une partie des composantes
du vrai état normalisé |Ψfinal 〉). Le bi-spineur χfinal

u regroupe les deux amplitudes au niveau
du détecteur D2 et χfinal

d au niveau du détecteur D1. La conservation de la probabilité est une
conséquence de l’unitarité des différentes matrices de diffusion et se traduit par

Ψ†finalΨfinal = Ψ†initialΨinitial = 1 . (8.114)

En l’absence de polariseur de spin, les deux probabilités de détection du neutron par D1 et
D2 sont donc données par

P(1) =
(
χfinal
d

)†
χfinal
d (8.115)

P(2) =
(
χfinal
u

)†
χfinal
u (8.116)

i.e., en utilisant43 χ†χ = |α|2 + |β|2 = 1,

P(1) = cos2(θB/4) et P(2) = sin2(θB/4) (8.117)

Puisque nous mesurons un signal non polarisé en spin, les probabilités sont indépendantes de
l’état de spin du neutron injecté (i.e. de χ).

Nous retrouvons bien que la rotation de θB = 2π génère une interférence destructive au
niveau du détecteur D1. C’est une manifestation de la phase de R(θB = 2π) = −12.

- Exercice 8.34 (∗ ∗ ∗) : À l’aide du formalisme de matrice de diffusion que nous venons de
présenter (si cela n’est pas déjà fait, faire d’abord l’exercice 5.2), on pourra reprendre l’analyse
pour des amplitudes de probabilité arbitraires au niveau des lames semi-réflechissantes, i.e.
remplacer les coefficients ±1/

√
2 par des coefficients complexes assurant l’unitarité des matrices ;

un premier pas dans cette direction est de substituer

(
− 1√

2
12

1√
2
12

1√
2
12

1√
2
12

)
−→

(
−12 cos θl 12 sin θl
12 sin θl 12 cos θl

)
, (8.118)

où θl contrôle la probabilité de transmission/réflexion à travers la lame. Un pas supplémentaire
est d’ajouter des phases aux différents chemins. On expliquera ainsi que la courbe expérimentale
de la figure 8.14 présente un faible contraste.

43Le calcul se fait simplement : P(1, 2) = 1
4
χ†
ˆ
12±R(θB)†

˜ˆ
12±R(θB)

˜
χ = 1

2
χ†
ˆ
12± 1

2
{R(θB) +R(−θB)}

˜
χ.

En utilisant que 1
2
{R(θB) +R(−θB)} = 12 cos(θB/2) on trouve P(1, 2) = 1

2

ˆ
1± cos(θB/2)]. Qed.
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Exercices

- Exercice 8.35 (∗) : Un gaz d’atomes avec un nombre Z pair d’électrons est excité avec de
la lumière. Considérons des transitions dipolaires électriques (∆` = ±1 et ∆m = 0, ±1) entre
les sous niveaux Zeeman de deux niveaux npj=1 et n′sj=0 (la situation correspondant au schéma
de la partie gauche de la figure 8.7). Énumérer toutes les transitions possibles. Dessiner l’allure
du spectre des longueurs d’onde correspondant à ces transitions.

- Exercice 8.36 (∗) : Nous considérons maintenant les transitions dipolaires électriques entre
les sous niveaux Zeeman de deux niveaux ndj=2 et n′pj=1. Quel est le nombre de raies dans le
spectre d’émission ? En supposant que les facteurs de Landé sont gnd,2 = 7/6 et gn′p,1 = 1,
représenter le spectre des longueurs d’onde.
Dans un deuxième temps, on détecte la lumière émise avec un filtre polariseur, laissant unique-
ment passer la lumière polarisée circulairement (correspondant à des transitions ∆m = +1).
Dessiner le nouveau spectre d’émission obtenu après filtrage.

- Exercice 8.37 (∗) : Montrer que, sans terme d’énergie potentielle et pour une configuration
de champ magnétique quelconque, l’hamiltonien de Pauli pour ge = 2 peut s’écrire : HPauli =

1
2me

[~σ · (~p− qe ~A)]2 (avec ~S = ~
2~σ).

- Exercice 8.38 (∗∗) : Électrons relativistes – Équation de Dirac bidimensionnelle.– On considère
un électron relativiste de masse m en deux dimensions44. Sa dynamique est décrite par le Ha-
miltonien

HD = c(σxpx + σypy) +mc2 σz (8.119)

où σi sont les matrices de Pauli, définies éq. (8.90). Montrer que H2
D = ~p 2c2 + m2c4. Déduire

le spectre des valeurs propres de HD. Écrire les équations du mouvement de Heisenberg pour
~rH(t) et ~pH(t) (cf § page 74). Quelles sont les valeurs propres de l’opérateur vitesse ?

Pour en savoir plus sur l’équation d’onde pour des électrons relativistes on pourra consulter
l’ouvrage [33].

44Une réalisation physique d’électrons relativistes en deux dimensions se produit en matière condensée dans
le graphène (feuille de graphite). On peut montrer que la dynamique des électrons qui dominent les propriétés
de transport est décrite par HD = c(σxpx + σypy) pour une vitesse c ∼ 106 m/s. Notons que cette forme de
l’énergie vient de ce que les électrons se déplacent dans le réseau en nid d’abeille de la feuille de graphène (les
vrais électrons n’ont pas perdu leur masse !).
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Problème : Rotation moléculaire

Nous étudions dans le problème le spectre des énergies de rotation des molécules.

A. Molécule diatomique

Nous considérons une molécule diatomique constituée de deux atomes de nature différente for-
mant une liason chimique très rigide. Dans le centre de masse, l’énergie de la molécule est

Hcm =
~p 2

2µ
+ V (||~r||) (8.120)

où ~r et ~p sont les variables relatives. µ est la masse réduite : 1/µ = 1/m1 + 1/m2.

!

"
x

y

z

Figure 8.15 – Molécule diatomique.

Dans le problème nous supposerons que le degré de liberté de vibration est gelé (par exemple
cela correspond à considerer V (r) = 1

2µω
2
vib(r − r0)2 avec ωvib →∞.

1/ Discuter physiquement cette hypothèse.

Nous étudions les degrés de rotation de la molécule diatomique. à une constante additive
près, l’hamiltonien peut être pris

H =
1
2I
~̀2 (8.121)

où ~̀ = ~r × ~p et I = µ r2
0. Si on ne s’intéresse qu’à la rotation, celle-ci est décrite par 2 degrés

de liberté : deux angles (θ, ϕ) ou la direction d’un vecteur. L’espace de Hilbert est l’espace des
fonctions ψ(θ, ϕ) normalisées.

2/ Quel est le spectre des énergies ? Quels sont les états propres de H (préciser les domaines
de variation des nombres quantiques) ? Les fonctions d’onde correspondantes ? Discuter les
dégénérescences.

3/ On considère la molécule HCl. Donner un ordre de grandeur de I (on rappelle que le numéro
atomique du chlore est Z = 17 et que le noyau est constitué de A = 35 nucléons (l’isotrope 35Cl
est présent dans la nature à 75% et 37Cl à 25%). En déduire l’énergie du premier état excité
(en eV).

4/ Molécule constituée par deux atomes identiques.– On considère une molécule constituée
par deux atomes identiques (ex : H2). En supposant que les atomes sont des bosons, quelle pro-
priété doit satisfaire la fonction d’onde dans le référentiel du centre de masse (i.e. fonction de
la coordonnée relative ~r) ? Quelle est la propriété correspondante pour ψ(θ, ϕ) ? En déduire
comment le spectre est modifié par rapport à la situation discutée précédemment.
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B. Molécule plus complexe : toupie quantique

Dans la suite du problème nous nous intéressons à la rotation d’une molécule plus complexe.
Le problème consiste donc à étudier la dynamique quantique d’un rotateur rigide (une toupie).
Contrairement au cas de la molécule diatomique, décrite par une unique direction, la description
de l’état de la toupie requiert deux vecteurs. Autrement dit, alors que la molécule diatomique est
repérée par deux angles, une molécule plus complexe doit être repérée par trois angles d’Euler.

b

c

a

x

z

y

Figure 8.16 – Toupie.

On note ~J le moment cinétique de la toupie.

1/ Rappeler la valeur du commutateur [Jx, Jy].

On introduit le trièdre orthonormé direct ~a,~b, ~c, les trois vecteurs de base du référentiel propre
de la toupie. Ces trois vecteurs sont des variables dynamiques du problème, donc représentés
par des opérateurs45 de nature vectorielle :

[Ji, aj ] = i ~ εijk ak, [Ji, bj ] = i ~ εijk bk, et [Ji, cj ] = i ~ εijk ck (8.122)

ce qu’on peut également écrire
~J × ~a = i ~~a, etc (8.123)

On introduit les composantes de ~J dans le référentiel propre de la toupie : Ja
def= ~J ·~a, Jb

def= ~J ·~b
et Jc

def= ~J · ~c. Remarquons que ~J 2 = J2
x + J2

y + J2
z = J2

a + J2
b + J2

c .

2/ Montrer que [ ~J, Jb] = 0. Quel est le sens de ce résultat ? Puis montrer que [~a, Jb] = −i~~a×~b.
3/ Calculer [Ja, Jb]. Comparer avec le résultat de la question 1.

4/ On note ~µ les valeurs propres de l’opérateur Jc ; quel est le spectre de Jc ?

5/ On a vu que l’état de rotation est caractérisé par trois degrés de liberté. Les états quantiques
doivent donc être indicés par 3 nombres quantiques. Justifier que { ~J 2, Jz, Jc} est un ECOC. Les
vecteurs propres communs à ces trois opérateurs {| j,m, µ 〉} forment donc une base de l’espace
de Hilbert.

L’énergie de rotation de la toupie fait intervenir trois moments d’inertie associés à la rotation
autour des trois axes dans le référentiel de la toupie :

H =
J2
a

2Ia
+
J2
b

2Ib
+
J2
c

2Ic
(8.124)

6/ Toupie sphérique (Ia = Ib = Ic) : molécule CH4.– Discuter le spectre des énergies et
leurs degrés de dégénérescence. Comparer avec le cas de la molécule diatomique. Pouvez-vous
envisager une expérience permettant de distinguer cette différence ?

45Ces opérateurs sont analogues à des vecteurs positions. Toutes leurs composantes commutent deux à deux :
[ai, aj ] = [ai, bj ] = · · · = 0.
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7/ Toupie symétrique (Ia = Ib 6= Ic).– (le cas de la figure). Donner le spectre des énergies et
leurs dégénérescences.
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Problème : Moment quadrupolaire électrique

Nous étudions une molécule possédant un moment quadrupolaire électrique (par exemple la
molécule de CO2 ayant une structure linéaire) soumise à un champ électrique. Pour simplifier
nous supposons que nous pouvons restreindre l’espace de Hilbert de la molécule à un sous espace
E(L = 1) de son moment orbital ~̂L. Nous notons |L,m 〉 les états propres de ~̂L 2 et L̂z.

A. Question préliminaire.–
Écrire les trois matrices, simplement notées Lx, Ly et Lz, représentant les trois opérateurs L̂x,
L̂y et L̂z dans la base {|1, 1 〉, |1, 0 〉, |1,−1 〉}. Vérifier que ~L 2 = 2~2.

B. Molécule en champ électrique.– Dans la base {|1, 1 〉, |1, 0 〉, |1,−1 〉}, l’hamiltonien
décrivant l’interaction quadrupolaire électrique de la molécule avec un champ électrique ~E est
de la forme

HQE =
ωE
~
(
L2
u − L2

v

)
où Lu

def= ~L · ~u & Lv
def= ~L · ~v (8.125)

Les deux vecteurs unitaires sont ~u = 1√
2
(~ux + ~uz) et ~v = 1√

2
(~ux − ~uz). La pulsation est ωE ∝ E .

1. Écrire la matrice représentant HQE dans la base {|1, 1 〉, |1, 0 〉, |1,−1 〉}.

2. Trouver les états stationnaires (notés |0 〉 et |±〉).

3. La molécule est initialement dans l’état |ψ(0) 〉 = 1√
2

(
|1, 1 〉 − |1,−1 〉

)
. Calculer |ψ(t) 〉.

4. On fait une mesure de Lz à l’instant t. Faire un tableau résumant les résultats possibles
de cette mesure et les probabilités associées.

5. Calculer 〈~L〉ψ(t). Quel est le mouvement de ce vecteur ?

C. Question supplémentaire : rotations dans E(1).– Considérons une rotation d’angle θ
autour d’un axe ~u (vecteur unitaire). Nous introduisons ~θ def= θ~u. On rappelle que l’opérateur de
rotation dans l’espace de Hilbert est

R̂(~θ ) = e−
i
~
~θ·~̂L (8.126)

1. Nous introduisons les trois états

|px 〉 =
1√
2

(−|1, 1 〉+ |1,−1 〉) (8.127)

|py 〉 =
i√
2

(|1, 1 〉+ |1,−1 〉) (8.128)

|pz 〉 = |1, 0 〉 (8.129)

Donner les fonctions d’onde représentant ces trois états. Faire un schéma représentant la
surface iso-amplitude46 associée à chacun de ces états.

2. Rotation autour de Oz.– Écrire la matrice représentant la rotation R̂(θ~uz) dans la base
{|1, 1 〉, |1, 0 〉, |1,−1 〉}, puis dans la base {|px 〉, |py 〉, |pz 〉}. Interpréter ce dernier résultat.

46La surface sur laquelle |ψ(θ, ϕ)| =cste.
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Problème : Résonance magnétique

L’exercice est tiré du livre [6].

Nous étudions un dispositif expérimental permettant de mesurer le rapport gyromagnétique γ
(la constante de couplage entre le spin et le champ magnétique).

1/ Si on considère une particule chargée et une particule non chargée, portant toutes deux un
spin (par exemple le proton et le neutron), décrire qualitativement leurs dynamiques lorsqu’elles
sont soumises à un champ magnétique uniforme.

Dans la suite du problème, nous étudions un atome de spin s = 1/2 et nous nous concentrons
exclusivement sur la dynamique de son spin. On rappelle que, dans l’espace de Hilbert des états
de spin, les composantes de l’opérateur de spin sont représentées, dans la base {|+ 〉, |−〉} des
états propres de Sz, par les matrices de Pauli : ~S = ~

2~σ avec

σx =
(

0 1
1 0

)
σy =

(
0 −i
i 0

)
σz =

(
1 0
0 −1

)
(8.130)

2/ Rotations de spin.– La rotation d’angle α autour d’une direction spécifiée par le vecteur
unitaire ~u est représentée dans l’espace de Hilbert par l’opérateur unitaire R(α~u) = e−

i
~α~u·~S .

Donner l’expression de la matrice représentant l’opérateur de rotation R(α~uz) dans la base
{|+ 〉, |−〉}.
3/ Hamiltonien pour un champ magnétique tournant.– L’atome est soumis à un champ
magnétique ~B(t) tournant à pulsation ω :

~B(t) = B1 (~ux cosωt+ ~uy sinωt) +B0 ~uz (8.131)

On rappelle que l’hamiltonien décrivant le couplage entre le moment magnétique et le champ
est H = − ~B(t) · ~M, où ~M = γ~S est le moment magnétique de l’atome. γ est le rapport
gyromagnétique.

a/ Donner l’expression de la matrice représentant H dans la base {|+ 〉, |−〉}.
b/ L’état de spin est décrit par le vecteur d’état |χ(t) 〉 = χ+(t) |+ 〉+ χ−(t) |−〉, où le doublet
(χ+, χ−) est appelé un spineur. Écrire les équations d’évolution pour les deux composantes χ±(t)
du vecteur d’état.

4/ On introduit les nouvelles variables :

ϕ±(t) def= χ±(t) e±iωt/2 (8.132)

a/ Donner l’interprétation physique du changement de variable (8.132).

b/ Montrer que les nouvelles variables obéissent aux équations d’évolution

i~
d
dt

(
ϕ+

ϕ−

)
= H̃

(
ϕ+

ϕ−

)
avec H̃ =

~
2

(
ω0 − ω ω1

ω1 ω − ω0

)
(8.133)

où l’on précisera l’expression de ω0 et ω1 en fonction des paramètres du problème (γ, B0 et B1).
Pourquoi H̃ est-il indépendant du temps ?

5/ Diagonalisation de H̃.– On introduit l’angle θ défini par :

cos θ def=
ω0 − ω

Ω
et sin θ def=

ω1

Ω
où Ω def=

√
(ω − ω0)2 + ω2

1 (8.134)
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a/ Exprimer H̃ en fonction de θ et Ω.

b/ Calculer les valeurs propres et vecteurs propres de H̃.

6/ Oscillations de Rabi.– L’état de spin de l’atome est initialement |χ(0) 〉 = |+ 〉.
a/ Déduire les composantes ϕ±(t), puis χ±(t).

b/ Donner l’expression de la probabilité P+→−(t) pour que le spin se retourne à l’instant t. On
exprimera cette probabilité en fonction de ω1, Ω et t.

c/ Étudier la probabilité hors résonance |ω − ω0| � ω1 et à résonance ω = ω0. Sur une même
figure, représenter soigneusement le résultat dans ces deux cas limites. Pourquoi le résultat à
résonance est-il surprenant ?

B0B1
|+>

|!> |!>

|+>

detecteur

L
Figure 8.17 – Un Stern & Gerlach est suivi d’une cavité de longueur L dans laquelle règne un
champ magnétique tournant. On dispose un second Stern & Gerlach à la sortie de la cavité.

7/ Résonance magnétique.– On envoie un jet d’atomes de vitesse v dans le dispositif
représenté sur la figure 8.17. La longueur L de la cavité dans laquelle règne le champ magnétique
tournant est telle que ω1

L
v = (2n+ 1)π.

a/ Quels rôles jouent les deux appareils de Stern & Gerlach dans le dispositif ?

b/ On mesure le nombre d’atomes détectés en fonction de B0, à ω et B1 fixés ; le résultat est
représenté sur la figure 8.18. Expliquer l’allure de cette courbe. À quoi correspond le pic ?

c/ La résonance se produit pour ω = 59 GHz et B0 = 1 T. Calculer γ et déduire le facteur de
Landé g de l’atome défini par γ = g qe

2me
où qe et me sont respectivement la masse et la charge

de l’électron.

B0B0! =!"pour

intensite detectee

Figure 8.18 – Nombre d’atomes détectés en fonction de la composante Bz = B0.
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Chapitre 9

Addition des moments cinétiques

Nous avons vu au chapitre 8 que le moment cinétique d’un atome reçoit plusieurs contributions :
les moments orbitaux des différents électrons ainsi que leurs spins. Dans l’exercice 8.2 nous avons
montré que si ~J1 et ~J2 sont deux opérateurs de moments cinétiques agissant dans deux espaces
de Hilbert H1 et H2, l’opérateur

~J = ~J1 ⊗ 1I2 + 1I1 ⊗ ~J2 (9.1)

est encore un opérateur de moment cinétique, agissant dans H1 ⊗ H2 ; c’est-à-dire que les
composantes de ~J obéissent aux relations de commutation (8.26). Un exemple de situation où
nous sommes amenés à considérer deux moments cinétiques est l’étude de l’atome d’hydrogène
dont le moment cinétique total est donné par la somme du moment orbital de l’électron et de
son spin : ~J = ~L+ ~S (le spin du proton apporte une troisième contribution en principe).

ECOCs.– Supposons qu’un ECOC de H1 ⊗ H2 soit { ~J1
2, J1z, ~J2

2, J2z} (en faisant cette
hypothèse nous mettons de côté les éventuels degrés de liberté radiaux qui ne jouent aucun
rôle dans ce chapitre). Les vecteurs propres des quatre opérateurs sont notés | j1,m1; j2,m2 〉 ≡
| j1,m1 〉 ⊗ | j2,m2 〉. Une seconde remarque importante est de noter que

[ ~J, ~J1
2] = [ ~J, ~J2

2] = 0 (9.2)

ce qui montre qu’un autre ECOC acceptable est { ~J1
2, ~J2

2, ~J 2, Jz}. Autrement dit une autre
base possible est celle des vecteurs propres de cette seconde série d’opérateurs, que nous notons
| j1; j2; j,m 〉. Bien que l’addition de deux moments cinétiques s’interprète de manière intéressante
dans le cadre plus général de la théorie des groupes1, la pratique que nous en aurons se limitera
à la possibilité d’effectuer un changement de base :

base {| j1,m1; j2,m2 〉} ↔ base {| j1; j2; j,m 〉} (9.3)

Motivation : Nous verrons que dans de nombreux problèmes, c’est la seconde base qui se révèle
adaptée à la classification des états propres de l’hamiltonien.

Coefficients de Clebsch-Gordan.– Comme nous allons travailler à j1 et j2 fixés, nous pouvons
omettre les deux indices dans le vecteur ; nous simplifierons la notation | j1; j2; j,m 〉 ≡ | j,m 〉, ce
qui limitera également les confusions entre les deux bases. La décomposition du vecteur | j,m 〉
dans la base des | j1,m1; j2,m2 〉 s’écrit sous la forme :

| j,m 〉 =
∑

m1,m2

Cj,mj1,m1;j2,m2
| j1,m1; j2,m2 〉 (9.4)

1le produit tensoriel de deux représentations irréductibles de j > 0 est une représentation réductible, pouvant
être décomposée comme somme de représentations irréductibles : équation (9.7).
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9.1 Inégalité triangulaire Addition des moments cinétiques

elle fait intervenir des coefficients Cj,mj1,m1;j2,m2

def= 〈 j,m | j1,m1; j2,m2 〉, choisis dans R par conven-
tion et appelés des “coefficients de Clebsch-Gordan”. Un des objets de ce chapitre est de
développer la méthode permettant de déterminer ces coefficients.

- Exercice 9.1 : Montrer que Cj,mj1,m1;j2,m2
6= 0 ssi m = m1 +m2.

9.1 Inégalité triangulaire : valeurs de j permises

Considérons un sous espace E (j1) ⊗ E (j2). Cet espace est un espace stable sous les rotations.
Nous en déduisons qu’il se décompose comme la réunion de sous espaces propres de ~J 2, ce que
nous écrivons : E (j1) ⊗ E (j2) =

⊕jmax

j=jmin
E (j). Une première question à laquelle nous devons

répondre est de savoir sur quelles valeurs de j porte la somme. La deuxième question sera de
décomposer les vecteurs | j,m 〉 d’un sous espace E (j) sur les | j1,m1; j2,m2 〉.
• Le nombre quantique m1 varie entre −j1 et +j1 et m2 varie entre −j2 et +j2. Puisque Jz =
J1z + J2z nous déduisons que ses valeurs propres m varient entre −(j1 + j2) et j1 + j2, i.e.
jmax = j1 + j2.

• Nous analysons la dégénérescence des valeurs propres m. Si nous considérons la valeur de m
maximum, celle-ci n’est pas dégénérée puisque seul | j1, j1; j2, j2 〉 possède cette valeur propre.
Nous déduisons notamment que | j = j1 + j2,m = j1 + j2 〉 = | j1,m1 = j1; j2,m2 = j2 〉. D’autre
part nous constatons que la dégénérescence maximale est donnée par dmax = 2j2 + 1 si j2 6 j1
(on peut s’en convaincre aisément après un rapide examen de la figure 9.1 : par exemple la valeur
propre m = 0 est dégénérée 3 = 2× 1 + 1 fois).

m

2

m1

m
= −3

m
= −2

m
= −1

m

= 0
m

= 1
m

= 2

m
= 3

m
J

−3 −2 −1 0 1 2 3

m

j −

Figure 9.1 – Deux bases de E (2)⊗E (1) = E (3)⊕E (2)⊕E (1) (on vérifie bien que 5×3 = 7+5+3).
À gauche : représentation des états | j1,m1; j2,m2 〉 pour j1 = 2 et j2 = 1. À droite : représentation
des états | j,m 〉. Le long d’une ligne correspondant à une valeur de m donnée, les états en étoiles
sont des combinaisons linéaires des états ronds.

• La dégénérescence maximale dmax des valeurs propres m de Jz correspond au nombre de sous
espaces E (j) :

jmax − jmin + 1 = dmax = 2j2 + 1 si j1 > j2 (9.5)

Nous en déduisons que jmin = j1 − j2. Finalement nous obtenons l’encadrement :

|j1 − j2| 6 j 6 j1 + j2 (9.6)

Cette inégalité est parfois appelée “règle du triangle”. Nous pouvons écrire que l’espace se
décompose comme :

E (j1)⊗ E (j2) =
j1+j2⊕

j=|j1−j2|
E (j) (9.7)
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Addition des moments cinétiques 9.2 Construction des vecteurs | j1, j2; j,m 〉

E (j1) ⊗ E (j2) est un espace stable sous les rotations, cependant cette relation montre que cet
espace se décompose comme une somme de sous espaces plus petits E (j) stables sous les rota-
tions.

- Exercice 9.2 (∗) : Vérifier que les dimensions des espaces reliés par l’équation (9.7) cöıncident :
(2j1 + 1)(2j2 + 1) =

∑j1+j2
j=|j1−j2|(2j + 1).

9.2 Construction des vecteurs |j1, j2; j,m〉
Nous cherchons maintenant la relation entre les deux bases. Nous considérons les sous espaces
E (j) successivement à partir de la plus grande valeur de j.

Sous espace E (j = jmax).– Nous avons déjà vu que :

| j = jmax,m = jmax 〉 = | j1,m1 = j1; j2,m2 = j2 〉 (9.8)

Des applications successives de l’opérateur J− = J1− + J2− permettent d’exprimer tous les
vecteurs | j = jmax,m 〉. Par exemple :

J− | jmax, jmax 〉 = (J1− + J2−) | j1,m1 = j1; j2,m2 = j2 〉 (9.9)

Nous connaissons l’action des opérateurs sur les vecteurs dans les deux membres :
√
jmax(jmax + 1)− jmax(jmax − 1) | jmax, jmax − 1 〉 (9.10)

=
√
j1(j1 + 1)− j1(j1 − 1) | j1, j1 − 1; j2, j2 〉+

√
j2(j2 + 1)− j2(j2 − 1) | j1, j1; j2, j2 − 1 〉

Finalement nous trouvons :

| jmax, jmax − 1 〉 =

√
j2

j1 + j2
| j1, j1; j2, j2 − 1 〉+

√
j1

j1 + j2
| j1, j1 − 1; j2, j2 〉 (9.11)

En continuant à appliquer J− nous trouvons l’expression de tous les vecteurs de E (j = jmax).

Sous espace E (j = jmax − 1).– Nous suivons la même logique : nous partons du vecteur
associé à la valeur maximale de m puis appliquons l’opérateur J− plusieurs fois pour construire
les autres vecteurs au sein du sous espace E (j = jmax − 1). Pour trouver le vecteur | jmax −
1, jmax−1 〉 nous remarquons qu’il est donné comme une combinaison linéaire de | j1, j1−1; j2, j2 〉
et | j1, j1; j2, j2 − 1 〉. D’autre part il doit être orthogonal au vecteur (9.11) (flèche bleue de la
figure 9.1). Nous déduisons que :

| jmax − 1, jmax − 1 〉 =

√
j1

j1 + j2
| j1, j1; j2, j2 − 1 〉 −

√
j2

j1 + j2
| j1, j1 − 1; j2, j2 〉 (9.12)

Nous lui appliquons ensuite l’opérateur J− (flèche verte de la figure 9.1) pour construire les
autres états de E (j = jmax − 1).

etc. La procédure consiste donc à parcourir les lignes horizontales de la partie droite de la
figure 9.1, à partir du haut, comme l’indiquent les flèches.

- Exercice 9.3 (∗∗) : Tenseurs de rang 2.– Dans l’exercice 8.20, nous avons montré qu’un
vecteur est un objet de moment cinétique j = 1. Nous avons introduit la notion de tenseur Tij
(tenseur de rang 2) comme un objet physique dont les composantes se transforment comme les
produits de composantes de 2 vecteurs (ViWj). Nous avons montré que Tij se décompose comme
une somme de trois parties stables sous les rotations (la trace, un tenseur antisymétrique et un
tenseur symétrique de trace nulle). Si on considère E (1) ⊗ E (1) =

⊕
j E (j), sur quelles valeurs

de j porte la somme ? Quelles sont les dimensions des sous espaces correspondants ? à quelles
quantités physiques peut-on associer les différents sous espaces E (j) ?
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9.3 Composition de deux spins 1/2

Pour illustrer la procédure détaillée dans la section précédente nous considérons le cas de la
composition de deux spins s1 = s2 = 1/2 : ~S = ~S1 + ~S2. Le spin total est noté S. Il satisfait
|s1− s2| 6 S 6 s1 + s2, i.e. S = 0 ou 1. Nous notons | + + 〉, | +−〉, | −+ 〉 et | −−〉 les quatres
vecteurs propres de S1z et S2z. Nous construisons les états propres de ~S 2 et Sz.

Sous espace E (S = 1).– Le point de départ est le vecteur

|1, 1 〉 = | + + 〉 (9.13)

L’application de S− = S1− + S2− sur | + + 〉 sous donne successivement :

|1, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉+ | −+ 〉) (9.14)

|1,−1 〉 = | − −〉 (9.15)

Ces trois états portent le nom “d’état triplet”.

Sous espace E (S = 0).– Le vecteur |S = 0,M = 0 〉 est orthogonal à |S = 1,M = 0 〉. Nous
déduisons l’expression du dernier vecteur :

|0, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉 − | −+ 〉) (9.16)

appelé “état singulet”.

- Exercice 9.4 (∗) : E (1) ⊗ E (1/2).– La composition d’un moment j1 = 1 avec un moment
j2 = 1/2 se révèlera utile pour l’étude des corrections relativistes dans l’atome d’hydrogène
(chapitre 13). Montrer que les vecteurs de j = 3/2 sont :





|3/2, 3/2 〉 = |1, 1; 1/2, 1/2 〉
|3/2, 1/2 〉 = 1√

3
|1, 1; 1/2,−1/2 〉+

√
2
3 |1, 0; 1/2, 1/2 〉

|3/2,−1/2 〉 =
√

2
3 |1, 0; 1/2,−1/2 〉+ 1√

3
|1,−1; 1/2, 1/2 〉

|3/2,−3/2 〉 = |1,−1; 1/2,−1/2 〉

(9.17)

et ceux de j = 1/2 sont :




|1/2, 1/2 〉 =

√
2
3 |1, 1; 1/2,−1/2 〉 − 1√

3
|1, 0; 1/2, 1/2 〉

|1/2,−1/2 〉 = 1√
3
|1, 0; 1/2,−1/2 〉 −

√
2
3 |1,−1; 1/2, 1/2 〉

(9.18)

- Exercice 9.5 (∗) : Donner les coefficients de Clebsch-Gordan correspondant à cette décom-
position.

- Exercice 9.6 : (Important) Soit deux moment cinétiques ~J1 et ~J2 (par exemple les deux
spins de deux particules). On note ~J = ~J1 + ~J2 le moment cinétique total.
L’hamiltonien est2

H = A ~J1 · ~J2 . (9.19)

2C’est l’hamiltonien effectif qui décrit l’interaction dipolaire magnétique entre les spins du proton et de
l’électron lorsque l’atome d’hydrogène est dans son état fondamental, cf. § 13.3 sur la structure hyperfine, page 225.
C’est aussi la forme de l’Hamiltonien décrivant le couplage spin-orbite, apparaissant dans l’étude de la structure
fine de l’atome d’hydrogène, cf. § 13.2 page 221.
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Montrer que [H, ~J1] = i~A ~J1 × ~J2 et [H, ~J ] = 0 Interpréter physiquement ces relations. En
écrivant

H =
1
2
A
(
~J 2 − ~J1

2 − ~J2
2
)
, (9.20)

déduire une base d’états stationnaires. Analyser (physiquement) les dégénérescences des niveaux
d’énergie.

- Exercice 9.7 (∗∗) : Collision entre deux spins 1/2.– Nous étudions l’évolution de l’état de
spin d’un proton et d’un neutron entrant en collision. Les spins des deux particules sont notés
~S1 et ~S2. Nous modélisons l’interaction sous la forme

Hint = α(t) ~S1 · ~S2 (9.21)

La fonction α(t) n’est non nulle que sur l’intervalle de temps [0, T ] correspondant à la durée de
la collision (cf. figure 9.2). Elle est choisie constante sur cet intervalle.

1/ Pour α(t) = α donner les états propres et les valeurs propres de Hint.

2/ Initiallement les deux spins sont dans l’état |ψinitial 〉 = | +−〉. Calculer l’état de spin |ψfinal 〉
après la collision.

3/ Déduire la probabilité de retournement des deux spins Proba[| +−〉 → | −+ 〉] au cours de
la collision. Tracer cette probabilité en fonction du temps d’interaction.

|+>

T

|−>

d’interaction
zone

temps

Figure 9.2 – Collision entre deux particules.

, Les idées importantes :

• Le plus important : la règle du triangle, i.e. l’encadrement (9.6), i.e. la décomposition (9.7).

• La logique pour trouver la relation entre les deux bases (9.3), résumée sur la figure 9.1.

• Dans la pratique, le contenu du chapitre est souvent utilisé pour diagonaliser des hamilto-
niens du type de celui de l’exercice 9.6. Le même truc est toujours employé !
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Chapitre 10

Introduction à la théorie des
collisions

10.1 Ce que le chapitre discute et ce dont il ne parle pas...

La théorie des collisions (ou théorie de la diffusion, “scattering” en anglais) est un aspect très
important du formalisme quantique 1 visant à dégager un certain nombre d’idées et propriétés
générales dans la situation où une particule (une onde) subit une collision avec une cible, fi-
gure 10.1, i.e. d’autres particules (ou des collisions entre particules dans un accélérateur, fi-
gure 11.1).

Source

Détecteur

Cible
(a)

λ

Figure 10.1 – Onde (lumière, électrons, neutrons, particules α...) envoyée sur une cible. Les
ronds représentent les centre diffuseurs de la cible (les atomes par exemple).

Cette situation a déjà été rencontrée au cours de ces notes et il est presqu’inutile de souligner
son importance dans des domaines extrêmement variés : nous l’avons évoqué dans l’introduction
à plusieurs reprises (expérience de Rutherford, expériences de collisions dans les accélérateurs
de particules,...). Notons que le concept de collision fournit des outils puissants pour étudier
la thermodynamique des gaz faiblement en interaction (développement du viriel [29],...) par
exemple très utile dans le cadre de la physique des gaz atomiques (milieux dilués). Enfin, un
dernier contexte dans lequel se déploie la puissance de cette idée est fourni par la matière
condensée où la notion de collision est utilisée pour décrire le transport électronique dans des
structures de dimensions micrométriques cohérentes (deux problèmes illustrent ce dernier point
ainsi que la figure de la couverture) : approche de Landauer-Büttiker [11].

Le sujet serait suffisamment vaste pour occuper un ouvrage complet (voire plusieurs). Pour
en toucher du doigt la richesse, considérons une situation physique précise que nous avons

1Notons également l’existence d’une “théorie des collisions classiques”, développée dans tous les bons livres de
mécanique classique (par exemple [27] ou le premier chapitre de l’ouvrage [43]).
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évoquée dans le chapitre d’introduction : l’expérience de Rutherford de bombardement d’un
film d’or par des particules α. Cette expérience, historique puisqu’elle démontra l’existence du
noyau atomique, est bien analysée en considérant que chaque particule α (chargée d’une charge
+2|qe|) est déviée par un unique noyau d’or (de charge +79|qe|) via l’interaction coulombienne.
Ce régime de diffusion simple (figure 10.1) où chaque particule α rencontre un unique centre
diffuseur reproduit le résultat expérimental. Dans ce régime l’intensité mesurée est une somme
incohérente des amplitudes associées à une collision sur le site i :

Isimple ∝
∑

diffuseur i

∣∣Aune coll. sur i

∣∣2 . (10.1)

En général l’amplitude dépend des directions incidentes et diffusées et l’intensité présente une
dépendance angulaire non triviale.

Plusieurs complications intéressantes pourraient se produire :
(A) Si le paquet d’onde décrivant la particule α était suffisamment étendu spatialement (à
l’échelle du réseau cristallin selon lequel s’arrangent les atomes d’or), le processus de diffraction
de la particule α serait sensible à la structure cristalline (en pratique cela se produit pour d’autres
types d’onde incidentes, comme des rayons X ou des électrons). C’est un régime de diffusion
de Bragg (figure 10.2.b). Contrairement au cas de la diffusion simple, l’intensité est donnée en
ajoutant de manière cohérente les amplitudes associées à une collision sur un site :

IBragg ∝
∣∣ ∑

diffuseur i

Aune coll. sur i

∣∣2 . (10.2)

On observe une figure d’interférences (comme en optique lorsqu’une onde lumineuse est envoyée
sur un réseau).

Cible
(b)

λ

Cible
(c)

λ

Figure 10.2 – (b) : Régime de diffusion de Bragg : l’onde diffuse de manière cohérente sur
plusieurs centres diffuseurs. (c) : Régime de diffusions multiples : l’onde diffuse de manière
cohérente sur plusieurs diffuseurs et subit des processus de diffusions multiples. Rq. : Sur le
schéma, la direction des ondes diffusées par la cible correspond à celle du détecteur pour indiquer
la nature des chemins de diffusion détectés ; bien entendu la cible diffuse l’onde dans toutes les
directions spatiales a priori.

(B) Si la cible est maintenant plus épaisse, l’onde incidente pourrait avec une forte probabilité
d’interagir avec plusieurs centre diffuseurs avant de sortir de la cible d’or ; nous serions dans
un régime de collisions multiples. On peut encore distinguer un régime incohérent : les ampli-
tudes associées aux chemins de diffusions, notés C = (i1, i2, · · · , iN ), sont ajoutées de manière
incohérente

I
(incoh.)
Mult. ∝

∑

chemin C

∣∣AC
∣∣2 (10.3)
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Si la séquence de collisions est très longue, l’onde diffusée perd la mémoire de la direction
incidente et est diffusée de manière isotrope (à l’entrée et à la sortie). Cela correspond au
régime de diffusion de la lumière dans un nuage ou dans un verre de lait [20, 2]. Enfin il existe
également un régime de diffusions multiples cohérent dans lequel les amplitudes sont ajoutées
de façon cohérentes :

I
(coh.)
Mult. ∝

∣∣ ∑

chemin C
AC
∣∣2 . (10.4)

Ce régime plus difficile à observer peut donner lieu à des phénomènes très intéressants de loca-
lisation de l’onde par un milieu désordonné (localisation d’Anderson) [2].
(C) La formule de Rutherford décrit la collision de deux particules dont l’énergie cinétique ne
change pas au cours de la collision. On parle de diffusion élastique. Dans certaines situations la
particule incidente pourrait déposer de l’énergie dans la cible : la diffusion est inélastique.
(D) On pourrait s’intéresser au cas où la particule incidente possède des degrés de liberté internes
(un spin, un degré d’excitation,...) pouvant être affecté par le processus de collission.

Cette petite liste vise simplement à suggérer la variété des questions que nous pourrions
légitimement nous poser et à délimiter le champ de la discussion qui va suivre. Nous allons
nous intéresser dans ce chapitre à une situation où toutes les complications (A-D) sont absentes
et considérer le régime de collision simple 2 élastique : nous pouvons alors nous ramener à un
problème à deux particules (la particule incidente et la particule cible), i.e. à l’étude d’une
particule envoyée sur une cible décrite par un potentiel V (r) de portée finie (i.e. décroissant
“vite” 3) dans le régime élastique tel que Ec(t→ −∞) = Ec(t→ +∞). Nous commencerons par
analyser la situation undimensionnelle (déjà abordée brièvement dans les chapitres antérieurs)
qui permet déjà de présenter un certain nombre de concepts simplement : matrice S, déphasages,
résonance,...

10.2 Théorie des collisions en une dimension

Bien que notre approche de la situation unidimensionnelle est davantage motivée par des buts
didactiques, notons qu’elle peut se révéler utile pour décrire de vraies situations physiques. 4

10.2.1 Un problème de diffusion sur une ligne semi-infinie – déphasage

Commençons par nous placer dans la situation la plus simple qui soit : nous étudions le problème
d’une particule envoyée depuis x = +∞ sur un potentiel décroissant “vite” à l’infini, V (x →
∞) = 0, et totalement réflechissant à l’origine, i.e. V (x < 0) = +∞ (figure 10.3). Nous pouvons
écrire l’état stationnaire de diffusion d’énergie E dans la région de potentiel nul comme :

ψ(x;E) '
x→∞

e−ikx
︸ ︷︷ ︸

incident

+ r(E) e+ikx

︸ ︷︷ ︸
reflechi

où r(E) = ei2η(E) (10.5)

où la présence du mur réfléchissant à l’origine impose que la probabilité de réflexion soit |r|2 = 1.
Dans cette situation simple, l’onde réfléchie ne peut être affectée que par une phase, appelée
déphasage η(E). Bien que caractérisant le comportement asymptotique de la fonction d’onde,
cette phase code de nombreuses informations physiques intéressantes sur la région de diffusion,
comme nous le discutons maintenant.

2Le régime de diffraction de Bragg est discuté en annexe.
3La question de savoir quand le potentiel décrôıt assez vite sera laissée en suspens...
4Les progrés réalisés ces dernières décennies dans le domaine de la fabrication de micro et nano-structures

conductrices permettent aujourd’hui de confiner les électrons dans des structures de basse dimension et de réaliser
ainsi des “guides d’onde” pour l’onde électronique. Lorsqu’un unique mode transverse est excité, le système est
dans une situation effectivement unidimensionnelle.
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Figure 10.3 – Diffusion par un potentiel avec un puits de largeur finie et une barrière.

Considérons un exemple précis de potentiel présentant un puits de profondeur V0 = ~2k2
0

2m et
de largeur L, et une barrière (un potentiel δ en x = L) :

~2

2m

(
− d2

dx2
− k2

0 θ(L− x) + λ δ(x− L)
)
ψ(x) =

~2k2

2m
ψ(x) pour x > 0 (10.6)

L’étude de cette situation est déjà assez instructive.
Tout d’abord il est utile pour la discussion de trouver l’équation de quantification donnant

les énergies des états liés d’énergie E = −~2k2

2m < 0. La fonction d’onde est de la forme ψ(x) =
sinKx
sinKL pour x ∈ [0, L], où K =

√
k2

0 − k2, et ψ(x) = e−k(x−L) pour x ∈ [L,∞[. L’équation
de quantification est obtenue en imposant la condition de raccordement de part et d’autre du
potentiel ~2λ

2m δ(x− L) :
[

d
dx ln |ψ(x)|

]L+

L−
= λ, i.e.

K cotgKL = −(k + λ) (10.7)

dont nous notons l’ensemble des solutions {En}n=1,··· ,NB . Cette équation peut être résolue gra-
phiquement. Par exemple il est facile de voir qu’en l’absence de la barrière (λ = 0) un nouvel
état lié apparâıt chaque fois que k0 = π(n+ 1

2), n ∈ N.

- Exercice 10.1 : Vérifier cette dernière assertion.

Tournons nous maintenant vers notre principal objet d’étude, à savoir les propriétés de
la diffusion, pour E = +~2k2

2m > 0. La fonction d’onde dans le puits s’écrit ψ(x) = [e−ikL +
re+ikL] sinKx

sinKL où K =
√
k2

0 + k2 [le préfacteur est choisi afin d’assurer la continuité avec (10.5)].
Le raccordement des deux expressions nous donne l’expression du coefficient de réflexion

r(E)e2ikL = e2iη(E)+2ikL = −K cotgKL+ ik + λ

K cotgKL− ik + λ
(10.8)

Nous pouvons facilement vérifier que lorsque k0 = 0 et λ = 0 (ou de manière équivalente si
k →∞) le membre de droite se comporte comme −e2ikL, i.e. η(E →∞) = π

2 mod π.

Relation avec le spectre d’états liés Définissant la solution d’une équation différentielle
(l’équation de Schrödinger), le coefficient de réflexion (l’amplitude de probabilité de réflexion)
possède des propriétés d’analyticité nous permettant d’établir une correspondance entre cette
propriété des états stationnaires de diffusion (E > 0) et les états liés du problème. Ce point
se comprend en écrivant la fonction d’onde ψ(x;E = +k2) ∝ 1

r(E)e
−ikx + eikx. Cette solution

est également une solution de l’équation de Schrödinger pour E < 0 (i.e. k =
√
E + i0+ → ik),

ψ(x;E = −k2) ∝ 1
r(E=−k2+i0+)

ekx + e−kx, cependant la normalisabilité est obtenue dans ce cas
en écrivant r(E + i0+) = ∞. Autrement dit : les états liés du problème sont les solutions de
l’équation

r(E) =∞ pour E ∈ {En}n=1,··· ,NB (10.9)
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ce qui est manifeste en notant que l’équation de quantification (10.7) a pour solution les pôles
de l’équation (10.8).

Cette relation entre propriétés de la diffusion (i.e. du continuum d’états pour E > 0) et les
états liés (i.e. spectre discret pour E < 0) s’illustre notamment à travers le théorème de Levinson
(1949) qui montre que le déphasage permet de compter les états liés :

NB = # d’états liés =
η(0)− η(∞)

π
(10.10)

où il est entendu que la fonction η(E) est une fonction continue de l’énergie 5 (voir le § 133 de
[28]) que nous illustrons sur la figure 10.4 dans le cas du potentiel de la figure 10.3.
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Figure 10.4 – À gauche : Déphasage en fonction de k pour différentes profondeurs de puits de
largeur L = 1 en l’absence de barrière (λ = 0) : k0 = π

2 −0.1, π
2 + 0.1 et 3π2 + 0.1 (pour λ = 0 les

états liés apparaissent dans le puits pour k0 = π(n + 1
2)). Les courbes illustrent le théorème de

Levinson donnant le nombre d’états liés dans le puits : NB = 1
π [η(0)−η(∞)]. À droite : dη

dk + 2L
pour k0 = 0 et λ = 10/L.

Résonances Nous simplifions maintenant le problème et considérons la situation en l’absence
du puits, k0 = 0, avec une barrière λ 6= 0.

r(E) = e2iη(E) = −e+ika + λ
k sin ka

e−ika + λ
k sin ka

e−2ikL (10.11)

La présence de la barrière nous permet de varier le “couplage” entre la région [0, L] et la région
semie-infinie, x > L. En particulier pour λ =∞ les deux régions sont découplées : sur [0, L] nous
sommes ramenés à un problème d’états liés (ψ(0) = ψ(L) = 0) dont la solution est le spectre

d’états liés de la bôıte quantique, En = ~2k2
n

2m et φn(x) =
√

2
L sin knx avec kn = nπ

L pour n ∈ N∗.

Sur [L,∞[ nous retrouvons les solutions libres ψk(x) =
√

2
π sin k(x− L) avec k ∈ R+.

Nous pouvons maintenant montrer que lorsque λ fini mais grand, le problème de diffusion
garde la trace des états liés obtenus à la limite λ→∞.

- Exercice 10.2 : On analyse la limite λ→∞ (en pratique λ� k)

a) Montrer que e2iη(E)+2ikL '
k∼kn

−k−k̃n−iγn
k−k̃n+iγn

où k̃n ' kn(1− 1
λL) et γn ' k2

n/(λ
2L).

b) Une analyse en énergie montrerait que

e2iη(E)+2ikL '
E∼En

−E − Ẽn − iΓn/2
E − Ẽn + iΓn/2

(10.12)

5L’équation (10.8) ne donne le déphasage η(E) que modulo π. Une autre formulation du théorème de Levinson
est : NB =# de discontinuité de η(E) modulo π.
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Donner l’expression de Ẽn et Γn. Analyser le mouvement de r(E) dans le plan complexe.

c) Tracer l’allure de dη
dk + 2L. Pourquoi parle-t-on de “résonance” ?

Les résonances (pics de largeurs δE ∼ Γn de la figure 10.4) s’interprètent comme des états
quasi-liés, de grande durée de vie ~/Γn. Nous montrerons en effet dans un problème (problème C
page 265) que τ(E) def= ~ dη

dE = m
~k

dη
dk s’interprète comme le temps de retard de l’onde à la réflexion

dû à l’interaction. Un pic indique donc que la particule passe un temps très long dans la région
d’interaction (ici [0, L]).

La situation que nous sommes en train d’analyser est tout à fait analogue à ce qui se produit
dans les accélérateurs de particules : certaines particules subissant une collision sont susceptibles
de former un état quasi-lié (une résonance) qui se manifeste par un pic dans la section efficace
de collision (la probabilité de diffuser l’une sur l’autre). Le pic s’interprète comme la formation
d’une nouvelle particule de durée de vie finie ~/Γn.

Conclusion L’analyse détaillée de la situation très simple de la figure 10.3 nous a montré deux
points intéressants :

• l’étude des propriétés de diffusion (i.e. du continuum, E > 0), précisément du comporte-
ment asymptotique la fonction d’onde et du déphasage η(E), donne accès à des propriétés
des états liés du problème (à E < 0).

• D’autre part nous avons introduit le concept de “résonance”. L’amplitude de diffusion (ici
le coefficient de réflexion) signale l’existence d’états quasi-liés (correspondant à des sauts
de π du déphasage).

10.2.2 Diffusion unidimensionnelle – matrice S

Nous considérons dans ce paragraphe la situation légèrement plus compliquée de la diffusion
d’une particule par un potentiel V (x) défini sur R et supposer décrôıtre “rapidement” à l’in-
fini V (x → ±∞) = 0. Cette analyse nous permet d’introduire le concept de matrice S et de
comprendre comme se généralise la notion de déphasage introduite au pragraphe précédent.

Pour toute énergie positive E = +~2k2

2m > 0, l’équation de Schrödinger admet deux solu-
tions linéairement indépendantes. Une base de solutions dont nous donnons aisément une in-
terprétation physique est formée des deux solutions présentant les comportements asymptotiques
suivants :

ψG(x;E) '
{

e+ikx + r(E) e−ikx pour x→ −∞
t(E) e+ikx pour x→ +∞

(10.13)

ψD(x;E) '
{
t′(E) e−ikx pour x→ −∞
e−ikx + r′(E) e+ikx pour x→ +∞

(10.14)

La première de ces solutions décrit la situation physique où la particule incidente depuis −∞
est diffusée vers la gauche, resp. la droite, avec une amplitude de probabilité r, resp. t (nous
sous-entendrons la dépendance en énergie). L’état stationnaire ψD(x;E) décrit une particule
incidente de +∞ et met en jeu les amplitudes de probabilité r′, t′.

Nous regroupons ces quatre coefficients complexes dans la matrice 2× 2, appelée matrice de
diffusion (matrice S).

S
def=
(
r t′

t r′

)
(10.15)
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Figure 10.5 – Différents états stationnaires de diffusion décrivant la situation unidimension-
nelle.

La solution la plus générale de l’équation de Schrödinger est une combinaison linéaire des
deux solutions écrites plus haut :

ψ(x;E) = AG,in ψG(x;E) +AD,in ψD(x;E) (10.16)

décrivant la situation physique où la particule est injectée à la fois depuis la gauche et depuis la
droite. La matrice S permet alors de relier les amplitudes entrantes AG,in, AD,in aux amplitudes
sortantes (figure 10.5) : (

AG,out
AD,out

)
= S

(
AG,in
AD,in

)
(10.17)

- Exercice 10.3 : Écrire explicitement la solution (10.16) dans les deux régions asympto-
tiques et interpréter (10.17)

- Exercice 10.4 : Montrer que la conservation de la probabilité (i.e. JG,D(x → −∞) =
JG,D(x → +∞) où JG,D(x) = ~

m Im
[
ψ∗G,D

dψG,D
dx

]
) est assurée si la matrice est unitaire SS† =

S†S = 1. 6

Nous montrons maintenant comment nous pouvons retrouver la notion de déphasage dans
cette situation. Pour cela nous introduisons une autre base d’états stationnaires d’énergie E :

Ψσ(x) '
|x|→∞

[aσθ(x) + bσθ(−x)] cos(k|x|+ ησ(E)) (10.18)

où σ = ± est un indice discret. 7 Nous avons introduit deux déphasages ησ(E). Nous cherchons
à établir une relation entre les deux bases d’états. Pour cela nous décomposons chaque état
dans la base de départ Ψσ(x) = Cσ ψG(x;E) + ψD(x;E). En comparant les comportements
asymptotiques en x→ +∞ nous obtenons r′+Cσ t = e2iησ et en x→ −∞ : t′+Cσ r = Cσe2iησ .
En éliminant Cσ les deux équations conduisent à e4iησ − (r+ r′)e2iησ − tt′ + rr′ = 0. Autrement
dit, nous venons de montrer que les deux états Ψ+(x) et Ψ−(x) sont les deux états propres de
la matrice de diffusion. Ils sont appelés les ondes partielles. Les déphasages correspondent aux
phases des valeurs propres de la matrice S :

det(S − e2iησ 1) = 0 (10.19)

Nous retrouverons cette idée générale. 8

6Notons que la réciproque est moins facile à prouver : l’orthonormalisation de la base d’états {ψG, ψD} implique
l’unitarité de S.

7Potentiel pair.– Remarquons que c’est seulement lorsque le potentiel est symétrique V (x) = V (−x) que les
deux états stationnaires possèdent une symétrie sous la parité. Dans ce cas aσ = σbσ et Ψ+(x) et Ψ−(x) sont
respectivement les états pair et impair.

8Notons que dans la situation semi-infinie analysée dans le paragraphe précédent, le coefficient de réflexion
joue le rôle de matrice de diffusion S = r = e2iη.
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Règle de somme de Krein-Friedel Nous discutons une relation entre matrice S et spectre
du problème. 9 Pour cela nous considérons que le système est maintenant dans un volume
fini, sur un intervalle [−R; +R] sur les bords duquel nous imposons des conditions de Dirichlet
ψ(±R) = 0. Le spectre est alors quantifié, ce qui prend une forme sympathique dans la base des
ondes partielles : Ψσ(±R) = 0 i.e. knR + ησ(En) + π/2 = nπ, où En = ~2k2

n
2m . Afin d’analyser

la limite thermodynamique R → ∞, nous introduisons la notation δkn = kn+1 − kn. Nous
voyons que l’équation de quantification prend la forme 1

δkn
' R

π + 1
π

dησ(En)
dkn

. Le premier terme

s’interprète comme la densité d’états en l’absence du potentiel diffusant 1/δk(0)
n = R/π, dans le

canal σ. Nous montrons ainsi que les déphasages sont reliés à la variation de densité d’états 10

induite par l’introduction du potentiel diffusant :

∫ +∞

−∞
dx [ρ(x;E)− ρ0(x;E)] =

1
π

∑

σ=±

dησ(E)
dE

=
1

2iπ
d

dE
ln detS(E) (10.20)

(où nous avons utilisé que tr ln = ln det).

Démonstration du théorème de Levinson La règle de somme de Krein-Friedel est une
relation qui nous donne la variation de la densité d’états 11 δρ(E) induite par l’introduction
d’un potentiel diffusant (codé dans la matrice S). La règle de somme nous fournit une expression
de δρ(E) dans la partie positice du spectre (continuum). En admettant que l’introduction du
potentiel ne change pas le nombre total d’états mais ne fait que redistribuer leur répartition
(éventuellement en envoyer dans R−, i.e. produire des états liés), nous pouvons écrire

NB +
∫ ∞

0
dE δρ(E) = 0 , (10.21)

où NB est le nombre d’états liés. Nous utilisons maintenant la relation (10.20) pour exprimer
l’intégrale

∫∞
0 dE δρ(E) = 1

π

∑
σ

∫∞
0 dE dησ(E)

dE , i.e.

NB =
1
π

∑

σ

[ησ(0)− ησ(∞)] (10.22)

Le théorème de Levinson apparâıt donc comme une règle de somme sur la règle de somme de
Friedel.

10.2.3 Conclusion

Jusqu’à présent nous avons dégagé quelques propriétés sur la matrice S, qui s’avèrent générales :
relation entre matrice S et propriétés spectrales (relation avec les états liés, relation avec les
états quasi-liés, relation avec la densité d’états). Nous avons également introduit la notion de
déphasage dans une situation (presque) triviale (la diffusion sur le demi axe R+) et avons montré
comment cette notion apparâıt dans une situation légèrement plus complexe (diffusion sur R)
Ce dernier cas nous a permis d’introduire le concept de matrice de diffusion et nous avons
démontré que les déphasages sont les phases des valeurs propres e2iησ(E) de la matrice S. Malgré
ces progrés nous n’avons toutefois pas encore expliqué comment il est possible de calculer la
matrice S dans une situation générale. C’est l’objet du prochain paragraphe.

9Cette relation est assez célèbre ; la discussion du présent paragraphe a été développée dans la référence [40].
10Nous notons ρ(x;E) =

P
n |ϕn(x)|2δ(E − En) la densité d’états locale.

11Il s’agit de la variation de la densité d’états totale ρ(E)
def
=
P
n δ(E −En). Celle-ci diverge avec le volume du

système, cependant l’équation (10.20) montre que la différence des deux quantités infinies, “δρ(E) = ρ(E)−ρ0(E)”,
est finie.
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10.3 Formulation générale

Le paragraphe suivant fait référence à la notion de fonction de Green introduite en annexe.

, Une étude des exercices 10.5 et 10.7 est conseillée à ce stade.

Équation de Lippmann-Schwinger

Séparons l’hamiltonien en une partie libre, notée H0, et le potentiel donnant lieu au processus
de diffusion, noté V (cette séparation est nécessaire afin de définir des états asymptotiquement
libres) : H = H0 + V . Nous cherchons à résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire dans
une situation de diffusion (spectre continu) : (E −H)|ψE 〉 = 0, que nous pouvons écrire (E −
H0)|ψE 〉 = V |ψE 〉. Nous sommes maintenant tentés de diviser membres de gauche et de droite
par l’opérateur E−H0 afin d’obtenir une équation pour l’état stationnaire. Ce faisant nous devons
prendre garde à deux choses : le premier point (le plus délicat) est que l’opérateur (E − H0)
n’est pas inversible. En effet, nous étudions ici les états de diffusion appartenant au continuum
d’états de H, or Spec(H0) = R+ ⊂Spec(H). Pour E ∈ R+, l’inversion de (E − H0) conduit
soit à la fonction de Green retardée G+(E) = (E − H0 + i0+)−1, soit à la fonction de Green
avancée G−(E) = (E−H0− i0+)−1 (cf. annexe). Le deuxième point est que l’équation homogène
(E−H0)|ψE 〉 = 0 admet pour solution un solution |ψ(0)

E 〉 du problème libre, (E−H0)|ψ(0)
E 〉 = 0.

Finalement nous aboutissons à l’équation de Lippmann-Schwinger pour les états stationnaires
sortants (+) ou entrants (−) :

|ψ±E 〉 = |ψ(0)
E 〉+G±0 (E)V |ψ±E 〉 (10.23)

La nature sortante ou entrante se déduit des comportements asymptotique des fonctions de Green
retardée et avancée discutés dans l’annexe (On pourra également étudier l’exercice 10.6). Écrite
en représentation d’espace, cette équation est une équation intégrale pour les états stationnaires :

ψ±E(r) = ψ
(0)
E (r) +

∫
dr′ G±0 (r, r′;E)V (r′)ψ±E(r′) (10.24)

La situation physique représentée sur la figure 10.6 correspond à l’état sortant ψ+
E(r).

La fonction de Green est particulièrement adapatée à l’écriture d’un développement en puis-
sances du potentiel. Écrivant 1

z−H − 1
z−H0

= 1
z−H0

V 1
z−H , nous déduisons que G = G0 +G0V G

(équation de Dyson). Nous pouvons ainsi écrire G = G0 + G0V G0 + G0V G0V G0 + · · · . En
procédant de manière analogue dans l’équation de Lippmann-Schwinger, |ψ±E 〉 = |ψ(0)

E 〉 +
G±0 V |ψ

(0)
E 〉+G±0 V G±0 V |ψ±E 〉 = (1+G+

0 V +G+
0 V G

+
0 V +· · · )|ψ(0)

E 〉, nous aboutissons à l’équation

|ψ±E 〉 = (1 +G±(E)V )|ψ(0)
E 〉 (10.25)

qui nous fournit en principe un moyen de construire l’état de diffusion |ψ±E 〉, à partir de l’état
libre |ψ(0)

E 〉. Notons toutefois que nous n’avons fait que repousser la difficulté (résoudre une
équation intégrale) dans le calcul de la fonction de Green exacte du problème avec potentiel.
L’exercice suivant montre néanmoins que cette équation peut être résolue exactement dans un
cas simple.

, Une d’application de ces résultats un peu formels est l’exercice 10.8.

Approximation de Born Lorsque le potentiel diffusant est suffisamment faible (ou que
l’énergie de la particule indicidente est grande), une bonne approximation qui simplifie la
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construction de l’état stationnaire de diffusion peut être de remplacer l’état stationnaire par
l’état libre dans le membre de droite de l’équation de Lippmann-Schwinger (10.23) ou (10.24) :

|ψ±E 〉(Born) ' (1 +G±0 (E)V )|ψ(0)
E 〉 (10.26)

Matrice T On introduit parfois la matrice T définie par G(E)V = G0(E)T (E), i.e. T (E) =
V +V G(E)V . L’état stationnaire s’exprime alors comme |ψ±E 〉 = (1 +G±0 (E)T±(E))|ψ(0)

E 〉, ce
qui montre que la matrice T joue le même rôle, dans l’état stationnaire exact, que le potentiel
V dans l’approximation de Born. Pour en savoir plus je renvoie à l’ouvrage plus spécialisé [15].

Matrice S

Nous avons introduit la matrice S dans la situation unidimensionnelle comme une matrice cou-
plant des canaux entrants aux canaux sortants. Cette idée se généralise formellement : en général
les états de diffusion sont repérés par leur énergie et un ensemble de nombres quantique (la di-
rection de l’onde incidente, ou le moment orbital,...) appelés “indices de canaux de diffusion”.
Nous regroupons tous ces nombres quantiques dans un indice a, b,etc. Les éléments de matrice
S sont alors définis comme [33] :

Sab = 〈ψ−a |ψ+
b 〉 (10.27)

(de même que dans le cas unidimensionnel).

10.4 Diffusion dans la situation bidimensionnelle

L’analyse de la situation en dimension supérieure à 1 nous permet d’introduire une nouvelle
notion centrale de la théorie de la diffusion : la notion de section efficace. Si cette motivation
peut parâıtre “scolaire”, cependant il n’en est rien : l’étude du cas bidimensionnel est devenu
très intéressant depuis qu’il est possible de réaliser des gaz d’électrons piégés à l’interface de
deux semiconducteurs. À suffisamment basse température (qq K) la physique de ces électrons
est effectivement bidimensionnelle (on pourra voir la discussion du chapitre 15).

10.4.1 Section efficace

Dans une expérience de collision, une particule est envoyée depuis l’infini sur une cible (fi-
gure 10.6) qui diffuse une onde sortante. Revenons un instant sur la situation unidimensionnelle :
la fonction d’onde (10.13) est décomposée en une onde indidente ψinc(x→ −∞) ' e+ikx et une
onde sortante, de part et d’autre du potentiel diffuseur ψref(x → −∞) ' re−ikx et ψtrans(x →
+∞) ' te+ikx. Vu de l’infini, le potentiel agit comme une source à l’origine répartissant le
courant incident, +~k

m , dans les différentes directions de l’espace (−|r|2 ~k
m à gauche et |t|2 ~k

m
à droite). Revenons maintenant à la situation bidimensionnelle et écrivons la fonction d’onde,
asymptotiquement libre, décrivant la même situation :

ψ~k(~r) 'r→∞ ei~k·~r
︸︷︷︸

incidente

+
f(θ)√
r

eikr

︸ ︷︷ ︸
diffusée

(10.28)

où le premier terme décrit la particule envoyée sur la source avec une impulsion ~~k. Le second
terme décrit une onde émise depuis le centre diffuseur (le diffuseur joue le rôle de source effective).
Afin de nous en convaincre, nous calculons les densités de courant associés aux deux termes ;
~Jinc = ~

m Im
[
ψ∗inc

~∇ψinc

]
= ~~k

m . Pour calculer le courant diffusé, utilisons 12 ~∇ψdiff =
[
(ik −

12Rappelons l’expression du gradient en coordonnées polaires ~∇ = ~ur
∂
∂r

+ 1
r
~uθ

∂
∂θ

.
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1
2r )~ur + [ln f(θ)]′

r ~uθ
]
ψdiff , i.e. ~Jdiff ' ~k

m
1
r |f(θ)|2~ur. La fonction f(θ) caractérisant la distribution

angulaire de l’onde diffusée par la cible est appelée amplitude de diffusion. Elle permet donc
de calculer la probabilité pour que la particule soit diffusée par la cible, donnée par le rapport
du courant total diffusé

∫ 2π
0 dθ r || ~Jdiff || et du courant incident ~Jinc. Cette quantité (qui a la

dimension d’une longueur en 2D) est appelée la section efficace totale

σ
def=

∫ 2π
0 dθ r || ~Jdiff ||
|| ~Jinc||

=
∫ 2π

0
dθ |f(θ)|2 (10.29)

Une autre quantité intéressante qui code non seulement la probabilité pour que la particule
soit diffusée, mais en plus la distribution angulaire du courant diffusé, est la section efficace
différentielle ; elle mesure le rapport du courant de particules détectées dans un détecteur d’ou-
verture angulaire dθ placé à distance r de la cible (figure 10.6), r dθ || ~Jdiff ||, et de la densité de
courant incident ~Jinc :

dσ
dθ

def=
courant mesuré

densité de courant incident
=
r dθ || ~Jdiff ||
|| ~Jinc||

⇒ dσ
dθ

= |f(θ)|2 (10.30)

Approximation de Born

Nous appliquons l’équation (10.26) pour obtenir une forme approchée de l’amplitude de diffusion.
Nous injectons l’état libre ψ(0)

~k
(~r) = ei~k·~r dans (10.26) et obtenons l’état (sortant) :

ψ
(Born)
~k

(~r) ' ei~k·~r +
∫

d~r ′G+
0 (~r, ~r ′;E)V (~r ′) ei~k·~r ′ (10.31)

Nous avons besoin de la fonction de Green retardée libre, donnée par une fonction de Hankel
(Bessel de troisième espèce, cf. annexe A page 257) :

G+
0 (~r, ~r ′;E) =

me

2i~2
H

(1)
0 (kR) '

R→∞
me

~2i
√

2iπkR
eikR (10.32)

où R = ||~r − ~r ′||. Dans l’équation (10.31), le potentiel contraint le point ~r ′ à se trouver à
une distance typique r0 de l’origine (où r0 désigne la portée du potentiel), alors que le point
~r se trouve dans la région asymptotique, au niveau du détecteur. Nous pouvons donc utiliser
le développement limité ||~r − ~r ′|| ' r − ~ur · ~r ′ où ~ur = ~r/r. En insérant cette expression dans
(10.31) nous obtenons

ψ
(Born)
~k

(~r) ' ei~k·~r +
me

~2i
√

2iπkr
eikr

∫
d~r ′ V (~r ′) ei(~k−k~ur)·~r ′ (10.33)

En introduisant la notation ~k ′ def= k~ur pour désigner le vecteur d’onde des particules détectées,
nous identifions l’expression approchée de l’amplitude de diffusion, que nous notons plus sug-
gestivement f(~k ′,~k) ≡ f(θ)

f (Born)(~k ′,~k) ' me

~2i
√

2iπk
Ṽ (~k ′ − ~k) (10.34)

où Ṽ (~q) =
∫

d~r V (~r) e−i~q·~r est la transformée de Fourier du potentiel (notons que me
~2 Ṽ (~q) est

sans dimension en 2D). La quantité a le sens d’une amplitude de probabilité pour que l’onde
incidente d’impulsion ~~k soit diffusée dans un état d’impulsion ~~k ′.

Validité ? ? ? ? ?
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10.4.2 Diffusion par un potentiel radial – ondes partielles et déphasages

Le problème libre dans une base de fonctions symétriques sous les rotations

La théorie des collisions discute comment les états libres sont couplés par le potentiel diffuseur.
Il convient donc de discuter précisément des bases libres adaptées. La base naturelle introduite
dans les chapitres précédent est celle des ondes planes 1

2πei~k·~r. Il est aussi utile de discuter une
base d’états libres classés par leur moment orbital (i.e. leurs propriétés sous les rotations). En
écrivant le Laplacien sous la forme ∆ = ∂2

∂r2 + 1
r
∂
∂r + 1

r2
∂
∂θ , nous voyons que les états propres

symétriques par rotation sont des fonctions cylindriques13 (fonction de Bessel, cf. annexe A
page 257) :

φk,m(~r) =

√
k

2π
Jm(kr) eimθ avec k ∈ R+ et m ∈ Z (10.35)

où m est le moment orbital (rappelons que l’opérateur de moment orbital est `z = −i~(x∂y −
y∂x) = −i~∂θ).

Une relation utile pour la suite est de savoir comment décomposer une onde plane dans
la base de ces fonctions. Pour cela nous écrivons que l’onde plane pour le vecteur ~k = k~uz
est eikr cos θ =

∑
m am eimθ. Les coefficients sont donnés par am =

∫ 2π
0

dθ
2π e−imθ+ikr cos θ. Nous

reconnaissons la représentation intégrale des fonctions de Bessel, éq. (A.31) page 261,

eikr cos θ =
∑

m∈Z
im Jm(kr) eimθ (10.36)

Relation entre les déphasage et la section efficace

Nous avons vu sur le cas unidimensionnel que les déphasage sont associés aux ondes partielles,
i.e. aux états propres de la matrice S. Dans la situation invariante par rotation que nous sommes
en train de considérer, ces états propres sont des états symétriques sous les rotations (rappelons
nous que les états propres de S sont aussi des états propres de l’hamiltonien). Pour le potentiel
radial, Les ondes partielles sont donc les états propres de H et de `z, que nous notons Ψk,m(~r) =
uk,m(r) eimθ.

La partie radiale de la fonction d’onde est solution de l’équation différentielle
(
− d2

dr2
− 1
r

d
dr

+
m2

r2
+

2me

~2
V (r)

)
uk,m(r) = k2 uk,m(r) (10.37)

(ne pas confondre la masse, notée ici me, avec le moment orbital m !)
Si le potentiel décrôıt suffisamment vite, la solution se comporte asymptotiquement comme

uk,m(r →∞) ' 1√
r

cos
(
kr − |m|π

2
+ ηm(E)− π

4

)
(10.38)

où le déphasage ηm(E) de l’onde partielle est mesuré relativement au comportement de la solu-
tion libre u(0)

k,m(r) = Jm(kr) ∼ 1√
r

cos
(
kr − |m|π2 − π

4

)
d’après (A.32) (i.e. ηm = 0 si V (r) = 0).

Nous pouvons identifier le comportement asymptotique de l’état stationnaire de diffusion
avec sa décomposition sur les ondes partielles

ψk~uz(~r) =
∑

m

cm uk,m(r) eimθ '
r→∞

eikr cos θ +
f(θ)√
r

eikr . (10.39)

13Les φk,m(~r) sont les fonctions propres de l’énergie, −∆φk,m(~r) = k2φk,m(~r), et du moment orbital
−i~∂θφk,m(~r) = mφk,m(~r).
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Les coefficient cm sont obtenus en imposant que
∑

m cm uk,m(r) eimθ − eikr cos θ soit une onde

sortante, ∝ 1√
r
eikr. En utilisant la relation (10.36), nous obtenons cm =

√
2
πk imeiηm . Nous en

déduisons l’expression de l’amplitude de diffusion et de la section efficace totale en terme des
déphasages :

f(θ) =
1√

2iπk

∑

m∈Z

(
e2iηm(E) − 1

)
eimθ (10.40)

et

σ =
2
πk

∑

m∈Z
sin2 ηm(E) (10.41)

Intérêt de l’analyse en termes des déphasages L’intérêt de l’analyse en déphasage est
qu’en pratique la section efficace pour un potentiel de portée finie r0 ne fait seulement intervenir
qu’un nombre fini de déphasages (autrement dit ceux-ci décroissent avec m). Pour comprendre
cela nous revenons sur l’équation différentielle satisfaite par la partie radiale uk,m(r) de l’onde
partielle. L’analyse du comportement pour r → 0 montre que la fonction se comporte comme
uk,m(r) ∼ r|m|, i.e. plus le moment cinétique augmente, moins la solution est sensible au po-
tentiel. En remarquant que la position du premier maximum de la fonction de Bessel Jν→∞(z)
se comporte comme zmax ∼

√
ν, nous déduisons que lorsque

√
|m| � kr0, la solution radiale

cöıncide avec la solution libre uk,m(r) ' Jm(kr) et le déphasage est nul. Autrement dit, à une
énergie E = ~2k2

2me
, un nombre fini de déphasages, les ηm(E) t.q. |m| . Mmax ∼ (kr0)2, contri-

buent significativement à l’amplitude de diffusion.
Dans le cas extrême de la limite de base énergie, E → 0 (précisément kr0 � 1), la diffusion

ne sonde que les propriétés de grande échelle du potentiel et la diffusion est bien caractérisée
uniquement par l’onde s (le terme de moment orbital m = 0). Dans ce cas la diffusion est
isotrope, i.e. l’amplitude de diffusion indépendante de l’angle, fk→0(θ) ' 1√

2iπk

(
e2iη0(E)−1

)
. On

montre sur un exemple dans l’exercice 10.11 que le comportement attendu génériquement pour
le déphasage de basse énergie est η0(E → 0) ∼ 1/ ln(kr0) où r0 est la portée du potentiel, si bien
que l’amplitude de diffusion diverge à basse énergie en deux dimensions :

fk→0(θ) ∼ 1√
k ln(kr0)

→∞ . (10.42)

Ceci est assez différent du cas tridimensionnel qui sera discuté dans la section suivante pour lequel
l’amplitude de diffusion sur un potentiel de portée finie tend vers une limite finie f (3D)

k→0 (θ) ' −as.
L’analyse de la diffusion en terme des déphasages offre donc une manière d’étudier le problème

efficacement dans la limite de basse énergie, complémentaire de l’approche perturbative (approxi-
mation de Born) valable à haute énergie.

Théorème optique Il est intéressant de pointer une relation entre l’amplitude de diffusion
vers l’avant et la section efficace totale. En utilisant (10.40) et (10.41), on montre aisément que

σ = −Re

[√
2i
πk
f(θ = 0)

]
(10.43)

Règle de somme de Krein-Friedel La relation de Krein-Friedel a été démontrée plus haut
dans la situation unidimensionnelle. Le résultat reste vrai dans chaque canal de diffusion, donc
nous pouvons écrire la version bidimensionnelle :

∫ +∞

−∞
d~r [ρ(~r;E)− ρ0(~r;E)] =

1
π

∑

m∈Z

dηm(E)
dE

=
1

2iπ
d

dE
ln detS(E) . (10.44)

167



10.5 Diffusion dans la situation tridimensionnelle Introduction à la théorie des collisions

10.5 Diffusion dans la situation tridimensionnelle

La situation tridimensionnelle est une variation du cas bidimensionnel (avec un degré de liberté
supplémentaire). D’autre part cette situation est celle couramment décrite dans les ouvrages [33,
28, 8, 6], aussi nous serons beaucoup plus bref.

z

λ

x

y

d

détecteur

Ω

Figure 10.6 – Diffusion d’une onde plane par un potentiel localisé à l’origine

Diffusion d’une particule par un potentiel – états stationnaires de diffusion et section
efficace.– Nous analysons la situation physique suivante : un flux de particules est envoyé sur
un potentiel diffuseur V (~r) concentré à l’origine, de portée finie. Celui-ci dévie les particules
dans des directions arbitraires. Nous plaçons un détecteur dans la direction (θ, φ), mesurant le
flux de particules déviées dans cette direction. Nous cherchons donc une solution de l’équation
de Schrödinger stationnaire

[
− ~2

2m∆+V (~r)
]
ψ(~r) = Eψ(~r) du type état de diffusion. La solution

recherchée, décrivant la situation physique d’intérêt, doit donc comporter un terme ψinc(~r) = ei~k·~r

décrivant l’onde incidente (des particules d’impulsion ~~k), d’énergie E = ~2~k 2

2m (par commodité
choisissons ~k = k~uz). D’autre part la solution stationnaire ψ(~r) contient un terme décrivant
l’onde diffusée. La fonction d’onde est de la forme :

ψ(~r) '
r→∞

eikz +
f(θ, φ)
r

eikr (10.45)

où f(θ, φ) est l’amplitude de diffusion. Le flux de particules incidentes (le courant calculé à
partir de l’onde incidente) est ~Jinc = ~~k

m . À grande distance, le flux diffusé est dominé par la
contribution radiale du courant14 ~Jdiff ' ~k

m
~ur
r2 |f(θ, φ)|2. Nous introduisons la section efficace

différentielle, mesurant le rapport du courant de particules mesuré par un détecteur d’ouverture
angulaire dΩ divisé par le flux incident dσ

dΩdΩ def= || ~Jdiff ||r2dΩ

|| ~Jinc||
. On obtient finalement

dσ
dΩ

= |f(θ, φ)|2 (10.46)

Cette quantité, ayant la dimension d’une surface (d’où le nom), mesure donc la probabilité pour
que la particule soit diffusée dans la direction (θ, φ). La section efficace totale, σ =

∫
dΩ dσ

dΩ
mesure la probabilité pour que la particule interagisse avec l’obstacle. Elle donne une estimation
de la surface du faisceau interceptée par l’obstacle. Notons qu’elle peut diverger si le potentiel
est à longue portée, comme le potentiel coulombien.

14En coordonnées sphériques ~∇ = ~ur∂r + ~uθ
r
∂θ +

~uφ
r sin θ

∂φ.
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Approximation de Born.– Nous pouvons reprendre l’analyse de l’amplitude de diffusion
à l’approximation de Born en suivant les mêmes lignes que dans le cas bidimensionnel. Nous
aurons cette fois besoin de l’expression de la fonction de Green en trois dimension :

G+
0 (~r, ~r ′;E) = − me

2π~2R
eikR (10.47)

Nous obtenons l’amplitude de diffusion de Born :

f (Born)(~k ′,~k) ' − me

2π~2
Ṽ (~k ′ − ~k) (10.48)

Potentiel à symétrie sphérique – déphasages Si nous supposions le potentiel à symétrie
sphérique V (~r)→ V (r). Dans l’équation de Schrödinger stationnaire, la symétrie par rotation du
potentiel n’est brisée qu’en imposant la direction ~k = k~uz du faisceau de particules incidentes.
La solution ne doit donc dépendre que de r et θ, mais pas de φ pour respecter l’invariance
par rotation résiduelle autour de l’axe ~uz : la fct d’onde se comporte asymptotiquement comme
ψ(r, θ) ' eikz + f(θ)

r eikr. En suivant les lignes des calculs faits dans le cas bidimensionnel, nous
obtiendrions [28] :

f(θ) =
1

2ik

∞∑

`=0

(2`+ 1)
(

e2iη`(E) − 1
)
P`(cos θ) (10.49)

où P`(x) est un polynôme de Legendre. En utilisant
∫

dΩP`(cos θ)2 = 4π
2`+1 , l’intégration angu-

laire nous donne la section efficace totale

σ =
4π
k2

∞∑

`=0

(2`+ 1) sin2 η`(E) . (10.50)

Le théorème optique prend la forme

σ =
4π
k

Im f(0) (10.51)

Le cas de la diffusion de basse énergie est également intéressant. Pour des raisons analogues
à celles avancées dans le cas 2D l’amplitude de diffusion est isotrope, dominée par l’onde s. On
peut montrer que, pour un potentiel de portée finie, l’amplitude de diffusion tend vers une limite
finie, appelée longueur de diffusion [28]

fk→0(θ) ' −as (10.52)

(as n’est pas nécessairement positive). La section efficace correspondante est σk→0 ' a2
s, ce qui

montre que as est la dimension interceptant effectivement le faisceau. Notons que cette échelle
peut être très différente de la dimension géométrique associée au diffeur (portée de l’interaction)
comme on le verra dans les exercices.
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Annexe : Fonctions de Green

Opérateur d’évolution

Nous avons introduit dans les chapitres antérieurs l’opérateur d’évolution Û(t) def= e−
i
~ Ĥt (l’ex-

pression suppose un hamiltonien indépendant du temps). Nous introduisons les opérateurs
K̂+(t) def= − i

~θ(t) e−
i
~ Ĥt et K̂−(t) def= i

~θ(−t) e−
i
~ Ĥt décrivant l’évolution vers le futur ou vers

le passé (bien sûr, les particules ne se propagent que vers le futur en pratique, cependant rien
n’interdit, au niveau du formalisme, de considérer la propagation vers le passé). Nous verifions
sans peine que ces deux opérateurs sont des fonctions de Green de l’équation de Schrödinger,
i.e. (

i~
∂

∂t
− Ĥ

)
K̂±(t) = δ(t) . (10.53)

Dans le problème D on montre que dans le cas du problème libre, H = 1
2mp

2, l’expression des
éléments de matrice de l’opérateur K̂+(t) est

K+(x, t|x0, 0) def= 〈x |K̂+(t)|x0 〉 = − i
~
θ(t)

√
m

2iπ~t
exp

im(x− x0)2

2~t
. (10.54)

Au facteur − i
~ près, cette fonction s’interprète comme l’amplitude de probabilité pour qu’une

particule initialement en x0 soit en x après un temps t (ici exprimée dans le problème libre).
Elle décrit donc la propagation de la particule vers le futur, d’où le nom de propagateur parfois
donné à K+(x, t|x0, 0).

Fonction de Green de l’équation de Schrödinger stationnaire

Nous introduisons l’opérateur résolvante Ĝ(z) def= [z − Ĥ]−1 de la variable complexe z. Cet objet
s’interpète comme la fonction de Green de l’équation de Schrödinger stationnaire, pour une
énergie complexe E → z : (z − Ĥ)Ĝ(z) = 1. En le sandwichant entre un bra et un ket nous
obtenons la représentation spectrale de la résolvante :

G(r, r′; z) def= 〈r |Ĝ(z)|r′ 〉 =
∑

n

ϕn(r)ϕ∗n(r′)
z − En

, (10.55)

où {En, ϕn(r)} désigne le spectre de H. Cette expression montre l’intérêt de cette quantité, qui
est de contenir toute l’information sur le spectre de H de manière compacte, dans une fonction
de z, et des positions : si nous sommes capables de calculer cette fonction, alors les valeurs
propres de l’énergie correspondent aux pôles de G(r, r′; z) ∝

z∼En
1

z−En , et les fonctions d’onde aux

résidus correspondants, Résidu[G(r, r′; z);En] = ϕn(r)ϕ∗n(r′). Lorsque le spectre est continu, la
résolvante présente une coupure dans le plan complexe (ligne de discontinuité).

Relation avec l’opérateur d’évolution Nous pouvons maintenant établir le lien entre les
fonctions de Green de l’équation de Schrödinger en temps et l’opérateur de résolvante. Pour cela
nous utilisons les notions introduites dans l’annexe page 44. Nous calculons sans difficulté les
transformées de Fourier des deux propagateurs

∫ +∞

−∞
dt e

i
~Et K̂±(t) =

1
E − Ĥ ± i0+

= Ĝ(E ± i0+) , (10.56)

où nous avons introduit la notation (2.64). Nous définissons les fonctions de Green retardée (+)
et avancée (−) :

Ĝ±(E) def= Ĝ(E ± i0+) . (10.57)

170
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On peut facilement vérifier que ces deux opérateurs correspondent à deux fonctions de Green
particulières de l’équation de Schrödinger stationnaire

[
E+ ~2

2m∆−V (r)
]
G±(r, r′;E) = δ(r− r′)

où G±(r, r′;E) def= 〈r |Ĝ±(E)|r′ 〉. Puisque nous avons vu que K+(r, t|r′, 0) décrit l’amplitude de
probabilité pour qu’une particule injectée en r′ se propage dans le futur jusqu’en r en un temps
t, nous interprétons G+(r, r′;E) comme l’amplitude de probabilité pour que la particule injectée
en r′ avec une énergie E se propage jusqu’en r, d’où le nom de fonction de Green retardée.
Puisque nous avons vu que K−(r, t|r′, 0) décrit la propagation vers le passé, nous comprenons
mieux l’appellation de fonction de Green avancée pour G−(r, r′;E).

, La résolution de l’exercice 10.6 est fortement recommandée pour aider la compréhension de
l’annexe.
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Annexe : Diffusion de Bragg

On considère une matière diffusante constituée d’un grand nombre de sites diffuseurs de positions
~ri. Nous montrons que dans le régime de diffusion de Bragg, la section efficace révèle la structure
de la matière : la distribution spatiale des centres diffuseurs, l’existence d’ordre (cristal) ou non
(gaz ou liquide). C’est l’idée de base de la spectroscopie par rayons X utilisée en cristallographie
pour caractériser la structure cristalline.

Figure 10.7 – Célèbre expérience de diffraction de Bragg d’électrons par un cristal de Nickel.
La ligne représente l’intensité mesurée dans les différentes orientations (i.e. la section efficace
différentielle). Les oscillations de l’amplitude démontrent un effet d’interférences. Figure tirée
de C. Davisson & L. H. Germer, Diffraction of electrons by a crystal of Nickel, Physical Review
30, 705 (1927).

Nous calculons maintenant la section de collision sur un ensemble de centres diffuseurs dans
l’approximation de Born. Nous introduisons la densité des centres diffuseurs : ρ(r) =

∑
i δ(r−ri).

Si chaque centre diffuseur affecte la particule incidente de position R par un potentiel v(R), le
potentiel total diffusant la particule est V (R) =

∑
i v(R− ri) =

∫
dr v(R− r) ρ(r). En injectant

directement cette expression dans la section efficace de Born (10.34) ou (10.48), nous obtenons
une amplitude de diffusion

f (Born)(~k ′,~k) ∝ Ṽ (~q) = ṽ(~q) ρ̃(~q) avec ~q = ~k ′ − ~k . (10.58)

Pour bien distinguer la différence entre la diffusion simple (somme incohérente des amplitudes
de diffusion associées à chaque diffuseur) de la diffusion de Bragg (somme cohérente), nous
écrivons explicitement la transformée de Fourier de la densité de diffuseurs ρ̃(~q) =

∑
i e
−i~q·~ri .

Nous pouvons ainsi écrire f (Born)(~k ′,~k) ∝ ṽ(~q)
∑

i e
−i~q·~ri , autrement dit chaque centre diffuseur

apporte une contribution fdiff. i(~k ′,~k) ∝ ṽ(~q)e−i~q·~ri à l’amplitude de diffusion.
Le régime de diffusion simple correspond à calculer la somme des modules au carré de

ces amplitudes (somme incohérente des amplitudes de probabilité) ; le courant détecté dans la
direction ~k ′ est

Isimple(~k ′) ∝
∑

i

∣∣∣fdiff. i(~k ′,~k)
∣∣∣
2
∝ |ṽ(q)|2

∑

i

∣∣∣e−i~q·~ri
∣∣∣
2

︸ ︷︷ ︸
# de diffuseurs

∝ |ṽ(q)|2 (10.59)

ce qui ne nous renseigne que sur le potentiel d’un diffuseur isolé. En faisant cela nous avons
négligé les interférences quantiques entre les ondes émises par les différents centres diffuseurs.

En revanche la diffusion de Bragg correspond à l’addition cohérente des amplitudes de pro-
babilité

IBragg(~k ′) ∝
∣∣∣
∑

i

fdiff. i(~k ′,~k)
∣∣∣
2
∝ |ṽ(q)|2

∣∣∣
∑

i

e−i~q·~ri
∣∣∣
2

= |ṽ(q)|2 |ρ̃(q)|2 (10.60)
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ce qui sonde non seulement la structure du potentiel de chaque diffuseur, mais aussi le facteur
de structure des diffuseurs ρ̃(q).
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Exercices

- Exercice 10.5 : Fonction de Green de l’équation de Schrödinger 1D.– On considère
l’équation de Schrödinger unidimensionnelle Hψ(x) = Eψ(x) où H = − d2

dx2 +V (x) (nous fixons
~2/(2m) = 1 pour alléger).

a) Vérifier que la fonction de Green obéit à l’équation différentielle (z−H)G(x, x′; z) = δ(x−x′).
En déduire une condition de raccordement : dG(x,x′)

dx

∣∣
x=x′+

− dG(x,x′)
dx

∣∣
x=x′− = ?

b) Supposons que E n’appartient pas au spectre de H (par exemple dans le cas du problème
libre on se place à énergie E < 0). Dans ce cas l’équation différentielle (E −H)f(x) = 0 admet
deux solutions indépendantes non normalisables. Nous notons f±(x) les solutions de l’équation
différentielle décroissant à l’infini : f±(x → ±∞) = 0 et W = W [f+, f−] = f+f

′
− − f ′+f− le

wronskien de ces deux solutions. Montrer que W est indépendant de x.

c) Montrer que la fonction de Green est donnée par

G(x, x′;E) = − 1
W

f+(x>) f−(x<) (10.61)

où x>
def= max (x, x′) et x<

def= min (x, x′).

- Exercice 10.6 : Fonction de Green libre 1D.– Nous appliquons le résultat de l’exercice
précédent au cas du problème libre.

a) Dans le cas du problème libre, donner les deux fonctions f±(x). Déduire que la fonction de
Green libre est

G0(x, x′;E) = − 1
2
√
−E e−

√
−E|x| pour E ∈ R− (10.62)

b) Lorsque E ∈ R+, i.e. lorsque E appartient au spectre de l’opérateur, la fonction de Green
présente une singularité (une coupure, i.e. une ligne de discontinuité). Exprimer la fonction de
Green juste au dessus et juste au dessous de la coupure G0(x, x′;E ± i0+).
c) Calculer la discontinuité G0(x, x;E − i0+)− G0(x, x;E + i0+) et donner son sens physique.

- Exercice 10.7 : Fonction de Green pour une impureté δ.– Nous déterminons la
fonction de Green de l’hamiltonien H = H0 +V , où H0 = −∆ est l’hamiltonien libre et V décrit
une impureté localisée, i.e. V (r) = λ δ(r).
a) Écrire l’équation de Dyson G = G0 + G0V G en représentation d’espace (i.e. pour G(r, r′)).
Montrer qu’on peut la résoudre en fixant r = 0.

b) Déduire que

G(r, r′) = G0(r, r′) +G0(r, 0)
1

1/λ−G0(0, 0)
G0(0, r′) (10.63)

- Exercice 10.8 : Diffusion par une impureté δ.– L’hamiltonien libre est H0 = − d2

dx2

et nous étudions la diffusion induite par une impureté localisée, décrite par le potentiel V (r) =
λ δ(x).
a) Dans la situation unidimensionnelle, la fonction de Green libre a été calculée ci-dessus (exer-
cice 10.6). En utilisant ce résultat, montrer que la fonction de Green retardée est G+

0 (x, x′;E =
k2) = 1

2ike
+ik|x| (donner la fonction de Green avancée).

b) Les états libres sont les ondes planes ψ
(0)
k (x) = eikx avec k ∈ R. En appliquant la formule

(10.25) pour la fonction de Green (10.63) obtenue dans l’exercice 10.7, écrire explicitement les
états stationnaires sortants.

c) Déduire l’expression des coefficients de réflexion et transmission r et t. Justifier physiquement
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que r = r′ et t = t′. Analyser le comportement en énergie (notamment les cas limites k � λ et
k � λ).

d) Écrire explicitement la matrice S (matrice 2× 2 ici). Montrer qu’après prolongement analy-
tique aux énergies E < 0, elle diverge pour l’énergie de l’état lié (qui n’existe que si λ < 0) ;
c’est l’analogue de l’équation (10.9).

- Exercice 10.9 : Matrice T pour une impureté δ.– En reprenant le résultat de l’exer-
cice 10.7, donner l’expression de la matrice T pour une impureté δ, i.e. exprimer T (r, r′;E) def=
〈r |T (E)|r′ 〉.
- Exercice 10.10 : Diffusion sur une sphère dure dans l’approximation de Born.–
Calculer l’amplitude de diffusion puis la section efficace pour une sphère dure dans l’approxima-
tion de Born, V (r) = ∞ pour r < r0 et V (r) = 0 sinon. Considérer les cas 2D et 3D. Discuter
la dépendance angulaire.

- Exercice 10.11 : Diffusion par une sphère dure en deux dimensions : déphasages.–
Nous étudions les déphasages décrivant la diffusion sur une sphère dure en 2D : V (r < r0) =∞
et V (r > r0) = 0.

a) La solution générale de l’équation différentielle (10.37) pour r > r0 peut être écrite comme
une combinaison linéaire de fonctions de Bessel : uk,m(r) = AJm(kr) +BNm(kr) (cf. annexe A
page 257). Quelle valeur de A/B satisfait les conditions aux limites ?

b) En déduire que le déphasage est donné par tan ηm(E) = Jm(kr0)
Nm(kr0) .

c) En utilisant les formules de l’annexe A, montrer que ηm 6=0(E → 0) ∼ (kr0)2|m| et η0(E →
0) ' π

2 ln−1(kr0/2).

- Exercice 10.12 : Diffusion sur un état peu lié en 3D.– Nous étudions la diffusion
sur un potentiel possèdant un état lié de basse énergie |E0| → 0. Par exemple nous considérons
l’équation de Schrödinger 3D pour un potentiel V (~r) = −~k0

2m θ(r0 − ||~r||).
a) Montrer que l’état lié n’existe que pour un puits suffisamment profond.

b) On se place proche de la condition d’existence de l’état lié. Montrer que l’extension de la
fonction d’onde de l’état lié est beaucoup plus grande que la portée r0 du potentiel.

c) On étudie les états stationnaires à basse énergie E → 0. Justifier que l’on peut se limiter à
l’étude de l’onde s.

d) Résoudre l’équation de Schrödinger et déduire l’expression du déphasage η0(E). Montrer que
l’amplitude de diffusion présente le comportement de basse énergie

f ' − 1
κ+ ik

(10.64)

Interpréter κ.

e) Montrer que la section efficace correspondante est beaucoup plus grande que la portée du
potentiel pour k ∼ κ.

Cet effet a été discuté par E. Wigner en 1933 puis H. Bethe et R. Peierls en 1935 (cf. [28],
§ 133).
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Problème : Matrices de transfert – Formule de Breit Wigner

Reécrire.

A. Introduction : Matrices de Transfert

Nous considérons l’équation de Schrödinger stationnaire

− ~2

2m
d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (10.65)

pour un potentiel V (x) nul partout sauf dans l’intervalle [x1, x2].

1. Justifier que la solution la plus générale de l’équation de Schrödinger stationnaire pour une
énergie E est de la forme :

ψE(x) = A eik(x−x1) +B e−ik(x−x1) pour x < x1 (10.66)
= C eik(x−x2) +D e−ik(x−x2) pour x > x2 (10.67)

Préciser la relation entre l’énergie et k.

2. Quel est le nombre de solutions linéairement indépendantes ?

V (x)A

B D

C

x1 x2 x

Figure 10.8 – La matrice de transfert M(x2, x1) relie les amplitudes des ondes planes de part
et d’autre de la barrière.

Nous introduisons la notion de matrice de transfert qui permet de traiter efficacement certains
problèmes unidimensionnel. La matrice de transfert M(x2, x1) sert à coder l’information sur le
potentiel V (x). La connaissance de la matrice de transfert est équivalente à celle des solutions
de l’équation de Schrödinger.

Définition :
la matrice de transfert (2× 2) relie les deux couples de coefficients comme :

(
C
D

)
= M(x2, x1)

(
A
B

)
. (10.68)

B. Loi de composition

L’intérêt principal des matrices de transfert vient de la loi de composition.
Soit V1(x) un potentiel défini sur l’intervalle [x1, x0] et nul en dehors de cet intervalle. V2(x)

est défini sur l’intervalle [x0, x2] et nul ailleurs. Les potentiels sont respectivement associés aux
matrices de transfert M1(x0, x1) et M2(x2, x0) (voir la figure 2).

1. Montrer que la matrice caractérisant le potentiel sur l’intervalle [x1, x2] est donnée par

M(x2, x1) = M2(x2, x0)×M1(x0, x1) . (10.69)
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V1(x)
V2(x)

A

B

x1

D

C

x0 x2

Figure 10.9 – Composition des matrices de transfert pour deux potentiels.

C. Matrice de transfert et coefficients de réflexion/transmission

On considère un potentiel symétrique VS(x). On chercher à établir la relation entre les éléments
de la matrice de transfert MS caractérisant ce potentiel et les amplitudes de probabilité de
réflexion et de transmission r et t.

x

x1 x2

VS(x)

Figure 10.10 – .

a) État stationnaire de diffusion droit.– Justifier qu’une des solutions de l’équation de Schrödin-
ger pour un tel potentiel s’écrit, hors de [x1, x2] :

ψ
(d)
E (x) = t e−ik(x−x1) pour x < x1 (10.70)

= r eik(x−x2) + e−ik(x−x2) pour x > x2 . (10.71)

Donner une interprétation physique pour chacun des termes. Exprimer deux des éléments de la
matrice MS en fonction de r et t

b) État stationnaire de diffusion droit.– Justifier qu’une solution linéairement indépendante de
la précédente a la forme :

ψ
(g)
E (x) = eik(x−x1) + r e−ik(x−x1) pour x < x1 (10.72)

= t eik(x−x2) pour x > x2 . (10.73)

Exprimer les deux autres éléments de la matrice MS en fonction de r et t.

c) Conservation du courant.– Montrer que la conservation du courant conduit à la relation

|r|2 + |t|2 = 1 (10.74)

On peut également montrer (ça n’est pas demandé) que

r

t
+
r∗

t∗
= 0 (10.75)

d) Déduire que la matrice de transfert peut s’écrire

MS =
(

1/t∗ r/t
r∗/t∗ 1/t

)
. (10.76)

Calculer detMS .
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D. Matrice de transfert pour le probleme libre

Montrer que la matrice caractérisant un intervalle de longueur a sur lequel V (x) = 0 est donnée
par :

M0(a) =
(

eika 0
0 e−ika

)
. (10.77)

Vérifier que de telles matrices satisfont la loi de composition.

E. Double barrière de potentiel - Formule de Breit-Wigner

On considère le potentiel constitué de deux barrières identiques, séparées par un intervalle de
largeur a. La barrière dans l’intervalle [x1, x2] est décrite par une matrice de la forme (10.76).
L’intervalle [x2, x3] par la matrice (10.77). La barrière de l’intervalle [x3, x4] par une matrice
(10.76) avec les même coefficients que celle de l’intervalle [x1, x2].

x

a

x2x1 x3 x4

Figure 10.11 –

Pour simplifier on suppose que les coefficients de réflexion et de transmission sont
indépendants de l’énergie. On peut alors choisir :

{
t = i
√
T

r = −
√

1− T
où T ∈ [0, 1] (10.78)

1. Matrice de transfert.– Calculer la matrice de transfert MD de la double barrière, décrivant
le potentiel dans l’intervalle [x1, x4].

2. Coefficient de transmission.– Déduire que le coefficient de transmission tD de la double
barrière s’exprime comme :

tD =
t2 eika

1− r2e2ika
(10.79)

Développer cette expression comme une série géométrique de (reika)2 et interpréter physiquement
les termes de la série.

3. Résonances.– On s’intéresse au régime dans lequel la transmission de la barrière est faible
|t| � 1. Montrer que la probabilité de transmission TD = |tD|2 présente des pics très marqués en
fonction du vecteur d’onde k (tracer l’allure de TD en fonction de ka). Quelles sont les valeurs
de k correspondant aux maxima de TD ? Commentaire ?

4. Formule de Breit-Wigner.– On note kn les valeurs de k correspondant aux maxima de
|tD|2. On se place dans le voisinage de la nième résonance, i.e. k = kn + δk avec δka� 1.
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a) Montrer que la probabilité de transmission peut se mettre sous la forme :

TD(E) '
E∼En

Tmax(Γn/2)2

(E − En)2 + (Γn/2)2
(10.80)

où Γn est un coefficient que l’on exprimera en fonction de En et T . Donner l’expression de Tmax.

b) On admet que la probabilité de recouvrement d’un paquet d’onde initialement dans le puits
de potentiel est de la forme

〈ψ(0)|ψ(t)〉 ∼ f(t) =
∫ ∞

0
dE e−iEt/~ TD(E) . (10.81)

Comment se comporte cette fonction avec le temps ? Quelle interprétation physique peut-on
alors donner au pic de résonance de la probabilité de transmission ? Commenter ce résultat à
l’aide d’une inégalité de Heisenberg.

c) à l’aide de cette interprétation, commenter physiquement l’expression de Γn trouvée à la
question a.
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Problème : Interaction ponctuelle en dimension d > 2

Nous discutons dans ce chapitre comme traiter une impureté localisée dans le cas tridimen-
sionnel. Nous serions tentés de généraliser le calcul unidimensionnel et de reprendre l’analyse
pour un potentiel V (~r) = ~2λ

2me
δ(~r), cependant nous serions confronté à une difficulté : la for-

mule, éq. (10.63), donnant la fonction de Green en présence d’une impureté δ fait apparâıtre
un G0(~0,~0) au dénominateur. Or G0(~0,~0) = ∞ en dimension d > 2, ce qui conduit au résultat
trivial que le potentiel n’a aucun effet sur l’onde ! Soulignons qu’en considérant un potentiel
V (~r) = ~2λ

2me
δ(~r), nous avons en tête de modéliser le problème physique d’une impureté générant

un potentiel de courte portée (dans un vrai problème physique le potentiel aurait une portée
petite mais finie : par exemple une impureté dans un réseau cristallin est responsable d’un po-
tentiel ayant une portée au moins égale au pas du réseau ; l’interaction écrantée entre électrons
d’un métal a la portée de la longueur d’écran, de l’orde de quelques Ådans les bons métaux,
comme l’argent). C’est la modélisation du problème physique de l’impureté localisée qui est ici
en question. Deux approches (donnant le même résultat) sont possibles.

Pseudopotentiel (cas 3D)

La première approche consiste à remplacer la distribution δ(~r) en 3D par une autre distribution
localisée ne posant pas de problème. Elle est due à Kerson Huang [19]. Nous introduisons

δ̃(~r) def= δ(~r)
∂

∂r
r (10.82)

1. Calculer l’action de δ̃ sur une fonction régulière (finie) à l’origine.

2. Nous introduisons une fonction ψ(~r) divergeant comme 1/r à l’origine, et contenant une
partie régulière : ψ(~r) = ψreg(~r) + A

r . Montrer que

δ̃(~r)ψ(~r) = ψreg(~0) δ(~r) (10.83)

3. Nous étudions la diffusion sur un tel potentiel (je fixe ~2/(2m) = 1 pour simplifier)

H = −∆ + λ δ̃(~r) (10.84)

Calculer ∆ψ(~r) (on rappelle que ∆1
r = −4πδ(~r)). Montrer que l’état stationnaire

ψ~k(~r) = ei~k·~r +
f

r
eikr (10.85)

est solution de l’équation de Schrödinger stationnaire et déduire l’amplitude de diffusion f .
Commenter la limite k → 0.

4. Discuter l’existence ou non d’état(s) lié(s).

Renormalisation du poids de l’impureté

Le problème a reprendre le raisonnement suivi en d = 1provient de la divergence de la fonction
de Green à points cöıncidants :

G+
0 (r0, 0) '

r0→0

1
2πr0

− i
4π
k (10.86)

Nous admettons qu’il est justifié de remplacer G+
0 (0, 0) par G+

0 (r0, 0) dans l’équation (10.63). La
justification de cette substitution vient de la remarque suivante : le terme G+

0 (0, 0) trouve son
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origine dans des intégrales du type
∫

dr V (r)G+
0 (r, 0), or si le potentiel possède une portée petite

r0, l’intégrale fait apparâıtre la fonction de Green à une distance typique r0. La procédure de
renormalisation consiste maintenant à absorber la divergence de G+

0 (r0, 0) en “renormalisant”
le poids de l’impureté :

1
λ
−G+

0 (0, 0) −→ 1
λ
−G+

0 (r0, 0) ' 1
λ
− 1

2π2r0
+

i
4π
k (10.87)

on introduit le poids “renormalisé”

1
λR

=
1
λ
− 1

2π2r0
(10.88)

La limite r0 → 0 et λ→ 0+ est donc bien définie. Calculer l’amplitude de diffusion f en utilisant
cette procédure.

Montrer que l’on obtient le même résultat qu’avec le pseudo-potentiel.

Remarque : cas bidimensionnel

Dans la situation bidimensionnelle la fonction de Green présente une divergence logarithmique

G+
0 (r0, 0) '

r0→0

1
2π

ln kr0 −
i
4

(10.89)

Dans ce cas il est moins évident de proposer un pseudopotentiel (cf. [37]). La procédure de
renormalisation conduit à introduire le poids renormalisé 1

λR
= 1

λ − 1
2π ln(a/r0) où a est une

échelle arbitraire. 15 On peut donner un sens physique à cette échelle : Si λR < 0, calculer
l’énergie de l’état lié E0.

Montrer que l’amplitude de diffusion prend cette fois la forme (avant procédure de renorma-
lisation du poids de l’impureté) :

f =
1

2i
√

2iπk
1

1/λ+ 1
2π ln(1/kr0) + i

4

(10.90)

Exprimer l’amplitude de diffusion en fonction de E0.
La procédure de renormalisation a été discutée par exemple dans [22]).

15Le cas bidimensionnel est particulier cas le poids de l’impureté est adimensionné (en général on vérifiera que
[λ] = Ld−2. La procédure de renormalisation qui élimine une échelle, r0 → 0, doit donc introduire une nouvelle
échelle “physique”, ici a.
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Chapitre 11

Particules identiques et postulat de
symétrisation

Jusqu’à présent nous avons rencontré des problèmes à une particule. Nous discutons dans ce
chapitre comment construire les états quantiques lorsque le problème contient plusieurs par-
ticules identiques. Nous entendons par particules identiques des particules ayant les mêmes
caractéristiques intrinsèques (même masse, même charge, même spin,...), comme par exemple
plusieurs électrons. Nous allons voir qu’il existe une différence importante entre la mécanique
classique et la mécanique quantique.

Afin d’introduire le problème de l’indiscernabilité, nous analysons une expérience de collision
à deux corps (figure 11.1) : deux particules en interaction sont envoyées l’une sur l’autre et sont
détectées par deux appareils. Chaque détecteur reçoit une particule, toutefois, en mécanique
classique, nous pouvons les numéroter par la pensée et suivre leurs trajectoires, du moins en
principe. Les deux situations à gauche de la figure 11.1 correspondent donc à deux situations
disctintes. Des particules classiques identiques sont a priori discernables.

Classique :

1 2

θ

2

π−θ

1

θ

21 ?

Quantique:

λ

Figure 11.1 – Expérience de collision : on envoie deux particules identiques l’une contre l’autre.
Elles sont détectées par deux détecteurs. Classiquement il est possible, au moins en principe, de
suivre les trajectoires et de distinguer les deux configurations ; quantiquement le problème est
décrit par une fonction d’onde et il n’y a pas de sens à distinguer les deux situations.

Quantiquement la situation est différente. L’état du système est décrit par une fonction
d’onde ψ(~r1, ~r2) qui donne l’amplitude de probabilité pour observer une particule en ~r1 et
l’autre en ~r2. Si les particules sont identifiées à un certain instant, rien ne permet d’associer
ultérieurement une particule donnée avec l’une des deux détectées précédemment. Avec la no-
tion de fonction d’onde nous perdons la notion de trajectoire et les particules perdent leur
“individualité”. C’est ce qui conduit à postuler un principe d’indiscernabilité : les par-
ticules identiques sont indiscernables. Examinons maintenant les conséquences de cette
proposition sur la fonction d’onde du problème à plusieurs particules.
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11.1 Postulat de symétrisation

Considérons tout d’abord un problème à deux particules identiques, notées 1 et 2. Les états
quantiques des deux particules appartiennent à deux espaces de Hilbert H1 et H2. A priori
l’espace des états est H1 ⊗H2. Nous allons voir que seule une partie des vecteurs ainsi formés
sont physiquement acceptables.

11.1.1 Opérateur d’échange

Notons une fonction d’onde du système de deux particules ψ(ξ1, ξ2), où ξ regroupe les paramètres
permettant de repérer l’état d’une particule. Par exemple pour une particule portant un spin, il
peut s’agir de sa position et de son état de spin : ξ ≡ (~r, σ), où σ permet de repérer les 2s + 1
valeurs propres d’une des composantes du spin. Nous introduisons l’opérateur d’échange P12 qui
échange les deux particules :

(P12ψ)(ξ1, ξ2) = ψ(ξ2, ξ1) (11.1)

En remarquant que (P12)2 = 1, nous déduisons que les valeurs propres de P12 sont ±1 (+1 pour
une fonction d’onde symétrique et −1 pour une fonction d’onde antisymétrique).

L’indiscernabilité des particules conduit à l’idée que ψ(ξ1, ξ2) et ψ(ξ2, ξ1) doivent décrire
la même situation physique. Pour que cela soit vrai, il faut donc que l’état soit état propre de
l’opérateur d’échange P12. Il faut également que cette propriété reste vraie lorsqu’on considère des
combinaisons linéaires d’états. Finalement, nous sommes conduits à postuler que les états phy-
siques du problème à 2 particules sont soit tous symétriques soit tous antisymétriques
sous l’échange.

Q.– Reste à savoir : quel choix devons-nous faire ?

11.1.2 Boson/fermion

Le choix de la symétrie de la fonction d’onde est dicté par leur spin1.

Les particules de spin entier sont appelées bosons.

Les particules de spin demi entier sont appelées fermions.

Faisons un rapide tour d’horizon du côté des particules élémentaires. On distingue deux
grandes familles : d’une part les hadrons, qui subissent les interactions forte, faible et électro-
magnétique s’ils portent une charge électrique, et d’autre part les leptons sensibles uniquement
aux interactions électromagnétique et faible. Les hadrons sont subdivisés en deux familles :
les baryons (proton, neutron, Λ0,...) qui sont des fermions, et les mésons (π, K,...) qui sont des
bosons. Les hadrons sont constitués de quarks (u, d, s, c, t, b) et d’antiquarks. Les quarks sont des
fermions de spin s = 1/2. Les leptons (électron, νe, µ, νµ, τ , ντ ) sont également des fermions de
spin s = 1/2. Enfin, les médiateurs des interactions (photon pour l’interation électromagnétique,
bosons Z0 et W± pour l’interation faible, gluons pour l’interation forte) sont des bosons.

1C’est dans le cadre de la théorie quantique des champs qu’on établit le lien entre spin et symétrie de ψ(ξ1, ξ2).
C’est l’objet du théorème spin-statistique.
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11.1.3 Particules élémentaires/particules composites

La notion d’élémentarité (d’une particule) est relative : elle dépend de notre degré de connais-
sance2 mais aussi de l’échelle d’énergie considérée3. Lorsque plusieurs particules sont liées par
une interaction on peut considérer cette nouvelle entité comme une particule avec des degrés
de liberté internes. Tant que les énergies mises en jeu dans le problème restent petites devant
l’énergie d’interaction, les degrés de liberté internes ne jouent aucun rôle. Deux exemples :

(i) les nucléons (p et n), liés par interaction forte pour former un noyau atomique. L’interaction
forte donne lieu à des énergies de liaison de l’orde du MeV. Si nous étudions la physique
sur des échelles d’énergie E �qq MeV, alors les degrés de liberté internes au noyau sont
gelés et celui-ci apparâıt comme une “particule élémentaire”.

(ii) Un noyau et des électrons, liés par interaction électromagnétique pour former un atome.
L’interaction électromagnétique crée une liaison entre le noyau et les électrons externes de
l’ordre de l’eV.

Le moment cinétique d’une particule composite vient de la somme des spins de ses constituants
et comprend également une composante orbitale caractérisant la rotation de ces derniers. D’après
les résultats du chapitre 9 nous pouvons dire que :

• Plusieurs bosons liés forment un boson.

• Un nombre pair de fermions forment un boson.

• Un nombre impair de fermions forment un fermion.

Exemples :

(i) Les mésons sont constitués d’une paire quark-antiquark, ce qui explique leur nature boso-
nique.

(ii) Les baryons sont constitués de 3 quarks et sont donc des fermions.

(iii) L’atome d’hydrogène (1H), constitué d’un proton (s = 1/2) et d’un électron (s = 1/2), est
un boson.

(iv) En revanche, le deutérium (2H), un isotope de l’hydrogène dont le noyau est constitué d’un
proton et d’un neutron (s = 1/2), est un fermion, puisqu’il est constitué de 3 particules
de spin s = 1/2.

(v) L’hélium (l’isotope 4He) formé de 2 neutrons, 2 protons et 2 électrons est un boson.

(vi) L’hélium-3 (l’isotope 3He), plus rare, est un fermion.

(vii) L’atome d’argent de l’expérience de Stern et Gerlach. L’argent contient Z = 47 électrons.
Son noyau est constitué de 107 nucléons4. L’atome d’argent est donc un boson5.

2au début du XXième siècle on pensait que le proton était une particule élémentaire alors qu’on le sait
aujourd’hui constitué de quarks.

3Par exemple, le physicien atomique sondant la matière à des énergies de l’ordre de l’eV peut considérer le
noyau comme une particule sans degré de liberté interne (autre que le spin total), alors que le physicien nucléaire
sonde la structure interne du noyau avec des hautes énergies (MeV).

4L’isotope 107Ag est présent naturellement à 52%. Il existe également un isotope stable 109Ag présent à 48%.
5Dans l’expérience de Stern et Gerlach, nous avons vu que tout se passe comme si l’atome portait un spin

s = 1/2, ce qui semble à première vue en contradiction avec la nature bosonique de l’atome. L’explication est la
suivante : nous avons remarqué que le couplage entre le spin de l’électron et le champ B est environ 1000 fois
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11.1.4 Postulat de symétrisation pour 2 particules identiques

Le postulat s’énonce comme suit : toutes les fonctions d’onde de deux bosons identiques sont
symétriques sous l’échange.

ψbosons(ξ1, ξ2) = +ψbosons(ξ2, ξ1) (11.2)

Toutes les fonctions d’onde de deux fermions identiques sont antisymétriques :

ψfermions(ξ1, ξ2) = −ψfermions(ξ2, ξ1) (11.3)

Nous constatons que dans l’espace H1 ⊗H2, nous avons éliminé tous les vecteurs qui ne
respectent pas le postulat de symétrisation. L’espace de Hilbert de particules indiscernables
est donc une restriction de celui qui serait obtenu si les particules étaient discernables. Cette
remarque est importante puisqu’elle montre que le postulat de symétrisation affecte la
structure même de l’espace de Hilbert de plusieurs particules identiques (notamment
sa dimension). Nous illustrons cette remarque à la fin du paragraphe C, dans l’exercice 11.4.

11.2 Fonction d’onde de N particules identiques

La généralisation au cas de N particules est élémentaire. L’état est caractérisé par une fonction
d’onde à N particules : ψ(ξ1, ξ2, · · · , ξN ). L’échange entre particules correspond à une permu-
tation P des N indices. Une permutation peut toujours être décomposée comme un produit de
transpositions (notons NP le nombre de transpositions nécessaires) : ces transpositions corres-
pondent à l’échange des particules deux à deux. Le postulat de symétrisation prend donc la
forme :

ψ(ξP(1), ξP(2), · · · , ξP(N)) = (±1)NP ψ(ξ1, ξ2, · · · , ξN ) (11.4)

avec le signe + pour des bosons et − pour des fermions.
L’espace de Hilbert des N bosons est constitué de tous les états produits tensoriel symétrisés,

ce que nous notons
Hbosons = [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]sym . (11.5)

De même, l’ensemble des états de H1 ⊗ · · · ⊗ HN , antisymétriques sous l’échange constitue
l’espace de Hilbert du système de N fermions

Hfermions = [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]antisym . (11.6)

11.3 Décomposition des états à N corps à l’aide des états indi-
viduels

Les bases d’états construites à l’aide des états individuels jouent un rôle très important. D’une
part elles fournissent des bases d’états stationnaires naturelles pour les problèmes sans interac-
tion. D’autre part, dans le cas des problèmes nettement plus complexes mais plus réalistes où
des interactions entre particules sont présentes, elles donnnent un point de départ de l’analyse

plus important qu’entre le noyau (qui porte un spin 1/2 dans le cas de l’argent) et le champ (|γe| � γp, |γn|).
Le champ magnétique se couple essentiellement au spin des électrons (le spin total des électrons vaut 1/2) et le
couplage entre le champ et le spin nucléaire peut être négligé en première approximation. L’existence du spin
nucléaire entrâıne un clivage des deux niveaux Zeeman sur de très petites échelles d’énergie (on parle de structure
hyperfine). Cet effet sera étudié à la fin du cours.
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de ces problèmes : ces états symétrisés inclueront au moins les effets des corrélations quantiques
dues au postulat de symétrisation, à défaut d’inclure les corrélations dues aux interactions.

Problème à 1 particule.– Nous considérons une particule dont la dynamique est décrite
par l’hamiltonien h. Nous notons |λ 〉 et ελ les vecteurs propres et les valeurs propres de cet
hamiltonien.

11.3.1 Problème à N particules identiques

Nous considérons maintenant N particules identiques sans interaction, chacune décrite par le
même hamiltonien. L’hamiltonien total est H =

∑
i h

(i), où h(i) est l’hamiltonien de la particule
i. Un état propre de H est par exemple |λ1 〉1 ⊗ |λ2 〉2 ⊗ · · · ⊗ |λN 〉N . En général, un tel état
ne respecte pas le postulat de symétrisation. Dans le cas des bosons, nous lui appliquons un
opérateur de symétrisation :

|Ψbosons 〉 = N
∑

P
|λP(1) 〉1 ⊗ |λP(2) 〉2 ⊗ · · · ⊗ |λP(N) 〉N (11.7)

où N est une constante qui assure la normalisation (N = 1/
√
N ! si tous les états individuels

sont différents). Notons qu’il est équivalent de permuter les indices repérant les états individuels
(|λi 〉···) ou les particules (|λ··· 〉i). Dans le cas des fermions, nous appliquons à l’état non symétrisé
un opérateur d’antisymétrisation :

|Ψfermions 〉 =
1√
N !

∑

P
(−1)NP |λP(1) 〉1 ⊗ |λP(2) 〉2 ⊗ · · · ⊗ |λP(N) 〉N (11.8)

Cette dernière expression peut être mise sous la forme d’un déterminant (“de Slater”) :

|Ψfermions 〉 =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|λ1 〉1 |λ1 〉2 · · · |λ1 〉N
|λ2 〉1 |λ2 〉2 · · · |λ2 〉N

...
...

. . .
...

|λN 〉1 |λN 〉2 · · · |λN 〉N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(11.9)

11.3.2 Fermions identiques : principe de Pauli

Une conséquence assez élémentaire dans le cas des fermions est que si deux états individuels
cöıncident, ∃ i et j t.q. λi = λj , alors |Ψfermions 〉 = 0. Autrement dit : un état individuel ne
peut pas être occupé par plus d’un fermion. Il est remarquable de noter que la diversité des
propriétés chimiques des atomes repose sur ce “principe”6 : parce que les électrons ne peuvent
pas être plus que 2 par orbitale atomique, les atomes ont des configurations électroniques variées
et des propriétés chimiques très diversifiées.

11.3.3 Corrélations induites par le postulat de symétrisation

Classiquement les corrélations entre les positions d’un ensemble de particules découlent de l’exis-
tence d’interactions. Sans interaction, les particules classiques ne se “voient” pas. Quantique-
ment, même en l’absence d’interaction, la symétrisation ou l’antisymétrisation de
la fonction d’onde induit des corrélations entre particules identiques. Pour illustrer
cette remarque, considérons deux particules identiques sur un axe, dont la fonction d’onde est
Ψ(x1, x2). Nous étudions les corrélations entre les positions des particules. À cette fin nous
introduisons la corrélation

C
def= 〈x̂(1)x̂(2)〉 − 〈x̂(1)〉〈x̂(2)〉 (11.10)

6“Principe” a été mis entre guillements puisque nous avons pu le déduire d’un postulat plus fondamental.
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où x̂(i) est l’opérateur de position de la particule i ∈ {1, 2} que nous allons calculer lorsque les
deux particules occupent deux états individuels décrits par les fonctions d’onde à une particule
ϕ(x) et χ(x).
(i) Particules discernables : la fonction d’onde du système lorsque la particule 1 est dans l’état
|ϕ 〉 et la particule 2 dans l’état |χ 〉 est Ψdisc(x1, x2) = ϕ(x1)χ(x2).

- Exercice 11.1 (∗) : Montrer que Cdisc = 0.

(ii) Particules indiscernables : la fonction d’onde de deux bosons/fermions est donnée par
Ψ(x1, x2) = 1√

2
[ϕ(x1)χ(x2)± χ(x1)ϕ(x2)].

- Exercice 11.2 (∗) : Montrer que

Cbosons/fermions = ±|〈ϕ |x̂|χ 〉|2 −
(〈ϕ |x̂|ϕ 〉 − 〈χ |x̂|χ 〉

2

)2

(11.11)

Interpréter le résultat lorsque les deux fonctions d’onde ϕ(x) et χ(x) sont centrées sur l’origine
(i.e. 〈ϕ |x̂|ϕ 〉 = 〈χ |x̂|χ 〉 = 0)

La corrélation est nulle pour des particules indiscernables, positive pour des bosons et
négative pour des fermions. Alors que les particules indiscernables sont indépendantes, ça n’est
plus le cas pour les particules discernables : la statistique bosonique/fermionique induit des
corrélations dans leurs positions. Nous pouvons aller plus loin : le signe du résultat montre que
les bosons ont tendance à se regrouper (d’un côté ou de l’autre de x = 0) alors que les fermions
préfèrent s’éviter.

11.3.4 Facteurs d’occupation

Par rapport à la situation où les particules sont discernables, le cas des particules indiscernables
requiert moins d’information. En effet, un état de N particules discernables est défini en précisant
que la iième particule est dans l’état |λ 〉i. En revanche, pour des particules indiscernables, seul
importe de savoir que l’état |λ 〉 contient nλ particules (nλ ∈ N pour des bosons et nλ = 0 ou 1
pour des fermions). L’état quantique est entièrement spécifié par la donnée des facteurs
d’occupation {nλ} des états individuels. Cette remarque jouera un rôle important dans le
cours de physique statistique.

bosons fermions1 2a| >
b| >

discernables

1 2

2

1

1

2

Figure 11.2 – Remplissage de deux états individuels par deux particules dans trois situations.

Exemple : Pour illustrer ces considérations nous étudions 2 particules dans une situation où
l’espace de Hilbert à une particule est de dimension 2. Nous notons |a 〉 et | b 〉 les deux états
individuels et construisons le spectre du problème à 2 particules.

• Particules indiscernables.– Nous pouvons construire 4 états : |a 〉1⊗|a 〉2, |a 〉1⊗|b 〉2, | b 〉1⊗
|a 〉2 et | b 〉1 ⊗ |b 〉2. Si on note Hdisc l’espace de Hilbert des deux particules discernables,
alors dimHdisc = 4.

• Bosons.– Le problème à deux bosons est caractérisé par 3 états indépendants : |a 〉1⊗|a 〉2,
1√
2
[|a 〉1 ⊗ | b 〉2 + | b 〉1 ⊗ |a 〉2] et | b 〉1 ⊗ | b 〉2. Nous pouvons également désigner ces états à

188
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l’aide des facteurs d’occupation : |na = 2, nb = 0 〉, |na = 1, nb = 1 〉 et |na = 0, nb = 2 〉.
L’espace de Hilbert à deux bosons est donc de dimension dimH2 bosons = 3.

• Fermions.– Nous trouvons 1 état antisymétrique : 1√
2
[|a 〉1⊗| b 〉2−| b 〉1⊗|a 〉2], que nous

pourrions noter |na = 1, nb = 1 〉. On a dimH2 fermions = 1.

Ces résultats sont illustrés sur la figure 11.2.

Remarque : Dans l’exemple simple que nous venons de détailler remarquons que Hdisc = H2 bosons⊕
H2 fermions, ce que nous aurions pu écrire H1⊗H2 = [H1 ⊗H2]sym⊕[H1 ⊗H2]antisym. Toutefois,
insistons sur le fait que cette propriété est vraie uniquement pour 2 particules7. En général :

H1 ⊗ · · · ⊗HN = [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]sym ⊕ [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]antisym ⊕ [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]autre

où [H1 ⊗ · · · ⊗HN ]autre regroupe tous les vecteurs produits tensoriels ni totalement symétriques
ni totalement antisymétriques (cf. § 63 de l’ouvrage [28]).

- Exercice 11.3 (∗) : Construire les états à 2 particules pour 3 états individuels (qu’on
représentera à l’aide de schémas analogues à ceux de la figure 11.2.

- Exercice 11.4 (∗) : Soit un système de N = 3 particules identiques pouvant occuper 4
états individuels. Montrer que dimHdisc = 64, dimHbosons = 20 et dimHfermions = 4.

11.3.5 État fondamental |Ω 〉 de N particules identiques sans interaction

Étant donné un spectre d’états propres de l’hamiltonien à une particule {εn, |λn 〉} (états in-
dividuels), il est très facile de construire l’état fondamental de N particules identiques sans
interaction, noté |Ω 〉.
• Condensation de Bose-Einstein.– Analysons tout d’abord le cas bosonique. L’énergie du système
est minimisée lorsque toutes les particules se trouvent dans l’état individuel de plus basse
énergie : |Ω 〉 = |λ0 〉1 ⊗ · · · ⊗ |λ0 〉N . On parle de condensation de Bose-Einstein pour désigner
ce phénomène où un nombre macroscopique de particules se condensent dans un état microsco-
pique. Si le spectre des énergies est celui de particules libres {εn} → {ε~k}, l’état fondamental est
d’énergie nulle ε~0 (particule immobile dans une bôıte avec conditions aux limites périodiques).
L’énergie totale est également nulle8 (figure 11.3)

Ebosons
Ω = Nε~0 = 0 (11.12)

• Blocage de Pauli.– Dans le cas fermionique la situation est très différente. Le principe de Pauli
interdit aux particules d’occuper toutes l’état individuel de plus basse énergie. Les particules
doivent “s’empiler” dans les états individuels, jusqu’à un état d’énergie maximale, notée εF et
appelée “énergie de Fermi” (figure 11.3). L’énergie totale du système est donnée par

Efermions
Ω =

∑

n t.q. εn6εF

εn ∼ N εF (11.13)

7Si N > 2 il y a bien d’autres façons de construire des états que des états complètement symétriques ou
complètement antisymétriques. On a alors dimHdisc > dimHbosons + dimHfermions. Dans un langage de théorie
des groupes [41] : le groupe des permutations de N > 2 éléments admet d’autres représentations irréductibles que
celles engendrées par l’état symétrique et l’état antisymétrique.

8Pour des conditions aux limites de type Dirichlet, l’énergie du fondamental est très petite ε0 ∼ ~2

mL2 où L est
la taille de la bôıte.

- Exercice 11.5 : Calculer l’énergie (cinétique) dans l’état fondamental Nε0 ∼ N~2

mL2 pour une mole d’atomes
d’Hélium confinés dans une bôıte cubique de 1 m3.
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Bosons

...

...

Fε

Fermions

E

Figure 11.3 – Remplissage du spectre à une particule par N = 7 particules. En l’absence
d’interaction ces dessins représentent l’état fondamental dans les cas bosonique et fermionique.

Lorsque le nombre de particules est macroscopique (∼ 1023) cette énergie peut être très impor-
tante (alors qu’elle est nulle pour des bosons). Nous pouvons donner une illustration de cette
conséquence du principe de Pauli : les électrons d’un métal s’empilent dans des états quantiques
de type “onde plane” jusqu’à une énergie typique de l’ordre de εF ∼ 1 eV. L’énergie totale de
l’état fondamental est donc énorme Efermions

Ω ∼ N εF (∼ 1023 eV pour une mole d’électrons).
C’est le principe de Pauli qui impose aux électrons d’un métal d’avoir des vitesses très im-
portantes 9, de l’ordre de vF ∼ 106 m/s ! Corrélativement, les énergies des fermions étant très
importantes, cela génère une pression importante dans le gaz (cette pression due au principe de
Pauli assure la stabilité des naines blanches et des étoiles à neutrons).

Il est facile de construire les états excités du problème à N bosons/fermions sans interaction,
toutefois c’est surtout les propriétés thermodynamiques de tels systèmes qui sont d’un grand
intérêt (cf. cours de physique statistique).

11.3.6 Symétriser séparemment les parties orbitale et de spin

Considérons un problème à deux fermions identiques, de spin 1/2 pour simplifier, occupant des
états individuels |ϕa 〉⊗|σ 〉 et |ϕb 〉⊗|σ′ 〉 (|ϕa,b 〉 désigne la partie orbitale et |σ 〉 l’état de spin).
Un état à deux particules peut être obtenu en antisymétrisant le produit d’états individuels :

|Ψintriq 〉 =
1√
2

(
|ϕa 〉1 ⊗ |σ 〉1 ⊗ |ϕb 〉2 ⊗ |σ′ 〉2 − |ϕb 〉1 ⊗ |σ′ 〉1 ⊗ |ϕa 〉2 ⊗ |σ 〉2

)
(11.14)

Les parties orbitales et de spin des états sont intriquées.
Toutefois il existe une façon assez commode de construire des états antisymétriques, qui

consiste à symétriser ou antisymétriser séparemment la partie orbitale de la fonction d’onde et
la partie de spin. Nous insistons sur le fait que cette procédure n’est nullement obligatoire ; elle
se révèle néanmoins plus adaptée à l’étude de certains problèmes. Nous écrivons donc l’état sous
la forme factorisée : |Ψ 〉 = |Φ 〉 ⊗ |S,M 〉, où |Φ 〉 est la partie orbitale et |S,M 〉 la partie
de spin (cette notation fait référence au chapitre 9). L’état |Ψ 〉 doit être antisymétrique sous
l’échange. Deux choix s’offrent à nous :

• symétriser la partie orbitale et antisymétriser la partie de spin.

|Ψ0,0 〉 = |ΦS 〉 ⊗ |0, 0 〉 (11.15)

9par exemple, les électrons des fils de cuivre du cable d’alimentation de l’ordinateur avec lequel j’écris ces
lignes.
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avec

|ΦS 〉 =
1√
2

(
|ϕa 〉1 ⊗ |ϕb 〉2 + |ϕb 〉1 ⊗ |ϕa 〉2

)
(11.16)

|0, 0 〉 =
1√
2

(
|+ 〉1 ⊗ |−〉2 − |−〉1 ⊗ |+ 〉2

)
(11.17)

L’état de spin |0, 0 〉 est appelé “état singulet”.

• Antisymétriser la partie orbitale et symétriser la partie de spin.

|Ψ1,M 〉 = |ΦA 〉 ⊗ |1,M 〉 (11.18)

avec

|ΦA 〉 =
1√
2

(
|ϕa 〉1 ⊗ |ϕb 〉2 − |ϕb 〉1 ⊗ |ϕa 〉2

)
(11.19)

|1,M 〉 =





|+ 〉1 ⊗ |+ 〉2 pour M = 1
1√
2

(
|+ 〉1 ⊗ |−〉2 + |−〉1 ⊗ |+ 〉2

)
pour M = 0

|−〉1 ⊗ |−〉2 pour M = −1

(11.20)

Pour désigner les trois états |1,M 〉 on parle “d’état triplet”.

Notons que si ϕa = ϕb, seul le premier choix est permis (principe de Pauli) : une orbitale |ϕa 〉
peut être occupée par deux électrons |+ 〉 et |−〉, formant un état singulet : |Ψ 〉 = |ϕa 〉1 ⊗
|ϕa 〉2 ⊗ |0, 0 〉.

Le problème K illustre l’intérêt de la base d’états factorisés. En particulier, y est démontré
que, dans l’atome d’Hélium (mais aussi dans d’autres atomes), l’interaction coulombienne entre
les électrons est décrite de manière effective par V eff

int = A + B ~S1 · ~S2 avec B < 0. Dans ce
cas, l’interaction coulombienne et le principe de Pauli (imposant l’antisymétrisation de l’état
à deux électrons) tend à aligner les spins des électrons, i.e. fabrique une interaction effective
ferromagnétique. On parle de “mécanisme d’échange”.

La généralisation de cette idée au cas de N fermions est discutée au §63 de [28].

11.4 Une expérience de collision illustrant la différence entre
particules discernables, bosons et fermions

Une manifestation très spectaculaire du postulat de symétrisation est discutée dans [31] où est
décrite une expérience de collisions entre noyaux 12C (boson de spin s = 0) et 13C (fermion de
spin s = 1/2)10. Tant que l’on considère des énergies suffisamment basses et que la distance
minimale entre deux noyaux reste supérieure à la portée de l’interaction forte (quelques fermis),
les deux noyaux ne diffèrent que par leur nature bosonique ou fermionique puisque les noyaux in-
teragissent par interaction électromagnétique (de plus la masse joue peu de rôle). Une discussion
plus détaillée de ce point est donnée à la fin du paragraphe.

Dans une expérience de collision, comme celle représentée sur la figure 11.1, on mesure
la section efficace différentielle dσ

dΩ ; celle-ci est proportionnelle à la probabilité pour que les
particules soient déviées dans la direction θ. Elle s’exprime comme le module carré, dσ

dΩ = |f(θ)|2,

10tiré de G.-R. Plattner & I. Sick, Eur. J. Phys. 2, 109 (1981). Cet article rapporte des expériences réalisées
par des étudiants de l’Université de Bâle.
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de l’amplitude de diffusion f(θ) ; Cette dernière est en gros la partie angulaire de la fonction
d’onde (cf. annexe à la fin du chapitre). Trois expériences sont réalisées (dont les résultats sont
représentés sur la figure 11.4) :

• Une collision 12C-13C (deux particules discernables). La section efficace est une fonction
monotone et décroissante de θ : la section efficace de Rutherford (résultat classique)

(
dσ
dΩ

)

Ruther.

= |f(θ)|2 ∝ sin−4(θ/2) (11.21)

• Une collision 12C-12C (deux bosons identiques). Dans ce cas la fonction d’onde (i.e. l’am-
plitude de diffusion) des deux bosons doit être symétrisée. L’échange des particules cor-
respond à θ ↔ π − θ, comme on peut le voir sur la figure 11.1. L’amplitude de diffusion
satisfaisant le postulat de symétrisation est donc : fbosons(θ) = 1√

2
[f(θ) + f(π − θ)] (cf.

annexe à la fin de ce chapitre). La section efficace est
(

dσ
dΩ

)

bosons

=
1
2
|f(θ) + f(π − θ)|2 (11.22)

Sur la figure 11.4, on observe effectivement la symétrie θ ↔ π − θ, avec un maximum
local pour θ = π/2. Une manifestation spectaculaire des effets quantiques est
l’existence d’oscillations de

(
dσ
dΩ

)
bosons

, dues aux interférences quantiques induites par
la phase de f(θ) :

(
dσ
dΩ

)
bosons

= 1
2 |f(θ)|2 + 1

2 |f(π − θ)|2 + Re[f(θ)∗f(π − θ)]. L’effet
du postulat de symétrisation est une modification radicale du résultat clas-
sique

(
dσ
dΩ

)
Ruther.

.

J’insiste : dans l’expérience, l’énergie est insuffisante pour que les noyaux se “touchent”, i.e.
interagissent par interaction forte, seul moyen qu’ils auraient de “sentir” l’absence/présence
du neutron à l’origine de la différence entre noyaux. L’allure de la section efficace

(
dσ
dΩ

)
bosons

met en évidence l’existence de corrélations (spatiales) de la fonction d’onde à deux bosons,
dues au postulat de symétrisation. Ces correlations existent parce que la nature “sait” que
les deux noyaux sont identiques, même si leurs fonctions d’onde ne se recouvrent pas.

• Une collision 13C-13C (deux fermions identiques). Dans ce cas l’amplitude de diffusion doit
être antisymétrisée : ffermions(θ) = 1√

2
[f(θ)− f(π− θ)] (cf. annexe à la fin de ce chapitre).

La symétrie θ ↔ π − θ de |ffermions(θ)|2 est bien observée, avec cette fois un minimum
local pour θ = π/2. Nous obervons sur la figure qu’elle ne s’annule pas pour θ = π/2, ce
que nous expliquons maintenant.

Prendre en compte le spin 1/2 des fermions.– Nous constatons sur la figure 11.4 que la section
efficace ne s’annule pas pour θ = π/2. Pour comprendre cela il faut prendre en compte le spin des
fermions. Si les faisceaux ne sont pas polarisés en spin et que la détection ne sélectionne pas le spin,
la section efficace non polarisée est une somme des contributions correspondant aux différentes
configurations des spins. On doit donc sommer les contributions du triplet (antisymétrique en
espace) et du singulet (symétrique en espace) :

(
dσ
dΩ

)

fermions
non pol.

=
3
4

∣∣∣∣
f(θ)− f(π − θ)√

2

∣∣∣∣
2

+
1
4

∣∣∣∣
f(θ) + f(π − θ)√

2

∣∣∣∣
2

(11.23)

=
1
4
(
|f(θ)|2 + |f(π − θ)|2 + |f(θ)− f(π − θ)|2

)
(11.24)
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Figure 11.4 – À gauche : Trois expériences de diffusion. La section efficace est représentée en
fonction de l’angle de diffusion θ. En haut : collision entre particules discernables (12C-13C) ;
le résultat cöıncide avec la section efficace classique de Rutherford. Au milieu : collision entre
bosons (12C-12C). En bas : collision entre fermions (13C-13C). Plattner & Sick, Eur. J. Phys. 2,
109 (1981). À droite : Collision entre bosons 12C-12C pour différentes énergies du carbone inci-
dent. La barrière coulombienne est estimée à VCoul = 6.6 MeV.
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(le facteur 3 vient du fait qu’il y a trois états triplet et un seul état singulet, cf. page 152). La
section efficace contient donc deux termes réguliers et un terme d’interférences. Remarquons que le
contraste des oscillations est plus faible dans le cas des fermions que dans le cas des bosons, toutes
choses égales par ailleurs, ce que confirme la figure 11.4.

Les noyaux de carbone peuvent-ils “sentir” la présence ou non du 7ième neutron ?– Un point im-
portant de la discussion est que, dans les trois expériences, les noyaux de carbone 12C et 13C ne
“sentent” la présence ou non du 7ième neutron qu’à travers leur nature bosonique/fermionique
des noyaux. En effet, tant que les noyaux restent suffisamment distants, ils n’interagissent
que par interaction électromagnétique, l’interaction forte étant une interaction à très courte
portée11 : les deux noyaux ne sont sensibles qu’à leurs charges électriques identiques (mais pas
leurs “charges hadroniques” qui diffèrent). Dans l’expérience de Plattner & Sick (partie gauche
de la figure 11.4) un des carbones est immobile et l’autre en mouvement, intialement envoyé
avec une énergie E′c ≈ 4 MeV. Dans le référentiel du centre de masse, l’énergie cinétique de
chaque noyau est Ec = E′c/4. La distance minimale d’approche entre noyaux est donnée par
rmin = ZZ′e2

2Ec
= 2ZZ′e2

E′c
. En prenant Z = Z ′ = 6 on trouve rmin ' 26 fm, soit une distance

beaucoup plus grande que la taille estimée des noyaux12.
Un meilleur critère pour vérifier que les noyaux restent à grande distante, comparativement

à la portée de l’interaction forte, consiste à comparer l’énergie cinétique intiale des carbones
à la barrière coulombienne13. Dans une expérience de collision de 12C, Bromley et al ont fait
varier l’énergie du carbone incident (partie droite de la figure 11.4)14. Ils estiment la barrière
coulombienne à VCoul = 6.6 MeV. Pour Ec ≈ 5 MeV (énergie dans le centre de masse), l’accord
à la loi de Mott (courbe en tirés), décrivant une diffusion purement coulombienne, est excellent.
En revanche pour Ec ≈ 11 MeV on observe d’importantes déviations, ce qui indique que les
noyaux interagissent par interaction forte.

Nous concluons que dans l’expérience de Plattner & Sick, l’énergie Ec = 2 MeV est en effet
bien en deçà de l’énergie pour laquelle les noyaux pourraient “sentir” la présence ou non du
7ième neutron par interaction forte. La différence entre les trois courbes de la partie gauche de
la figure 11.4 est donc exclusivement due au postulat de symétrisation.

, Les idées importantes :

• Les particules identiques sont indiscernables.

• Les bosons ont un spin entier et les fermions un spin demi-entier.

• Les fonctions d’onde sont soit symétriques sous l’échange de 2 particules (bosons), soit
antisymétriques (fermions).

• Pour des particules indiscernables, seules les occupations des états quantiques caractérisent
l’état quantique du système.

11Je renvoie à la discussion de la page 240.
12On peut estimer la taille du noyau de A nucléons à rA ' r0A

1/3, avec r0 = 1.25 fm. Pour le carbone on trouve
r13 ' 2.9 fm.

13La barrière coulombienne VCoul est la valeur du potentiel coulombien à la distance où l’interaction forte
(attractive) commence à se faire “sentir” (figure 14.2, page 240). C’est l’énergie minimale que l’on doit fournir
pour pouvoir initier la fusion de deux noyaux.

14D. A. Bromley, J. A. Kuehner & E. Almqvist, Phys. Rev. Lett. 4(7), 365 (1960).
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Annexe : Section efficace de collision pour deux particules iden-
tiques

Nous donnons ici quelques précisions sur l’amplitude de diffusion décrivant la collision de deux
particules identiques.

Collisions entre deux particules.– Considérons un problème de deux particules en inter-
action : H = ~p1

2

2m1
+ ~p2

2

2m2
+ V (~r1 − ~r2). Nous nous intéressons à la situation représentée sur la

figure 11.1 où les deux particules sont envoyées l’une contre l’autre. Une quantité intéressante à
analyser est la probabilité pour que, dans le centre de masse, les particules soient déviées d’un
angle θ (ce qui est mesuré par les détecteurs représentés sur la figure).

La première chose à faire est de formuler le problème en terme des coordonnées du centre de
masse ~R = m1 ~r1+m2 ~r2

m1+m2
et relative ~r = ~r1 − ~r2 (cf. premier § du chapitre suivant), ce qui rend le

problème séparable : H = ~P 2

2M + ~p 2

2µ +V (~r), où ~P = ~p1 +~p2 est l’impulsion totale et ~p
µ = ~p1

m1
− ~p2

m2
.

On peut donc chercher les fonctions d’onde sous la forme

Ψ(~R,~r) = ei ~K·~R ψ(~r) (11.25)

(= l’amplitude de probabilité pour que le centre de masse se trouve en ~R et le vecteur séparant
les deux particules égal à ~r). Dans le référentiel du centre de masse ( ~K = 0) on peut se concentrer
sur la partie ψ(~r) de la fonction d’onde. Nous nous sommes ramenés à l’étude de la dynamique
d’une particule effective, soumise au potentiel V (~r) :

[
− ~2

2µ∆ +V (~r)
]
ψ(~r) = Eψ(~r). Nous avons

ainsi ramené le problème de collision de deux particules interagissant via le potentiel V (~r), à
celui d’une particule fictive diffusée par ce même potentiel, problème que nous avons analysé en
détail dans le chapitre précédent. En particulier nous pouvons écrire la fonction d’onde associé
à la coordonnée relative

ψ(~r) '
r→∞

eikz
︸︷︷︸

incidente

+
f(θ, φ)
r

eikr

︸ ︷︷ ︸
diffusée

, (11.26)

où l’amplitude de diffusion f(θ, φ) caractérise l’amplitude de probabilité pour être diffusée dans
la direction (θ, φ).

Symétrie de l’état stationnaire de diffusion pour deux particules identiques.– Rap-
pelons que la fonction d’onde à deux particules doit être symétrique ou antisymétrique sous
l’échange ~r1 ↔ ~r2, i.e. Ψ(~r1, ~r2) = ±Ψ(~r2, ~r1). Dans le système de coordonnés introduites
plus haut, l’échange se traduit par la transformation ~R → ~R et ~r → −~r. La fonction d’onde
doit donc satisfaire Ψ(~R,−~r) = ±Ψ(~R,~r), i.e. ψ(−~r) = ±ψ(~r). Une fonction d’onde correcte-
ment symétrisée est donc obtenue à partir de la fonction non symétrisée ψns(~r) en considérant

1√
2
[ψns(~r)± ψns(−~r)]. Si l’on isole la partie angulaire, on voit donc que l’amplitude de diffusion

pour les deux particules identiques est obtenue à partir de l’amplitude non symétrisée

fbos/ferm(θ, φ) =
1√
2

[
fns(θ, φ)± fns(π − θ, φ+ π)

]
(11.27)

(+ pour des bosons et − pour des fermions).

195



11.4 Expériences de collisions entre noyaux de carbone Postulat de symétrisation

Exercices

- Exercice 11.6 (∗) : On considère trois fermions non chargés de spin s = 1/2. L’espace Horb

est supposé formé de 3 orbitales |ϕa 〉, |ϕb 〉 et |ϕc 〉. Les états individuels complets sont donc du
type |ϕa 〉 ⊗ |σ 〉 où |σ 〉 ∈Hspin. Construire les états à 3 fermions. Dessiner le spectre Zeeman.
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Problème : Diffusion de deux particules identiques par une lame
semi-réfléchissante

L’exercice est inspiré par un petit exercice du livre [6] (chapitre 16).

Nous étudions la diffusion de deux particules identiques par une lame semi-réflechissante.
L’exercice illustre que le postulat de symétrisation est responsable de corrélations spatiales
pouvant être mises en évidence expérimentalement.

Notation.– On notera |φ 〉 les états à une particule et |Ψ 〉 les états à deux particules.

Diffusion d’une seule particule.– Une particule peut être envoyée sur la lame par deux
“canaux d’entrée” φ1 ou φ2, puis en ressort par deux “canaux de sortie” φ3 ou φ4 (figures 11.5
et 11.6). Autrement dit nous supposons que, juste avant de rencontrer la lame séparatrice, la
particule est soit dans un état quantique |φ1 〉, soit dans un état quantique |φ2 〉. L’évolution tem-
porelle correspondant à la traversée de la lame connecte ce sous espace, |φinitial 〉 ∈ {|φ1 〉, |φ2 〉},
à un autre sous espace : |φfinal 〉 ∈ {|φ3 〉, |φ4 〉} (les quatre vecteurs sont normés). Cette évolution
est décrite par un opérateur unitaire : |φfinal 〉 = U|φinitial 〉. On supposera dans tout le problème
qu’il y a équiprobabilité entre la traversée et la réflexion. Si |φinitial 〉 = |φ1 〉, on peut alors écrire
en toute généralité :

|φfinal 〉 = U|φ1 〉 =
|φ3 〉+ |φ4 〉√

2
(11.28)

La particule peut également être injectée dans l’état |φ′initial 〉 = |φ2 〉, supposé orthogonal au
précédent : 〈φ1 |φ2 〉 = 0.

3
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Figure 11.5 – Diffusion d’une particule dans l’état |φ1 〉 par la lame semi-réflechissante. Les
ellipses représentent des paquets d’onde. La figure de droite représente la superposition quantique
(11.28).
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Figure 11.6 – Diffusion d’une particule initialement dans l’état |φ2 〉.

1/ En admettant que 〈φ3 |φ4 〉 = 0 montrer, qu’à une phase globale près,

|φ′final 〉 = U|φ2 〉 =
−|φ3 〉+ |φ4 〉√

2
(11.29)
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Par la suite nous considérons le problème à deux particules. Nous introduisons l’opérateur
d’échange P12 (par exemple P12|φ1 〉 ⊗ |φ2 〉 = |φ2 〉 ⊗ |φ1 〉).
2/ Diffusion de deux bosons.– Deux bosons identiques, de spin nul, sont envoyés sur la lame,
un boson dans l’état |φ1 〉 et l’autre dans l’état |φ2 〉.

a) Soit |Ψbos
in 〉 l’état initial à deux bosons (satisfaisant le postulat de symétrisation). Quelle est

la symétrie de |Ψbos
in 〉 sous l’échange (i.e. que vaut P12|Ψbos

in 〉) ? Donner l’expression de |Ψbos
in 〉

en terme des états individuels.

b) Déduire l’état final |Ψbos
fin 〉 = U|Ψbos

in 〉.
Rq : Nous avons gardé la même notation, mais bien évidemment, l’opérateur d’évolution U agit
sur les deux bosons de l’état |Ψbos

in 〉 (on aurait pu écrire U = U (1)⊗U (2) où U (i) agit sur le boson
numéro i et dont l’action dans l’espace de Hilbert d’un boson est définie par les eqs. (11.28) et
(11.29)).

c) Mesure en cöıncidence.– On place deux détecteurs aux niveaux des canaux φ3 et φ4 et on
procède à une mesure de cöıncidence, i.e. on mesure la probabilité de détecter deux particules
en même temps, l’une dans l’état |φ3 〉 et l’autre dans l’état |φ4 〉, l’état avant la mesure étant
|Ψ 〉. Justifier que la probabilité d’une cöıncidence est donnée par

πΨ
def= |(〈φ3 | ⊗ 〈φ4 |)|Ψ 〉|2 + |(〈φ4 | ⊗ 〈φ3 |)|Ψ 〉|2 . (11.30)

d) Calculer πΨbos
fin

et discuter le sens physique du résultat.

e) L’expérience15 a été réalisée il y a quelques années. Commenter la courbe obtenue expérimentalement
(figure 11.7 ; explications dans la légende).

3/ Diffusion de deux fermions polarisés.– Deux fermions identiques, de spin 1/2, sont
envoyés sur la lame, un fermion dans l’état |φ1 〉 et l’autre dans l’état |φ2 〉. Dans l’exercice nous
oublierons le degré de liberté de spin (cela est justifié si les fermions sont polarisés en spin,
i.e. dans le même état de spin).

a) Quelle est la symétrie de l’état initial à deux fermions, noté |Ψferm
in 〉, sous l’échange (i.e. que

vaut P12|Ψferm
in 〉) ? Déduire l’expression de |Ψferm

in 〉 en terme des états individuels.

b) Calculer |Ψferm
fin 〉 = U|Ψferm

in 〉.
c) Déduire πΨferm

fin
et discuter physiquement le résultat.

d) Tracer soigneusement l’allure de la courbe qu’on obtiendrait avec le dispositif expérimental
de la figure 11.7 mais pour des fermions polarisés (on reproduira la courbe expérimentale pour
les bosons et on présisera la valeur du maximum atteint par la courbe dans le cas des fermions).

Suggestion : Analyser le cas classique, i.e. lorsqu’on ne prend pas en compte le postulat de
symétrisation : ce qui se produit en pratique lorsque les deux paquets d’onde ne sont pas
cohérents, i.e. arrivent sur la lame séparatrice à des instants trop éloignés (partie plate de
la courbe). Dans ce cas analyser des différentes histoires possibles pour les deux particules et
déduire la valeur de la probabilité classique d’une cöıncidence πclass.

Épilogue : On parle de bunching (groupement) pour les bosons et d’anti-bunching pour les
fermions.

15C. K. Hong, Z. Y. Ou et L. Mandel, “Measurement of subpicosecond time intervals between two photons by
interference”, Phys. Rev. Lett. 59, p. 2044 (1987).
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Postulat de symétrisation 11.4 Expériences de collisions entre noyaux de carbone

Figure 11.7 – Mesure en cöıncidence de deux photons. À gauche : schéma du dispositif
expérimental. À droite : le nombre de cöıncidences en fonction de la position de la lame
séparatrice (“position of beam splitter”). En déplaçant la lame séparatrice, on fait varier l’in-
tervalle de temps entre l’arrivée des deux photons sur la lame : l’effet de la symétrisation de la
fonction d’onde à deux particules ne peut se faire sentir que lorsque les deux photons arrivent
en même temps sur la lame. Lorsque l’intervalle de temps est trop grand on peut considérer les
deux particules décorrélées.
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Chapitre 12

Atome d’hydrogène

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie quantique (non relativiste) de l’atome d’hydrogène.
Parmi les problèmes de la théorie classique, nous avions mentionné la question de la stabilité des
atomes ; dès le début du cours nous avons montré, en analysant le problème du puits quantique,
comment la mécanique quantique résout ce problème. Cela nous avait conduit à l’idée de quan-
tification du spectre des énergies dans les problèmes d’états liés. Dans le présent chapitre nous
allons dépasser cette analyse qualitative et obtiendrons une description quantitative (spectre
des énergies, fonctions d’onde). Étudier l’atome d’hydrogène correspond à étudier les états liés
d’un système proton-électron (notons que l’étude du problème de diffusion serait également très
intéressante). En se plaçant dans le référentiel du centre de masse (qui correspond à peu de
chose près au référentiel du proton) le problème se ramène à l’étude d’une particule soumise à
un champ de force centrale en 1/r2. Nous verrons que l’équation de Schrödinger peut encore
être résolue exactement dans ce cas. Ces résultats jouent un rôle très important : ils permettent
notamment d’introduire des idées et le vocabulaire (notations spectroscopiques) utilisés en phy-
sique atomique.

12.1 Atome d’hydrogène

12.1.1 Séparation des variables

L’espace de Hilbert du système est un produit tensoriel Hproton ⊗Helectron (nous oublions le
spin qui joue peu de rôle ici). L’hamiltonien du système est donné par :

Hatome =
~p1

2

2m1
+

~p2
2

2m2
+ V (r12) (12.1)

où ~p1, ~r1 (resp. ~p2, ~r2) sont les variables électroniques (resp. du proton). r12 = ||~r1 − ~r2|| et
V (r) = − q2

e
4πε0r

≡ − e2

r est le potentiel coulombien.
La première étape consiste à rendre le problème séparable. Pour cela on introduit les variables

du centre de masse 1 :
~P = ~p1 + ~p2 et ~R =

m1 ~r1 +m2 ~r2

m1 +m2
(12.2)

et les variables relatives
~p

µ
=

~p1

m1
− ~p2

m2
et ~r = ~r1 − ~r2 (12.3)

1Cette séparation est probablement plus naturelle dans le langage lagrangien : L = 1
2
m1~v

2
1 + 1

2
m2~v

2
2 . On

introduit ~v = ~v1 − ~v2 et la vitesse du centre de masse ~V = 1
m1+m2

(m1~v1 + m2~v2). On déduit facilement que

L = 1
2
M~V 2 + 1

2
µ~v 2 où 1

µ

def
= 1

m1
+ 1

m2
.
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où
1
µ

def=
1
m1

+
1
m2

(12.4)

est la masse réduite.

- Exercice 12.1 : Vérifier que les couples de nouvelles variables satisfont des relations de
commutation canoniques : [Ri, Pj ] = [ri, pj ] = i~δij et [Ri, pj ] = [ri, Pj ] = 0.

- Exercice 12.2 : Montrer que l’hamiltonien prend la forme :

Hatome =
~P 2

2M
+
~p 2

2µ
+ V (r) (12.5)

c’est-à-dire que les nouvelles variables sont découplées.

12.1.2 Les échelles atomiques

Il est important d’avoir en tête les ordres de grandeur caractérisant l’atome d’hydrogène. Écrivons
le potentiel coulombien comme V (r) = − e2

r . Avant même de résoudre l’équation de Schrödin-
ger, on peut chercher quelles seront les échelles caractéristiques du problème. On peut utiliser
l’analyse dimensionnelle pour cela. L’objet du chapitre est de développer une théorie quantique
de l’atome d’hydrogène. Le problème fait donc intervenir trois paramètres : ~, la masse de
l’électron me et la constante de couplage coulombienne e2. Nous allons “fabriquer” des échelles
de longueur, énergie,... À partir de ces trois ingrédients.

Constante de structure fine.– La constante de couplage de l’électromagnétisme est :

e2 def=
q2
e

4πε0
= 14.399 644 (1) eV Å (12.6)

Il est utile de se souvenir que :

~c = 1973.269 68 (17) eV Å (12.7)

(il est commode de retenir ~c ' 200 eV.nm= 200 MeV.fm). Nous pouvons introduire la quantité
adimensionnée :

α
def=

e2

~c
=

1
137.035 999 11 (46)

(12.8)

Cette combinaison des constantes fondamentales joue un rôle important et porte le nom de
“constante de structure fine” (l’origine de cette dénomination apparâıtra ultérieurement, au
§ 13.2 page 221). Elle caractérise l’intensité de l’interaction électromagnétique. Sa faible valeur
numérique montre que l’interaction électromagnétique est dans un régime de couplage faible.

Notons que la vitesse de la lumière ne devrait pas intervenir dans une théorie non relativiste.
C’est un ingrédient hors du cadre que nous nous sommes fixé. Nous l’avons fait apparâıtre afin
de définir une constante de couplage sans dimension.

Longueur.– Fabriquons une longueur, que nous noterons aB, à partir de ~, me et e2. Cette
dernière à la dimension [e2] = E L. Écrivons aB = ~amb

ee
2c et cherchons quels exposants réalisent

une longueur. Le membre de droite a la dimension [~amb
ee

2c] = (ET )aM b(EL)c, qui cöıncide
avec une longueur ssi a = 2 et b = c = −1. Cette échelle est appelée le rayon de Bohr

aB
def=

~2

mee2
= 0.529 177 2108 (18) Å (12.9)
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Nous verrons qu’elle donne l’échelle typique sur laquelle la fonction d’onde s’étale, i.e. la distance
typique entre le proton et l’électron (dans le modèle atomique de Bohr, aB est le rayon de l’orbite
circulaire de plus basse énergie).

Énergie.– à partir de l’échelle de longueur on peut facilement construire une énergie : e2/aB.
Rajoutons un facteur 1/2 par commodité pour la suite. Cette échelle d’énergie interviendra dans
le spectre des énergies ; elle est appelée le Rydberg. On peut l’écrire en fonction du rayon de
Bohr ou de l’énergie de masse de l’électron (mec

2 = 511 keV) :

R
def=
mee

4

2~2
=

e2

2aB
=

1
2
α2mec

2 = 13.605 6923 (12) eV (12.10)

Nous verrons que cette énergie correspond à l’énergie minimum nécessaire pour ioniser l’atome
initialement dans son état fondamental. On parle d’énergie d’ionisation EI = E∞−E1 = R (ici
nous ne faisons plus de distinction entre µ et me ; notons que la définition du Rydberg fait bien
intervenir me et non µ).

Vitesse.– Les valeurs moyennes des énergies cinétique et potentielle sont simplement reliées à
l’énergie totale (mécanique) : En = −〈Ec〉 = 1

2〈Ep〉. En écrivant 〈Ec〉 = 1
2me~v

2, nous déduisons
que la vitesse quadratique moyenne de l’électron dans l’état d’énergie En est vn = α

n c. Dans
l’état fondamental, l’électron a donc une vitesse typique v1 ' c/137. L’électron tourne vite.

Impulsion.– Nous pouvons obtenir une impulsion, soit en partant d’une longueur et en utilisant
l’équation de Broglie, ~/aB, soit à partir de la vitesse. Dans les deux cas nous aboutissons à
p ∼ αmec.

12.1.3 Équation de Schrödinger dans un potentiel coulombien

Revenons à la résolution de l’équation de Schrödinger. On a donc un problème séparable. Nous
connaissons les états propres de l’énergie du centre de masse Hcm = ~P 2

2M : il s’agit des ondes
planes. Il nous reste à déterminer les états propres de l’hamiltonien relatif :

H =
~p 2

2µ
+ V (r) avec V (r) = −e

2

r
(12.11)

Par la suite nous nous intéressons à l’atome, i.e. à une situation où le proton et l’électron sont
liés. Nous nous concentrerons donc sur l’étude des états liés de cet hamiltonien, i.e. au cas E < 0.

La commutation de H avec l’opérateur de moment cinétique ~̀ = ~r × ~p (l’invariance par
rotation) [~̀, H] = 0 nous permet de chercher des états propres communs aux trois opérateurs
H, ~̀2 et `z (qui forment un ECOC dans l’espace de Hilbert des coordonnées relatives). Nous
cherchons donc des fonctions d’onde de la forme :

ψ(~r) = R(r)Y m
` (θ, ϕ) (12.12)

En utilisant l’expression (8.64) du Laplacien, nous voyons que la fonction R(r) est solution de
l’équation (

− ~2

2µ
d2

dr2
+

~2`(`+ 1)
2µ r2

− e2

r

)
r R(r) = E rR(r) (12.13)

Grâce à l’invariance par rotation, nous avons pu nous ramener à un problème effectivement
unidimensionnel, pour un potentiel V`(r) = ~2`(`+1)

2µ r2 − e2

r avec une partie répulsive à r → 0 (pour
` 6= 0) et une partie attractive à r → ∞. Nous suivons la démarche introduite pour résoudre
l’équation de Schrödinger pour l’oscillateur harmonique.
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V (r)

r

l

E
E

1, l
2,

...

l

...

Figure 12.1 – Potentiel effectif V`(r). À chaque valeur de ` correspond un spectre de valeurs
propres Ep,` avec p ∈ N∗.

• Discussion qualitative : Avant de rentrer dans le vif (des calculs) tâchons déjà de voir à quoi nous
pouvons nous attendre qualitativement. Pour chaque valeur de `, nous nous sommes ramenés
à une équation de Schrödinger unidimensionnelle pour le potentiel effectif V`(r), représenté sur
la figure 12.1. Pour chaque valeur de `, celle-ci admet un spectre (non dégénéré) de valeurs
propres que nous notons Ep,` où p ∈ N∗ est un nombre quantique repérant les différents niveaux
(représentés sur la figure 12.1).

- Exercice 12.3 : Trouver le minimum r∗ du potentiel V`(r) et développer le potentiel au
voisinage de ce minimum. Utiliser une approximation harmonique pour trouver les premiers
niveaux d’énergie (i.e. remplacer le potentiel par son développement limité au voisinage du
minimum V`(r) ' V`(r∗)+ 1

2V
′′
` (r∗)(r−r∗)2). Justifier que cette approximation n’est valable que

pour `� 1. Montrer que les niveaux pour les petits p sont donnés par2

Ep,` '
µe4

2~2

[
− 1
`2

+
2p
`3

+ · · ·
]

avec p ∈ N∗ (12.14)

Comparer avec le résultat exact obtenu plus bas. Jusqu’à quelles valeurs de p ce résultat est-il
correct ?

Si nous revenons au problème initial dans l’espace tridimensionnel, nous avons obtenu un
spectre d’états propres ψp,`,m(~r) = Rp,`(r)Y m

` (θ, ϕ) pour des énergies Ep,` (la dégénérescence
des énergies dans le nombre quantique m vient de l’invariance par rotation).

• Étape 1 : Nous revenons à la résolution de l’équation de Schrödinger. Nous introduisons des
variables adimensionnées. La longueur caractéristique est3

a0
def=

~2

µe2
(12.15)

Nous introduisons donc ρ def= r/a0 et κ2 def= − 2~2E/µ e4. Dans la nouvelle variable, nous
notons la fonction d’onde : χ(ρ) = r R(r). Elle obéit à l’équation :

(
d2

dρ2
− `(`+ 1)

ρ2
+

2
ρ

)
χ(ρ) = κ2 χ(ρ) (12.16)

2On prendra garde à ce que l’approximation harmonique conduit naturellement à présenter le spectre sous la
forme V`(r∗) + ~ω∗(ñ+ 1

2
) avec ñ ∈ N, où µω2

∗ = V ′′` (r∗), alors que nous avons introduit, par commodité pour la
suite, p ∈ N∗.

3On rappelle que le rayon de Bohr la longueur fait intervenir la masse de l’électron aB
def
= ~2

mee2
. Comme la

masse du proton est beaucoup plus grande que celle de l’électron, mp ' 1800me, la masse réduite est très proche
de me.
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• Étape 2 : Nous étudions les comportements asymptotiques de la solution.
D’abord le comportement à l’origine. Dans ce cas c’est le terme répulsif qui domine et l’on

peut écrire que (
d2

dρ2
− `(`+ 1)

ρ2

)
χ(ρ) ' 0 pour ρ→ 0 (12.17)

Nous déduisons que χ(ρ) ∝ ρ`+1. La fonction radiale se comporte donc comme4 R(r) ∝ r`.
Si l’on considère le comportement à l’infini, on peut négliger les termes potentiels. Il est clair

que χ(ρ) ∝ e−κρ.

• Étape 3 : Ces deux remarques nous conduisent à poser χ(ρ) = ρ`+1 y(ρ) e−κρ. La normalisabilité
impose que la fonction y(ρ) croisse à l’infini moins vite que eκρ. Nous aboutissons à l’équation :

ρ y′′(ρ) + 2(`+ 1− κρ) y′(ρ) + 2(1− κ(`+ 1)) y(ρ) = 0 (12.18)

Cette équation porte de nom d’équation de Laguerre. Elle n’admet de solutions normalisables
au sens

∫∞
0 dρ ρ2`+2 y(ρ)2 e−2κρ < ∞ que si ∃ p ∈ N∗ t.q. κ(p + `) − 1 = 0. La solution est un

polynôme de Laguerre (Cf. annexe A) : yp,`(ρ) = L2`+1
p−1 (2ρ/(p+ `)).

Trouver l’équation de quantification sans rien connâıtre aux polynomes orthogonaux : La structure
de l’équation différentielle linéaire, une combinaison linéaire de polynomes (de degré 1) que
multiplient des dérivées de y, suggère de chercher la solution de (12.18) sous la forme d’une série
entière y(ρ) =

∑∞
s=0 asρ

s ; ayant extrait le comportement ρ` à l’origine, la fonction doit tendre
vers une constante à l’origine, a0 6= 0 ; d’autre part nous avons extrait de χ(ρ) le comportement
exponentiel e−κρ ce qui impose à y(ρ) de crôıtre moins vite qu’une exponentielle à l’infini. En
injectant la série y(ρ) =

∑∞
s=0 asρ

s dans l’équation différentielle (12.18), nous obtenons une
relation de récurrence sur les as que nous résolvons aisément : as = 2 κ(s+`)−1

s(s+2`+1)as−1. L’analyse

du comportement à s → ∞ donne as ' 2κ
s as−1 ⇒ as ∼ (2κ)s

s! ⇒ y(ρ) ∼ e+2κρ. Ceci nous
montre que la solution n’est normalisable que si la série s’arrête : as = 0 pour s > p où p ∈ N∗.
L’équation de quantification donc ici ap = 0 , i.e. κ(p+ `) = 1. Le paramètre κp,` = 1/(p+ `)

est quantifié, et donc l’énergie est quantifiée puisque Ep,` = −µe42~2
1

(p+`)2 pour p ∈ N∗ et ` ∈ N.
Nous remarquons toutefois que les énergies ne dépendent pas des deux nombres quantiques p
et ` indépendamment, mais uniquement de leur somme n = p+ `.

Si nous introduisons n = `+ p, appelé nombre quantique principal, nous écrivons :

En = −µe
4

2~2

1
n2

pour n ∈ N∗ et ` = 0, · · · , n− 1 (12.19)

Le spectre des énergies est représenté sur la figure 12.2.

Dégénérescences.– Nous avons vu que l’invariance par rotation à conduit à la dégénérescence
des niveaux selon le nombre quantique m. La dégénérescence selon le nombre quantique ` trouve
quant à elle son origine dans une symétrie moins évidente, associé à la conservation du vecteur
de Runge-Lenz5. Cette symétrie est propre au potentiel en 1/r (et à l’oscillateur harmonique

4La solution de (12.17) conduit à deux solutions χ(ρ) ∝ ρ`+1 et χ(ρ) ∝ ρ−`. Pour ` > 0 la deuxième solution
correspond à une fonction non normalisable (il faut que

R∞
0

dρχ2(ρ) <∞). Dans le cas ` = 0, à première vue la
solution χ(ρ) → cste pour ρ → 0 semble normalisable. Un examen plus attentif montre que cette solution n’est
pas acceptable. En effet, χ(ρ) → cste correspond à R(r) ∝ 1/r. Or l’action du Laplacien sur 1/r génère un δ de
Dirac absent dans l’équation de Schrödinger [∆ 1

r
= −4π δ(~r)].

5Le vecteur de Runge-Lenz est défini comme ~K = 1
µ
~p× ~̀−e2 ~r

r
. On peut montrer que ~̀ et ~K satisfont l’algèbre

des six générateurs du groupe de symétrie SO(4) (le groupe des rotations dans R4). Le vecteur ~K mélangeant les
deux moments conjugués, on parle de symétrie dynamique.
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E

n

= 2n

= 3n

= 4n

= 3= 2= 1 = 4... ... ... ... ... ......

= 0
...

1s

2s 2p

...

3s 3p 3d

4s 4p 4d 4f

E  : énergie
d’ionisation

Iétats
liés

0

diffusion
états de

= 1

Figure 12.2 – Représentation du spectre des états liés de l’atome d’hydrogène. Chaque barre
représente les 2`+ 1 états quantiques ψn,`,−`, ..., ψn,`,+`. La partie E > 0 correspond aux états
de diffusion (spectre continu), que nous n’étudions pas ici (état ionisé de l’atome). Je renvoie à
l’ouvrage [28].

en dimension 3, qui est un autre exemple pour lequel les énergies ne dépendent que d’un seul
nombre quantique principal). Finalement, la dégénérescence du niveau En est donnée par

dn =
n−1∑

`=0

(2`+ 1) = n2 (12.20)

(en prenant en compte la dégénérescence de spin de l’électron on aboutit plutôt à dn = 2n2).

Fonctions d’onde.– La partie radiale de la fonction d’onde est finalement :

Rn,`(r) =
2`+1

n`+2

√
(n− `− 1)!

(n+ `)!
r` L2`+1

n−`−1(2r/na0) e−r/na0 (12.21)

où la fonction est normalisée comme
∫∞

0 dr r2R2
n,`(r) = 1.

- Exercice 12.7 (∗) : Vérifier que les premières fonctions radiales sont données par R1,0(r) =
2e−r, R2,0(r) = 1√

2
(1− r/2)e−r/2, R2,1(r) = 1

2
√

6
re−r/2 (on a fait a0 = 1). Vérifier la normalisa-

tion des trois fonctions.

- Exercice 12.8 : Justifier physiquement que l’élément de matrice de l’opérateur “module
du vecteur position”, 〈n, `,m |r|n, `,m 〉, est indépendant de m.
Calculer : 〈100 |r|100 〉, 〈200 |r|200 〉, 〈21m |r|21m 〉.
Puis 〈100 |r2|100 〉, 〈200 |r2|200 〉, 〈21m |r2|21m 〉.
Indication : Ne pas se priver des formules utiles de l’annexe A.

- Exercice 12.4 (∗∗) : Montrer que [ ~K,H] = 0.

- Exercice 12.5 (∗ ∗ ∗) : Calculer les commutateurs [Ki,Kj ] puis les commutateurs [`i,Kj ].

- Exercice 12.6 (∗ ∗ ∗∗) : Déduire de l’exercice précédent que les six opérateurs ~̀ et ~K satisfont à l’algèbre de
Lie des 6 générateurs du groupe SO(4).
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Les fonctions d’onde complètes sont indicées par trois nombres quantiques :

ψn,`,m(~r) = Rn,`(r)Y m
` (θ, ϕ) (12.22)

Notations spectroscopiques.– Pour désigner les différents niveaux (n, `), on utilise couramment
les notations spectroscopiques rappelées dans le tableau 12.1.

moment ` notation nb max d’e− : 2(2`+ 1)
0 −→ s 2
1 −→ p 6
2 −→ d 10
3 −→ f 14
...

...
...

Table 12.1 –

Fonctions d’onde de l’atome (électron ET proton).– Si nous revenons aux états propres de l’ha-
miltonien complet Hatome, ceux-ci sont repérés à l’aide de six nombres quantiques (correspondant
aux six degrés de liberté du proton et de l’électron) :

Ψ~P ,n,`,m(~R,~r) =
ei~P ·~R/~

(2π~)3/2
Rn,`(r)Y m

` (θ, ϕ) (12.23)

En principe on devrait encore préciser l’état de spin (pour l’électron et pour le proton).

Ions hydrogénöıdes.– Si on considère un atome de numéro atomique Z, que l’on ionise Z − 1
fois, nous retrouvons le même problème que précédemment, pour un hamiltonien relatif :

H =
~p 2

2µ
− Ze2

r
(12.24)

Nous déduisons que tous les résultats précédents doivent être modifiés selon e2 → Ze2. Le rayon
de Bohr devient : aZ0 = a0/Z et les énergies EZn = −Z2

n2R.

- Exercice 12.9 (∗∗) : À partir de quelle valeur de Z les effets relativistes ne pourront-ils
plus être négligés ?

Indication : i.e. lorsque l’énergie de l’électron devient de l’ordre de son énergie de masse mec
2.

12.2 Atomes et classification de Mendelëıev

Dans un atome à Z > 1 électrons, la résolution de l’équation de Schrödinger nécessite des
méthodes d’approximation dont la discussion dépasse le cadre de ce cours (on pourra consulter
les ouvrages [28, 33]). Chaque électron est sensible non seulement au potentiel −Ze2/r du noyau,
mais aussi au potentiel des autres électrons (cf. l’hamiltonien donné dans la note de bas de page,
page 128). Le problème devient extrêmement compliqué ; une première approximation, dite de
champ moyen, consiste à supposer que chaque électron est soumis à un potentiel effectif moyen
Veff(r) qui prend en compte les deux contributions.

Par exemple, aux très courtes distances un électron est sensible au potentiel du noyau
Veff(r) ≈ −Ze2/r, mais aux grandes distances à un potentiel écranté par les Z−1 autres électrons
Veff(r) ≈ −e2/r. Ce potentiel, qui décrit la distribution moyenne des charges électriques dans
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1s

.. ... ...... 4f
0 .
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2s
2p

3s
3p4s
4p5s 4d

3d

Figure 12.3 – Représentation schématique du spectre des états liés de l’hamiltonien pour le
potentiel effectif Veff(r) vu par l’électron d’un atome.

l’atome (noyau et les Z− 1 autres électrons), n’a pas un comportement simple en 1/r, ce qui in-
duit une levée de dégénérescence selon le nombre `. Un argument simple nous conduit à l’idée que
l’énergie est une fonction croissante de `, toutes choses égales par ailleurs. En effet, la fonction
d’onde associée au potentiel en 1/r se comporte comme ψn,`,m(~r) ∝ r` à l’origine. La probabilité
de trouver l’électron à l’origine où se trouve le noyau décroit lorsque ` croit. En augmentant
`, l’électron sonde des régions de l’espace où le potentiel est plus important et son énergie to-
tale augmente. On s’attend donc à un spectre ayant l’allure représentée sur la figure 12.3. Les
électrons remplissent des niveaux d’énergie En,` dégénérées 2(2`+1) fois (le facteur 2 correspond
à la dégénérescence de spin). Nous avons représenté sur la figure, le niveau 4s en dessous du
niveau 3d ; le remplissage des niveaux se fait donc dans l’ordre : 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p,...
comme on le voit sur le tableau périodique des éléments.

L’atome d’hélium (Z = 2 électrons) correspond au remplissage complet de la couche 1s,
ce que nous notons 1s2. Pour le lithium (Z = 3 électrons), le 3ième électron occupe l’orbitale
suivante 1s22s1 etc.
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Figure 12.4 – Structure du tableau de Mendelëıev. Le petit numéro est le numéro atomique Z
(le nombre d’électrons de l’atome). La place de quelques éléments est précisée.

Classification de Mendelëıev.– La classification périodique des atomes a été proposée en 1869
par Dmitri Ivanovich Mendelëıev (1834-1907), bien avant la naissance de la mécanique quantique,
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sur la base de l’observation de similarités entre les propriétés chimiques des atomes6,7. Lorsque
l’on considère les différents atomes, les électrons remplissent les niveaux par ordre croissant
d’énergie. La structure du tableau de Mendelëıev fait clairement apparâıtre les dégénérescences
2(2` + 1) des niveaux En,` : les nombres “magiques” 2, 6, 10, 14 correspondant au remplissage
complet des “couches” et à des configurations particulièrement stables (la figure 12.5 tirée de
[28], qui représente l’énergie d’ionisation en fonction du numéro atomique, illustre ce point :
l’énergie d’ionisation est maximale pour des couches pleines). On peut donc lire la configuration
électronique sur le tableau de Mendelëıev. Par exemple, l’atome de carbone contient Z = 6
électrons qui occupent les orbitales 1s22s22p2. Il est standard d’abréger la description de la
structure électronique en utilisant le gaz rare8 précédent l’élément. La structure du carbone sera
notée [C]=[He]2s22p2.
Exceptions.– Notons toutefois que le remplissage des couches électroniques en augmentant Z
peut réserver des surprises, conséquences subtiles de l’interaction entre électrons9. Suivons par
exemple la première ligne des métaux de transition (le bloc central) sur le tableau 12.2. le
chrome et le cuivre présentent deux anomalies par rapport à la règle simple10. On trouvera des
discussions détaillées dans les ouvrages [28, 16] où d’autres effets très intéressants sont discutés
(par exemple la dépendance de l’énergie d’ionisation des atomes avec Z).

Z nom symbole structure
21 scandium Sc [Ar]3d14s2

22 titane Ti [Ar]3d24s2

23 vanadium V [Ar]3d34s2

24 chrome Cr [Ar]3d54s1 *
25 manganèse Mn [Ar]3d54s2

26 fer Fe [Ar]3d64s2

27 cobalt Co [Ar]3d74s2

28 nickel Ni [Ar]3d84s2

29 cuivre Cu [Ar]3d104s1 *
30 zinc Zn [Ar]3d104s2

Table 12.2 – Structures électroniques des éléments de la première ligne des métaux de transition
(remplissage de la couche 3d).

6On pourrait arguer que je n’ai pas rendu assez hommage à la chimie dans ces notes ; c’est bien sûr dû à mon
ignorance du domaine. On peut dire que la découverte des éléments, la classification périodique, le formulation ato-
mistique des réactions chimiques et l’existence de coefficients stoechiométriques entiers constituent des éléments
qui ont fortement milité en faveur de la description atomiste de la matière et tout autant de symptômes annon-
ciateurs de la refondation quantique. Comme je me sens totalement incompétent sur le sujet je ne m’avancerais
pas plus loin dans cette direction et prie les chimistes de m’en excuser.

7On trouvera le tableau à l’adresse : http ://www.webelements.com/webelements/index.html
8Les premiers gaz rares sont : hélium [He]=1s2, néon [Ne]=[He]2s22p6, argon [Ar]=[Ne]3s23p6, krypton

[Kr]=[Ne]3d104s24p6, etc.
9On peut tâcher d’en percevoir l’origine de la manière suivante. Pour décrire simplement les interactions entre

les électrons nous avons évoqué la substitution du vrai potentiel par un potentiel effectif Veff(r) vu par un électron,
i.e. le remplacement du problème à Z+1 corps par un problème approché à 2 corps. Le potentiel effectif détermine
les niveaux d’énergie En,`. Cependant, il dépend de la distribution des électrons dans l’atome, i.e. du remplissage
des états qui est lui-même dicté par la hiérarchie des En,`. Un tel problème qui se mord la queue est ce qu’on
appelle un problème auto-cohérent. Lorsque des niveaux sont très proches, comme 4s et 3d, il se peut que de petits
effets conduisent à l’inversion de leur hiérarchie dans le spectre, au fur et à mesure du remplissage des orbitales.
De plus, au delà de cette approche de champ moyen, peuvent encore subsister d’autres effets des interactions entre
électrons.

10Tout comme le cuivre, l’argent et l’or présentent un remplissage partiel des deux dernières couches,
[Ag]=[Kr]4d105s1 pour l’argent, plus favorable énergétiquement que le remplissage 4d95s2 auquel nous pourrions
penser à la lecture du tableau de Mendelëıev.
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Pour clore ces remarques notons que l’uranium (Z = 92) est le dernier élément à l’état
naturel sur terre. Les éléments suivants (zone grisée de la figure 12.4), appelés transuraniens,
produits lors des transmutations (lors d’une réaction nucléaire) possèdent un noyau ayant une
durée de vie finie. Un des plus célèbres est le plutonium (Z = 94), qui existe sous la forme de
plusieurs isotopes, dont le plus stable est 244Pu, avec une demie-vie de 80 millions d’années (c’est
l’isotope 239Pu (demie-vie de 24000 ans) qui est produit dans les centrales nucléaires).

Chimie.– Les propriétés chimiques sont essentiellement déterminées par le remplissage de la
dernière couche électronique. Par exemple les métaux alcalins de la première colonne (lithium,
sodium, potassium, rubidium, césium,...) réagissent facilement avec les halogènes de l’avant
dernière colonne (fluor, chlore,...) et forment des sels ioniques comme par exemple NaCl (le
sel de table). Les atomes de la dernière colonne (hélium, néon, argon, krypton, xénon...) sont
appelés gaz rares ou gaz nobles ; le remplissage complet de toutes les couches électroniques les
rend très peu réactifs chimiquement (voire pas du tout dans les cas de l’hélium, du néon et de
l’argon).

- Exercice 12.10 (∗) : Comment définir la taille d’un atome ? Dépend-t-elle fortement de Z ?

Il est tout à fait remarquable que ce cours élémentaire sur l’atome d’Hydrogène nous ait
permis de comprendre l’origine de quelque chose de si riche que la classification périodique
(notamment l’apparition des nombres “magiques” 2, 6, 10,..., cf. figure 12.5). Rappelons que
cette classification résulte de 100 ans ( ?) d’études des propriétés chimiques des éléments.

Figure 12.5 – Énergies d’ionisation des atomes. Les pics correspondent aux atomes dont les
couches sont pleines, donc plus stables. Figure tirée de la référence [28].

Une idée sur l’origine de la liaison chimique.– Lorsque divers atomes s’approchent, il peut
être plus favorable énergétiquement qu’ils mettent certains de leurs électrons en commun. Nous
entendons par là que les électrons se délocalisent et “tournent autour” de plusieurs atomes. Les
atomes forment une molécule grâce à une liaison covalente ou liaison chimique.

Par exemple, considérons l’ion moléculaire H+
2 . Très grossièrement, dans la situation où

l’électron est localisé autour du proton de gauche, l’électron possède une énergie E ∼ −R. En se
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délocalisant sur les deux protons, on peut supposer que son énergie potentielle est peu modifiée
puisqu’il explore des régions où le potentiel est du même ordre de grandeur ; cependant, en se
délocalisant, il abaisse son énergie cinétique. La configuration de droite est donc plus favorable
énergétiquement. Bien que que très incomplète, cette discussion simplissime nous donne une
idée de l’origine de la liaison chimique. Notons toutefois qu’une discussion plus satisfaisante
devrait au moins prendre en compte le fait que la distance entre les protons est un paramètre
du problème. Si les protons sont trop éloignés, l’état non lié sera plus favorable énergétiquement
(sinon l’électron devrait se délocaliser dans une région de potentiel “élevé” V ' 0). Si les protons
sont trop proches, la répulsion coulombienne élève l’énergie.

+ + + +
− −

Figure 12.6 – Gauche : état non lié. Droite : état lié (ion H+
2 ). La zone grise représente la

région explorée par l’électron (l’extension de la fonction d’onde).

, Les idées importantes :

• Utilisation des harmoniques sphériques pour résoudre un problème à symétrie sphérique.

• Le spectre de l’atome d’hydrogène : énergies En = −EI
n2 avec n ∈ N∗ et dégénérescences en

` = 0, · · · , n− 1 (propre au potentiel en 1/r) et m (invariance par rotation) : dn = n2 (ou
2n2 avec la dégénérescence de spin).

• Avoir en tête la structure des fonctions d’onde : ψn,`,m = r`×polynôme×e−r/na0 Y m
` (θ, ϕ).

• Échelles typiques.
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Exercices

- Exercice 12.11 : Atomes alcalins et états de Rydberg.– Dans un atome alcalin11 (par
exemple le sodium), un électron de valence se trouve isolé dans la dernière couche (3s pour
le sodium Na, Z = 11) et peut être excité sans affecter les électrons des couches “internes”. On
peut considérer le problème comme un problème à un électron soumis à un potentiel de la forme
Veff(r) = −Zeff(r) e

2

r avec Zeff(r → 0) = Z et Zeff(r → ∞) = 1. Le spectre des énergies, {En,`},
est donc indicé par deux nombres quantiques n ∈ N∗ (nombre principal) et ` ∈ {0, 1, · · · , n− 1}
(associé à la valeur propre de ~̀2, où ~̀ est le moment cinétique orbital).

1/ Pourquoi les énergies sont-elles indépendantes du nombre quantique m (valeur propre de `z,
au ~ près) ? Quelle est la dégénérescence du niveau En,` (en tenant compte du spin) ?

2/ Niveau 3d.– On s’intéresse à l’effet du couplage spin-orbite sur le niveau excité 3d de
l’électron de valence. Le terme spin-orbite prend la forme

W (3d)
so = ξ3d

~̀ · ~S (12.25)

dans le sous espace propre E (E3d) regroupant les vecteurs propres de H associés à la valeur
propre E3d ≡ En=3,`=2 (ξ3d est une constante). On note ~J = ~̀+ ~S le moment cinétique total de
cet électron.

a) Quelles valeurs peut prendre le nombre quantique j (associé aux valeurs propres de ~J 2) ?

b) Pourquoi W
(3d)
so commute-t-il avec ~J (on demande un argument physique plutôt qu’un calcul) ?

Quelle est l’action de W
(3d)
so sur les états propres |n, `; j,mj 〉 de H, ~̀2, ~J 2 et Jz ?

c)12 Dans un traitement perturbatif du terme spin-orbite (à l’ordre 1), que doit-on faire pour
trouver les corrections apportées au niveau E3d ?

d) Montrer que le couplage spin-orbite induit une levée de dégénérescence partielle du niveau
3d. Donner les nouvelles énergies en fonction de ξ3d et j et faire un diagramme des énergies
(pour ξ3d > 0).

3/ États de Rydberg.– On appelle les états t.q. `� 1 (et donc n� 1) des états de Rydberg.

a) Justifier que ces états ont des énergies En,` ' − R
n2 , où R désigne le Rydberg. I.e. pour `� 1

nous retrouvons la dégénérescence en ` des niveaux du potentiel coulombien.

Indication : on rappelle que les fonctions d’onde possèdent la propriété ψn,`,m(~r) ∼ r`.
b) Calculer 〈r〉n,` et 〈r2〉n,` dans un état de Rydberg. En déduire ∆rn,`.

- Exercice 12.12 (∗∗) : Atome muonique.– Le muon est un lepton (la famille à laquelle
appartient l’électron) de masse mµ ' 206me et de durée de vie finie τµ ' 2.2 µs. Il est possible
de produire des muons dans les accélérateurs de particules et de les ralentir afin qu’ils soient
capturés par des atomes. En supposant que le muon expulse les Z électrons de l’atome, on

obtient un système lié proton-muon d’énergie H = ~p 2

2mµ
− Ze2

r .

a) Exprimer les valeurs propres de l’énergie (en fonction de R, Z et du rapport mµ/me).

b) Exprimer aZ0 (ce qui remplace le rayon de Bohr) en fonction de a0, Z et mµ/me.

11Les alcalins sont les atomes de la première colonne de la classification de Mendelëıev : lithim (3Li), sodium
(11Na), potassium (19K), rubidium (37Rb), césium (55Cs),...

12Cette question fait appel au prochain cours. Cependant le cours sur la méthode des perturbations est (presque)
superflue pour répondre à la question suivante.
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c) Pour quelle valeur de Z cette longueur devient-elle de l’ordre de 10 fm ? Que se passe-t-il
alors13 ? Quel est l’intérêt pratique d’étudier cette situation ? Notre traitement du problème
était-il justifié dans ce cas ?

- Exercice 12.13 : Amplitude de diffusion coulombienne.–

13Le rayon des noyaux est donnée par la formule rA ' r0 A
1/3 où A est le nombre de nucléons et r0 = 1.25 fm.
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Problème : Oscillateur harmonique 3D et atome d’hydrogène

L’exercice est inspiré d’un exercice du livre [6] (chapitre 11).

Nous établissons la relation entre le problème d’un oscillateur harmonique isotrope tridimen-
sionnel et celui du champ coulombien. Nous verrons qu’une transformation permet de mettre en
correspondance les états stationnaires des deux problèmes. Cette relation souligne l’identité des
groupes de symétrie des deux théories (avec comme conséquence particulière que les énergies ne
dépendent que d’un unique nombre quantique dans les deux cas).

1/ Oscillateur harmonique isotrope.– Soit

H0 =
~p 2

2M
+

1
2
Mω2~r 2 (12.26)

l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique dans l’espace tridimensionnel.

a) Justifier qu’il est possible de chercher les états stationnaires sous la forme ψ(~r) = R(r)Y m
` (θ, ϕ)

où Y m
` (θ, ϕ) est une harmonique sphérique. De quelle(s) observable(s) Y m

` (θ, ϕ) est-il état
propre ? Rappeler les domaines de variation de ` et m.

b) Quelle est la dimension14 de
√

~
Mω ?

c) On introduit la fonction u(ρ) def= r R(r) où ρ def=
√

Mω
~ r. Montrer que u(ρ) obéit à une équation

différentielle de la forme de l’équation de Schrödinger unidimensionnelle, pour un potentiel
effectif que l’on précisera.

d) L’équation obtenue précédemment n’admet de solutions normalisables que pour des valeurs
discrètes de l’énergie, données par

E

~ω
= 2p+ `+

3
2

où p ∈ N (12.27)

Retrouver ce spectre en utilisant que H0ψ = Eψ est un problème séparable.

Remarquons que les énergies ne dépendent en effet que d’un unique nombre quantique n =
2p+ ` ∈ N.

e) Pour comparer au problème coulombien, il est utile de multiplier la pulsation par un facteur
adimensionné K : ω → Kω. Quel est le nouveau spectre des énergies ? Justifier qu’après les
mêmes transformations que précédemment, l’équation radiale devient alors

(
d2

dρ2
− `(`+ 1)

ρ2
−K2ρ2 +

2E
~ω

)
u(ρ) = 0 (12.28)

2/ Champ coulombien.– Nous nous intéressons maintenant au problème d’un électron se
mouvant dans le champ coulombien d’un ion hydrogénöıde de numéro Z (le nombre de protons
du noyau). L’hamiltonien correspondant est

H =
~p 2

2M
− Ze2

r
(12.29)

Procédons de la même manière que pour l’oscillateur harmonique 3d : l’état stationnaire peut
être pris de la forme ψ(~r) = R(r)Y m

` (θ, ϕ).
14Rq : ne pas copnfondre “unité” et “dimension”.
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a) Préciser les dimensions de e2 puis de a0 = ~2

Me2
.

En introduisant χ(ξ) def= r R(r) où ξ
def= r/a0 l’équation radiale se ramène à

(
d2

dξ2
− `(`+ 1)

ξ2
+

2Z
ξ

+
E

EI

)
χ(ξ) = 0 (12.30)

où EI = e2

2a0
= Me4

2~2 . Nous considérons les états liés du problème (E < 0).

b) Rappeler le sens physique de EI .

c) Nous procédons au changement de variable χ(ξ) = ρα u(ρ) avec ρ =
√
ξ. Montrer que u(ρ)

obéit à l’équation différentielle
(

d2

dρ2
+

2α− 1
ρ

d
dρ

+
α(α− 2)− 4`(`+ 1)

ρ2
+ 8Z +

4E
EI

ρ2

)
u(ρ) = 0 (12.31)

d) Quelle valeur de α permet de se ramener à une équation de la forme de l’équation (12.28) ?
Montrer alors que le passage d’une équation à l’autre est assuré en faisant `→ 2`+1/2. Préciser
les relations entre les autres paramètres intervenant dans les deux équations différentielles (K
et E/~ω d’une part, et Z et E/EI d’autre part).

e) Déduire qu’il est possible de retrouver le spectre de l’atome d’hydrogène à partir de celui de
l’oscillateur tridimensionnel.

f) Discuter les dégénérescences de ce spectre.

Annexe
On rappelle que le Laplacien en coordonnées sphériques s’exprime comme

∆ =
1
r

∂2

∂r2
r −

~̀2

~2r2
(12.32)

La partie angulaire fait intervenir le moment orbital ~̀= −i~~r × ~∇.
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Chapitre 13

Perturbations stationnaires

Jusqu’à présent nous avons étudié l’équation de Schrödinger dans des cas où il existait une
solution exacte (analytique) : bôıte quantique, oscillateur harmonique, états propres du moment
cinétique, atome d’hydrogène. Pour le(la) mécanicien(ne) quantique cette situation est toutefois
plutôt exceptionnelle et l’étude d’un problème réaliste nécessite bien souvent d’avoir recours à
des méthodes d’approximation. Deux méthodes d’approximation assez standard (pas seulement
pour la physique quantique) sont la méthode des perturbations et la méthode variationnelle.
Nous exposons l’idée de la première dans le paragraphe qui suit puis nous la mettons plus
spécifiquement à l’œuvre pour résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire dans ce chapitre,
dépendant du temps dans le prochain chapitre. Une petite idée de la méthode variationnelle est
donnée dans l’annexe de ce chapitre. Enfin la seconde annexe décrit encore une autre méthode
d’approximation : la méthode WKB (semiclassique).

Deux applications de la méthode des perturbations seront discutées, dans le cadre de l’étude
des effets relativistes sur le spectre de l’atome d’hydrogène.

Idée de la méthode des perturbations

Elle trouve son intérêt lorsqu’on connait une solution d’un problème “proche” du problème
considéré. Par exemple, nous cherchons les solutions de l’équation

f(x, ε) = 0 (13.1)

où ε est un paramètre. Nous ne sommes pas capable de résoudre l’équation, sauf pour la valeur
du paramètre ε = 0 : nous notons x0 la solution de f(x, 0) = 0. L’idée est de chercher la
solution de (13.1), notée xε, sous la forme d’un développement en puissance du paramètre xε =
x0 + x1 + x2 + · · · (où xn = O(εn)). Nous l’injectons dans (13.1) : f(x0 + x1 + · · · , ε) =
f(x0, 0) + [x1

∂f
∂x (x0, 0) + ε ∂f∂xε(x0, 0)] + O(ε2) = 0. En assurant que l’équation est satisfaite à

chaque ordre en ε, on trouve récursivement les corrections perturbatives : terme d’ordre 0 :
f(x0, 0) = 0, terme d’ordre 1 : x1

∂f
∂x (x0, 0) + ε∂f∂ε (x0, 0) = 0, etc. On trouve x1 :

xε = x0 − ε
∂f
∂ε (x0, 0)
∂f
∂x (x0, 0)

+O(ε2) (13.2)

L’anullation du terme d’ordre 2 de f(x0 + x1 + · · · , ε) = 0 nous donnerait x2 en fonction de x0

et x1. Etc. Si le développement de xε est convergent, on peut en principe s’approcher autant
qu’on le souhaite de la solution exacte.

- Exercice 13.1 : Résoudre l’équation ε x3 + x2 − 1 = 0 dans la limite ε→ 0 en utilisant la
méthode des perturbations.
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13.1 Méthode des perturbations

La méthode des perturbations s’applique lorsqu’on connait la solution d’un problème proche
de celui qui nous intéresse. Par exemple, supposons que l’on cherche les états propres d’un
hamiltonien H = H0 +W où le spectre de H0 est connu et où W est une “petite perturbation”
(il faudra préciser ce que nous entendons par là). Il parâıt raisonnable de supposer que les
états propres et les valeurs propres de H sont très voisins de ceux de H0. Nous exploitons cette
remarque pour chercher états propres et valeurs propres de H sous la forme d’un développement
en puissances de la perturbation W .

Nous notons |ϕn 〉, E0
n les vecteurs propres et les valeurs propres de H0. Tous ces vecteurs

propres et valeurs propres sont supposés connus. Nous cherchons l’état propre et la valeur propre
de H sous la forme de développements :

|ψ 〉 = |0 〉+ |1 〉+ |2 〉+ · · · (13.3)
E = ε0 + ε1 + ε2 + · · · (13.4)

où “|n 〉 = O(Wn)” et “εn = O(Wn)” 1. Nous injectons ces développements dans l’équation aux
valeurs propres H|ψ 〉 = E|ψ 〉 :

(H0 +W )(|0 〉+ |1 〉+ |2 〉+ · · · ) = (ε0 + ε1 + ε2 + · · · )(|0 〉+ |1 〉+ |2 〉+ · · · ) (13.5)

et identifions les termes d’ordre n dans la perturbation :

H0 |0 〉 = ε0 |0 〉 (13.6)
W |0 〉+H0 |1 〉 = ε1 |0 〉+ ε0 |1 〉 (13.7)
W |1 〉+H0 |2 〉 = ε2 |0 〉+ ε1 |1 〉+ ε0 |2 〉 (13.8)

...
...

L’idée de la résolution est récursive : on résout l’équation à l’ordre 0. On utilise cette solution
pour résoudre celle à l’ordre 1, etc.

La première équation nous montre que |0 〉 et ε0 sont respectivement valeur propre et vecteur
propre de H0 (évidemment). Nous examinons successivement les cas où la valeur propre est non
dégénérée ou l’est.

Normalisation.– La condition de normalisation 〈ψ |ψ 〉 = 1 conduit à un ensemble d’équations
sur les |n 〉. Puisque |0 〉 est vecteur propre de H0, il est normalisé 〈0 |0 〉 = 1. Nous obtenons
donc les équations suivantes 〈0 |1 〉+ 〈1 |0 〉 = 0, 〈0 |2 〉+ 〈1 |1 〉+ 〈2 |0 〉 = 0, etc.

13.1.1 Valeur propre de H0 non dégénérée

Nous choisissons une des valeurs propres de H0 : ε0 = E0
n et |0 〉 = |ϕn 〉. La multiplication par

la gauche de (13.7) par le bra 〈ϕn | nous donne immédiatement :

ε1 = 〈ϕn |W |ϕn 〉 (13.9)

Si maintenant nous multiplions par 〈ϕm | l’équation (13.7) avec m 6= n, nous obtenons l’expres-
sion de la composante du vecteur |1 〉 sur le vecteur propre |ϕm 〉 de H0 :

〈ϕm |1 〉 =
〈ϕm |W |ϕn 〉
E0
n − E0

m

(13.10)

1J’utilise la notation “O(Wn)” pour désigner un terme d’ordre n dans une échelle d’énergie typique ca-
ractérisant le terme de perturbation W .
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ce qui conduit à2

|ψn 〉 = |ϕn 〉+
∑

m t.q. m 6=n
|ϕm 〉

〈ϕm |W |ϕn 〉
E0
n − E0

m

+O(W 2) (13.11)

En l’absence de dégénérescence, et puisque l’état propre de H est “proche” de celui de H0, nous
pouvons indicer les états par le même nombre quantique (ici n).

Nous pouvons facilement obtenir la correction d’ordre 2 à l’énergie. Pour cela nous multiplions
par le bra 〈ϕn | l’équation (13.8), ce qui conduit à ε2 = 〈ϕn |W |1 〉. Nous utilisons l’expression
de |1 〉 trouvée ci-dessus. Nous obtenons finalement l’expression de l’énergie :

En = E0
n + 〈ϕn |W |ϕn 〉+

∑

m t.q. m 6=n

|〈ϕm |W |ϕn 〉|2
E0
n − E0

m

+O(W 3) (13.12)

Qu’est-ce qu’une petite perturbation ?– Cette expression nous permet de constater que le
développement précédent n’a un sens que lorsque les éléments de matrice 〈ϕm |W |ϕn 〉 sont plus
petits que les différences d’énergies E0

n − E0
m.

Rq : Cette expression montre que la correction du second ordre à l’énergie du niveau fondamental
est nécessairement négative3.

- Exercice 13.2 : à titre d’illustration nous considérons un espace de Hilbert à deux dimen-
sions. L’hamiltonien est représenté par la matrice :

H =
(
E0

1 0
0 E0

2

)
+
(

W1 W12

W ∗12 W2

)
(13.13)

Montrer que les valeurs propres de l’hamiltonien sont données par (chapitre 5) :

E± =
E0

1 +W1 + E0
2 +W2

2
±
√(

E0
1 +W1 − E0

2 −W2

2

)2

+ |W12|2 (13.14)

Nous supposons que les éléments de matrice de la seconde matrice sont beaucoup plus petits
que la différence E0

1 − E0
2 . Pour E0

1 > E0
2 , vérifier que E+ admet le développement :

E+ = E0
1 +W1 +

|W12|2
E0

1 − E0
2

+ · · · (13.15)

Comparer au développement (13.12). Vérifier que E− admet un développement analogue.

13.1.2 Valeur propre de H0 dégénérée

Supposons maintenant que nous sommes dans la situation où la valeur propre ε0 = E0
n est

dégénérée, associée à dn vecteurs propres |ϕn,j 〉. Notons le sous espace propre E (E0
n). Le vecteur

|0 〉 appartient à ce sous espace. Introduisons le projecteur dans le sous espace :

Πn
def=

dn∑

j=1

|ϕn,j 〉〈ϕn,j | (13.16)

2Nous avons utilisé que 〈0 |1 〉 = 0, alors que la condition de normalisation nous a seulement donné la condition
Re〈0 |1 〉 = 0. Afin de le justifier, imaginons qu’on ajoute dans l’équation (13.11) un terme d’ordre un iα|ϕn 〉
avec α ∈ R. Un tel terme peut toujours être éliminé grâce à la multiplication du vecteur par une phase globale
sans signification physique : e−iα[|ϕn 〉+ iα|ϕn 〉+ |1 〉+O(W 2)] = |ϕn 〉+ |1 〉+O(W 2).

3Cette remarque peut être appliquée à l’effet Stark de l’atome d’hydrogène (atome H soumis à un champ
électrique E) et montre que le niveau fondamental est déplacé vers le bas : E1(E) ' −R − 1

2
αE2 où α > 0 (on

rappelle que R désigne le Rydberg).
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La multiplication par Πn de (13.7) conduit à ΠnW |0 〉+ ΠnH0|1 〉 = ε1Πn|0 〉+ E0
nΠn|1 〉, i.e.

ΠnWΠn|0 〉 = ε1|0 〉 (13.17)

Cette équation est une équation aux valeurs propres, correspondant à la diagonalisation de la
restriction de l’opérateur W au sous espace propre E (E0

n). Par rapport à la question initiale de
diagonalisation de H0 + W dans l’espace de Hilbert complet (en général de dimension infinie),
nous avons simplifié le problème en nous ramenant au problème de la diagonalisation d’une
matrice de dimension dn. Nous obtenons dn valeurs propres, notées ε1,j associées à des vecteurs
propres | ϕ̃n,j 〉, combinaisons linéaires des |ϕn,j 〉. Les énergies à l’ordre 1 dans la perturbation
sont données par :

En,j = E0
n + ε1,j +O(W 2) (13.18)

et les vecteurs propres | ϕ̃n,j 〉 à l’ordre 0. On parle de levée de dégénérescence (partielle ou
totale).

- Exercice 13.3 : Pour bien insister sur la simplification que constitue la résolution de
(13.17) (plutôt que l’équation exacte (H0 +W )|ψ 〉 = E|ψ 〉), considérons l’hamiltonien

H =




E0
1 0 0 0 · · ·

0 E0
1 0 0 · · ·

0 0 E0
2 0 · · ·

0 0 0 E0
3

...
...

...
. . .




+




0 W12 W13 W14 · · ·
W ∗12 0 W23 W24 · · ·
W ∗13 W ∗23 0 W34 · · ·
W ∗14 W ∗24 W ∗34 0

...
...

...
. . .




(13.19)

où nous supposons que E0
1 est la seule valeur propre dégénérée de H0. Identifier la restriction

Π1WΠ1 de la perturbation dans le sous espace propre E (E0
1). On traite W par la méthode des

perturbations. Déduire que les valeurs propres sont données par

E1,1 = E0
1 − |W12|+O(W 2) (13.20)

E1,2 = E0
1 + |W12|+O(W 2) (13.21)

E2 = E0
2 +O(W 2) (13.22)

...
...

Montrer que les deux vecteurs propres associés aux deux premières valeurs propres sont, à
l’ordre 0 :

| ϕ̃1,1 〉 =
1√
2

(
|ϕ1,1 〉 − e−iϕ|ϕ1,2 〉

)
(13.23)

| ϕ̃1,2 〉 =
1√
2

(
|ϕ1,1 〉+ e−iϕ|ϕ1,2 〉

)
(13.24)

où W12 = |W12|eiϕ.

Conclusion : Ainsi que l’exercice l’a illustré, à l’ordre 1, la méthode des perturbations consiste
donc à négliger tous les éléments de matrice de W couplant des vecteurs propres de H0 associés
à des valeurs propres différentes. On comprend mieux que ceci ne peut être valable que dans la
limite où |〈ϕn |W |ϕm 〉| � |E0

n − E0
m|.

A contrario, l’étude d’une perturbation dans un sous espace propre E (E0
n) montre quel est

l’effet d’une “forte perturbation” (au sein de E (E0
n) l’effet de W est forcément fort puisqu’il n’y

a pas d’autre échelle d’énergie) : levée de dégénérescence d’ordre W et mélange important des
vecteurs d’état.
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13.2 Structure fine de l’atome d’hydrogène

Nous avons présenté dans le chapitre 12 une première théorie quantique non relativiste de l’atome
d’hydrogène. D’autres éléments auraient pu être pris en compte qui permettraient d’affiner notre
modèle et de décrire des phénomènes plus subtils. Citons en quelques uns :

• Les deux particules sont ponctuelles. Dans le cas de l’électron, les expériences actuelles
ne suggèrent pas l’existence d’une structure interne, cependant le proton est un objet
composite (composé de 3 quarks) qui ayant une extension de l’ordre du fermi (10−15 m).
Sa distribution de charges n’est donc pas localisée en un point.

• La théorie de Schrödinger est une théorie quantique non relativiste, or nous avons vu que
la vitesse typique de l’électron dans l’atome est très grande, de l’ordre de c/137. Nous
pouvons donc nous attendre à ce que les effets relativistes ne soient pas complètement
négligeables4.

• Dans le cadre de l’électrodynamique quantique, le couplage du champ électromagnétique
à l’atome conduit à un déplacement (de Lamb) des niveaux de l’atome (du même ordre de
grandeur que celui occasioné par les effets relativistes qui seront discutés plus bas).

• Le proton est une particule de spin 1/2 qui porte un moment magnétique couplé avec le
moment magnétique de l’électron.

La théorie de Schrödinger qui conduit au spectre d’énergies En = −R/n2 doit donc être
modifiée. Ces effets apportent des corrections au spectre, observées depuis longtemps dans les
expériences de spectroscopie. Dans cette section, nous discutons le 2ième point qui donne nais-
sance à une levée de dégénérescence partielle des niveaux des atomes appelée “structure fine”.
Le 4ième point sera discuté dans la section suivante ; il est responsable d’une autre levée de
dégénérescence partielle, appelée “structure hyperfine”, sur une échelle d’énergie encore plus
petite.

La théorie quantique relativiste de l’électron a été développée en 1928 par Dirac. L’étude de
l’équation de Dirac est assez technique et nous décrirons plutôt les effets relativistes de façon
approchée en ajoutant des termes correctifs à l’hamiltonien non relativiste. On peut montrer que
le développement en puissance de 1/c de l’hamiltonien de Dirac conduit à l’équation de Pauli
pour l’hamiltonien suivant5 :

H = mec
2 +

~p 2

2me
+ V (r)

︸ ︷︷ ︸
H0

− ~p 4

8m3
ec

2

︸ ︷︷ ︸
Wm

+
1

2m2
ec

2

1
r

dV (r)
dr

~̀ · ~S
︸ ︷︷ ︸

Wso

+
~2

8m2
ec

2
∆V (r)

︸ ︷︷ ︸
WD

+O(1/c4) (13.25)

où V (r) = −e2/r est le potentiel coulombien. Nous discutons brièvement le sens physique des
différents termes et estimons l’ordre de grandeur des corrections qu’ils apportent.

Correction de masse.– Le terme Wm est appelé terme de “correction de masse” et correspond
au terme en 1/c2 du développement de la relation de dispersion relativiste E =

√
m2
ec

4 + ~p 2c2 =
mec

2 + ~p 2

2me
− ~p 4

8m3
ec

2 +O(1/c4).
Pour donner une estimation de la contribution du terme Wm aux énergies, souvenons-nous

que l’impulsion de l’électron dans l’atome est de l’ordre de : p ∼ αmec. Nous déduisons que
Wm ∼ α4mec

2.
4Dans les atomes, les effets relativistes deviennent très importants pour les électrons de cœur d’atomes de

grand numéro atomique.
5On pourra consulter les §33 et §34 de [26].
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Couplage spin-orbite.– Lorsqu’on procède à un changement de référentiel, nous savons que
les champs électrique et magnétique sont mélangés. Dans le référentiel du proton, le champ est
un champ électrique radial qe ~E = − e2

r2~ur. En passant dans le référentiel de l’électron, le champ
électromagnétique acquiert une composante magnétique ~B′ ' − 1

c2
~v × ~E où ~v est la vitesse de

l’électron. Ce champ magnétique se couple au moment magnétique de l’électron ~Me = γe~S :

Wso ∼ −γe ~B′ · ~S = − 1
mec2

dV (r)
dr

(~v × ~ur) · ~S =
1

m2
ec

2

1
r

dV (r)
dr

~̀ · ~S (13.26)

(notons qu’il manque un facteur 1/2 ; des références discutant ce point sont données dans [8]).
Par commodité nous introduisons la notation :

Wso = ξ(r) ~̀ · ~S avec ξ(r) def=
1

2m2
ec

2

1
r

dV (r)
dr

=
e2

2m2
ec

2

1
r3

(13.27)

L’estimation de la contribution de ce terme est obtenue en remplaçant r par le rayon de Bohr :
Wso ∼ e2

m2
ec

2
~2

a3
B
∼ α4mec

2 (nous avons également utilisé que le moment cinétique est d’ordre ~).

Terme de Darwin.– L’interprétation physique de ce terme peut se comprendre de la manière
suivante6 : l’interaction électromagnétique entre le proton et l’électron n’est pas instantanée mais
se propage à vitesse c. Un photon fait un aller-retour entre le proton et l’électron en un temps
aB/c pendant lequel l’électron s’est mû de aBv1/c = αaB = ~/mec. Cette longueur est appelée
longueur de Compton et notée λ̄c

def= ~/mec. Au niveau d’une description phénomènologique,
nous sommes donc tentés de remplacer l’interaction locale entre le proton et l’électron par une
interaction non locale, effective sur cette échelle de longueur : le potentiel V (~r) dans l’équation
de Schrödinger est alors remplacé par

∫
d~r ′ f(~r ′)V (~r+~r ′) où f(~r) est une fonction normalisée,

de largeur λ̄c. On peut toujours donner un développement d’une fonction étroite sous la forme7 :
f(~r) = δ(~r) + b λ̄2

c∆δ(~r) + · · · (où b est un coefficient sans dimension, dépendant du choix de la
fonction). Le deuxième terme λ̄2

c∆V (~r) est bien le terme de Darwin WD.
Pour le potentiel coulombien, nous utilisons ∆1

r = −4π δ(~r), ce qui conduit à :

WD =
π~2e2

2m2
ec

2
δ(~r) (13.28)

Seules les ondes s (de moment ` = 0), qui ont une valeur finie à l’origine, sont donc affectées par
le terme de Darwin. En calculant les éléments de matrice de WD, la distribution de Dirac est
remplacée par la valeur de la densité de probabilité à l’origine 〈δ(~r)〉n00 = |ψn00(~0)|2 ∼ 1/a3

B et
nous trouvons WD ∼ ~2e2

m2
ec

2a3
B
∼ α4mec

2.

Finalement nous constatons que les trois termes sont du même ordre de grandeur :

Wm ∼Wso ∼WD ∼ α4mec
2 (13.29)

Si nous comparons cet ordre de grandeur à l’énergie de liaison, d’ordre R = 1
2α

2mec
2, nous

obtenons des corrections relatives très petites, de l’ordre de W/R ∼ α2 ∼ 10−4. Ceci justifie un
traitement perturbatif des trois termes correctifs.

Commençons par revenir sur l’hamiltonien H0. L’espace de Hilbert de la particule est Horb⊗
Hspin. Les valeurs propres de H0 sont En = −R/n2, dégénérées 2n2 fois, associées aux états
|n, `,m 〉⊗ |±〉. L’application de la méthode des perturbations nous conduit donc à diagonaliser

6L’ouvrage [21] propose une interprétation légèrement différente (basée sur le phénomène de Zitterbewegung).
7Un exemple de tel développement est celui de la fonction fa(x) = 1

2a
e−|x|/a de largeur a. Considérons

l’intégrale par une fonction ϕ(x) régulière à l’origine. La limite a → 0 nous donne :
R

dx fa(x)ϕ(x) = ϕ(0) +
a2ϕ′′(0) +O(a4). Nous pouvons écrire fa(x) = δ(x) + a2δ′′(x) +O(a4).
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les restrictions des opérateurs Wm, Wso et WD dans les sous espaces propres E (En) (nous sous-
entendons l’indice de spin s = 1/2).

Trois éléments de matrice utiles.– Nous aurons besoin de calculer les valeurs moyennes de
r−k dans un état propre de H0 pour k = 1, 2, 3. Grâce à l’invariance par rotation, cette valeur
moyenne ne dépend que des nombres quantiques n et ` (autrement dit : 〈n, `,m |r−k|n, `,m 〉 =∫

d~r r−k |ψn,`,m(~r)|2 =
∫∞

0 dr r2−k Rn,`(r)2) :

〈aB
r

〉
n,`

=
1
n2

(13.30)
〈(aB

r

)2
〉

n,`

=
1
n3

1
`+ 1/2

(13.31)

〈(aB
r

)3
〉

n,`

=
1
n3

1
`(`+ 1)(`+ 1/2)

pour ` > 0 (13.32)

Le premier de ces éléments de matrice n’est rien d’autre que l’énergie potentielle moyenne, à un
facteur près : 〈Ep〉n,` = 〈− e2

r 〉n,` = 2En = − e2

aB
1
n2 .

13.2.1 Termes de correction de masse et de Darwin

Les termes de correction de masse et de Darwin sont faciles à traiter. Puisque Wm et WD sont
scalaires, la restriction des opérateurs dans le sous espace E (En) est proportionnelle à l’identité :
autrement dit 〈n, `,m |Wm|n, `′,m′ 〉 = Cn,`δ`,`′δm,m′ où Cn,` est une constante. Les restrictions
de Wm et WD sont déjà diagonales dans les sous espaces E (En). Nous déduisons que la correction
est simplement : ∆Em

n,` = 〈n, `,m |Wm|n, `,m 〉.

- Exercice 13.4 (∗) : En remarquant que Wm = − 1
2mec2

(H0 + e2

r )2, montrer que :

∆Em
n,` = −1

2
α4mec

2

(
1
n3

1
`+ 1/2

− 3
4n4

)
(13.33)

Le terme de Darwin est aisément traité en perturbation en notant que la valeur de la fonction
d’onde s à l’origine est : |ψn00(~0)|2 = 1/(π n3a3

B) (on utilise l’expression de la fonction radiale
(12.21) et l’annexe A).

- Exercice 13.5 (∗) : Montrer que

∆ED
n,` = δ`,0

1
2
α4mec

2 1
n3

(13.34)

13.2.2 Couplage spin-orbite

Le traitement du terme spin-orbite est moins évident. Nous constatons que {H, ~̀2, `z, Sz} ne
forment plus un ECOC (Wso ne commute ni avec `z ni avec Sz).

- Exercice 13.6 : Vérifier que ~̀ · ~S ne commute ni avec ~̀ ni avec ~S. Montrer qu’il commute
toutefois avec ~J = ~̀+ ~S. Interpréter ce résultat.

Nous déduisons de l’exercice que {H, ~̀2, ~J 2, Jz} forment un ECOC. Les états propres de
H sont donc les vecteurs : |n, `; j,m 〉. Les résultats sur l’addition des moments cinétiques nous
permettent donc de construire les états qui diagonalisent la restriction de Wso dans le sous espace
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E (En) 8. Nous utilisons la relation fort utile :

~̀ · ~S =
1
2

(
~J 2 − ~̀2 − ~S 2

)
(13.35)

Le terme de couplage spin-orbite apporte donc une contribution

∆Eso
n,`,j =

~2ξn,`
2

[j(j + 1)− `(`+ 1)− 3/4] (13.36)

où ξn,`
def= 〈n, `,m |ξ(r)|n, `,m 〉 =

∫∞
0 dr r2ξ(r)Rn,`(r)2.

- Exercice 13.7 : Montrer qu’on aboutit finalement à

∆Eso
n,`,j =

1
2
α4mec

2 1
2n3

j(j + 1)− `(`+ 1)− 3/4
`(`+ 1)(`+ 1/2)

pour ` > 0 (13.37)

et ∆Eso
n,0,1/2 = 0.

13.2.3 Structure fine

Nous regroupons les différentes corrections :

∆En,j = ∆Em
n,` + ∆Eso

n,`,j + ∆ED
n,` (13.38)

où l’absence de dépendance en ` est brièvement commentée plus bas.
Faisons un petit tableau précisant les valeurs des différentes contributions pour les états des

niveaux n = 1 et n = 2. Nous utilisons les notations spectroscopiques : on précise la valeur de j
en indice. Par exemple, le niveau fondamental est noté 1s1/2. Les différents états de n = 2 sont
2s1/2, 2p1/2 et 2p3/2.

1s1/2 2s1/2 2p1/2 2p3/2 3s1/2 3p1/2 3p3/2 3d3/2 3d5/2

∆Em
n,` −5

8 − 13
128 − 7

384 − 7
384

∆Eso
n,`,j 0 0 − 1

48 + 1
96 0

∆ED
n,` +1

2 + 1
16 0 0 0 0 0 0

∆En,j −1
8 − 5

128 − 5
128 − 1

128 − 1
72 − 1

72 − 7
216 − 7

216 − 1
648

Table 13.1 – Corrections relativistes aux niveaux n = 1 à n = 3, en unité α4mec
2.

Nous constatons que les termes relativistes lèvent la dégénérescence entre les niveaux 2p1/2

et 2p3/2. Il subsiste toutefois une dégénérescence entre9 2s1/2 et 2p1/2. Au lieu du spectre En =
−R/n2, on observe une séparation des raies spectrales, sur une échelle beaucoup plus petite que
les écarts initiaux entre niveaux, de l’ordre de α2R. C’est pourquoi on parle de “structure fine”.

Nous remarquons sur le tableau que, bien que chacune des contributions dépende du nombre
quantique `, le résultat ne dépend que des nombres quantiques n et j. On peut vérifier que cela
reste vrai pour tous les niveaux.

8Nous montrons que Wso est diagonal dans la base des |n, `; j,m 〉, à l’intérieur du sous espace E (En) (en
particulier que les états d’un niveau n pour différentes valeurs de ` ne sont pas couplés par la perturbation). Nous
discutons plusieurs règles de sélection et leur origine.
• Invariance par rotation.– Wso = ξ(r)~̀ · ~S est un scalaire pour les rotations engendrées par le moment cinétique
total ~J , ce qui conduit à 〈n, `; j,m |Wso|n, `′; j′,m′ 〉 ∝ δj,j′δm,m′ .
• Nature vectorielle de ~̀.– En revanche, le moment cinétique orbital ~̀ ne génère pas de rotation du spin et Wso est
une combinaison linéaire des composantes d’un opérateur vectoriel pour le moment orbital ~̀. Nous en déduisons
que 〈n, `; j,m |Wso|n, `′; j′,m′ 〉 est non nul ssi `− `′ = 0, ±1 (théorème de Wigner-Eckart).

• Parité.– ~̀ est un opérateur pair, une condition nécessaire de non nullité de l’élément de matrice est `− `′ pair.
Conclusion.– Finalement l’élément de matrice est diagonal dans le sous espace 〈n, `; j,m |Wso|n, `′; j′,m′ 〉 ∝
δ`,`′δj,j′δm,m′ .

9Cf. exercice ci-dessous.
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- Exercice 13.8 (∗∗) : Montrer que la somme des trois contributions est indépendante de `
et donnée par :

∆En,j = −1
2
α4mec

2 1
n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
(13.39)

Cette propriété remarquable trouve son origine dans les symétries de l’équation de Dirac,
qui ne sont pas évidentes dans le développement (13.25).

- Exercice 13.9 : A.N. : Calculer 1
2α

4mec
2 = α2R en meV.

13.3 Structure hyperfine du niveau 1s1/2

Dans l’introduction de la section précédente nous avons mentionné une autre contribution à
l’hamiltonien qui provient du couplage entre les moments magnétiques de l’électron ~Me = γe~Se
et du proton ~Mp = γp~Sp. Le couplage entre les deux moments magnétiques a la forme (cf. cours
d’électromagnétisme) :

Whf =
γeγp

4πε0c2 r3

[
~Se · ~Sp − 3

(
~Se · ~ur

)(
~Sp · ~ur

)]
(13.40)

où ~ur = ~r/r est le vecteur unitaire porté par l’axe proton-électron. γe et γp sont les facteurs
gyromagnétiques de l’électron et du proton (cf. § page 132).

- Exercice 13.10 : Montrer que l’ordre de grandeur du couplage hyperfin est

Whf ∼ gegp
me

mp
α2R (13.41)

où R = 1
2α

2mec
2 est le Rydberg. Donner la valeur en eV .

Indication : L’odre de grandeur pour r est a0 = ~2

mee2
.

On peut montrer que, lorsque l’atome est dans son état fondamental, le terme correctif prend
la forme :

W 1s
hf = C1s δ(~r) ~Se · ~Sp (13.42)

C1s est une constante (l’origine de cette simplification est expliquée dans [6]). à cause du δ(~r),
seules les ondes s sont affectées par ce terme. Nous discutons la levée de dégénérescence au sein
du niveau 1s1/2. Dans le sous espace propre on peut remplacer la fonction δ par sa moyenne :
〈δ(~r)〉1s = |ψ100(~0)|2 = 1/π a3

B. Finalement on doit traiter un hamiltonien de la forme : W 1s
hf =

A ~Se · ~Sp, tout à fait similaire à celui du terme spin-orbite. Si on introduit le moment cinétique
total, ~F = ~̀+ ~Se + ~Sp, qui prend la forme

~F = ~Se + ~Sp (13.43)

pour ` = 0. Nous avons vu que la base des états |Se, Sp;F,M 〉 diagonalise l’hamiltonien W 1s
hf .

Nous obtenons la correction perturbative :

∆E1s1/2,F =
~2A

2

(
F (F + 1)− 3

2

)
(13.44)

Nous constatons que l’état triplet est à une énergie ~2A de l’état singulet (le fondamental). La
valeur de cette différence d’énergie est ~2A ' 7 µeV . On peut vérifier qu’elle est beaucoup plus
petite que la séparation apportée par les termes relativistes étudiés dans la section précédente :
α2R ' 0.7meV. Il y a donc 2 ordres de grandeur entre les deux, d’où la dénomination “structure
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hyperfine”. Remarquons que c’est parce que les corrections relativistes sont 100 fois plus grandes
qu’on a étudié les termes relativistes avant le terme hyperfin. Ce dernier est une correction du
spectre relativiste.

Cette sous structure du niveau 1s1/2 joue un rôle très important en astrophysique. En effet,
le milieu interstellaire est occupé par d’immenses gaz d’hydrogène très froids. À cause de la
température très basse, seuls des niveaux de faible énergie peuvent être excités et émettre de la
lumière qu’on détectera dans les télescopes. La transition entre les deux niveaux hyperfins fournit
une raie bien identifiable et a permis des observations très importantes (on pourra consulter
[6] qui contient une discussion intéressante). Cette transition correspond à la célèbre longueur
d’onde λ ' 21 cm.

Figure 13.1 – Schéma de la structure fine et hyperfine du niveau n = 2 de l’atome d’hydrogène.
Tiré de : D. A. Andrews and G. Newton “Radio-Frequency Atomic Beam Measurement of the
(22S1/2, F = 0)–(22P1/2, F = 1) Lamb-Shift Interval in Hydrogen”, Phys. Rev. Lett. 37(19),
1254 (1976).

, Les idées importantes :

• Les résultats (13.11,13.12).

• Le résultat (13.18).

• Le problème simple sur la structure hyperfine du niveau 1s1/2.
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Exercices

- Exercice 13.11 (∗) : Si on considère un ion hydrogénöıde de numéro atomique Z, rappeler

les valeurs propres de H0 = ~p 2

2me
− Ze2

r . Comment la correction relativiste ∆En,j dépend-elle de
Z ? Que peut-on dire de l’importance des effets relativistes dans les atomes lourds ?

- Exercice 13.12 : Déplacement de Lamb.– La théorie quantique relativiste de l’électron
de Dirac prédit une dégénérescence des niveaux 2s1/2 et 2p1/2. Néanmois, dans le cadre de
l’électrodynamique quantique, les fluctuations quantiques du champ électromagnétique pro-
duisent une levée de dégénérescence entre ces deux niveaux appelée “déplacement de Lamb”
(Lamb shift). Le déplacement de Lamb est une élévation du niveau 2s1/2, les niveaux 2pj étant
peu affectés. On donne le “Lamb shift” ∆E(2p1/2–2s1/2) ' 1057 MHz et le “fine-structure split-
ting” ∆E(2p1/2–2p3/2) ' 10969 MHz (voir la figure 13.1) 10. Comparer avec la distance prédite
par la théorie de Dirac (ou plutôt l’approximation trouvée ci-dessus dans l’approche perturba-
tive) ∆E(2p1/2–2p3/2) ' 1

32α
4mec

2.

10Ces valeurs sont tirées de T. W. Shyn, T. Rebane, R. T. Robiscoe and N. L. Williams, “Measurement of the
22s1/2–22p3/2 energy separation (∆E–S) in Hydrogen (n = 2)”, Phys. Rev. A 3(1), 116 (1971).
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Annexe : La méthode variationnelle

Reprenons l’analyse de l’équation (13.1). On propose une forme approchée pour la solution
xapprox
ε = χ(ε; {λ1, · · · , λn}), où la fonction test peut être une fonction simple paramétrée par

un ou plusieurs paramètres {λ1, · · · , λn} choisi(s) afin d’optimiser la solution. La mise en œuvre
de la méthode variationnelle requiert de faire un choix “raisonnable” de fonction test d’une
part, et de définir un critère permettant d’optimiser la solution d’autre part. Le critère peut par
exemple être la minimisation de f(xapprox

ε , ε). À première vue il peut ne pas sembler très clair ce
qu’on gagne à injecter la forme xapprox

ε = χ(ε; {λ1, · · · , λn}) dans l’équation : notons simplement
que la recherche de la solution xε correspond à chercher une fonction (un élément d’un espace
fonctionnel de dimension en général infini) alors que la recherche de xapprox

ε = χ(ε; {λ1, · · · , λn})
correspond à chercher quelles valeurs des paramètres optimisent la solution approchée, i.e. à
chercher une(des) solution(s) dans un espace de dimension n fini. La méthode variationnelle
cherche donc une solution dans un espace fonctionnel tronqué.

Donnons en une application concrète en mécanique quantique.

Application : état fondamental pour un potentiel quartique

Nous cherchons l’état fondamental de l’équation de Schrödinger pour un potentiel quartique

H = − d2

dx2
+

1
3
αx4 (13.45)

(on a fait ~2/(2m) = 1 pour alléger ; dans ce cas une énergie a la dimension de [E] = 1/[Long]2).
Nous devons proposer une forme approchée. Son choix repose sur des considérations physiques :
La fonction d’onde du fondamental est concentrée autour de zéro, d’autre part elle ne doit
pas posséder de nœud. Proposons une fonction d’onde test sous la forme d’une gaussienne
ψtest(x) ∝ e−

1
2

(x/a)2
, dépendant d’un unique paramètre a. Le critère assez naturel consiste à

minimiser l’énergie de cet état Eψtest(a) = 〈ψtest |H|ψtest 〉.
- Exercice 13.13 (∗) : Montrer que Eψtest(a) = 1

2a2 + 1
4αa

4. Déduire la valeur du paramètre a
qui minimise l’énergie. Montrer que l’approximation variationnelle de l’énergie du fondamental
est

Evar
0 =

3
4
α1/3 (13.46)

- Exercice 13.14 (∗∗) : On pourra vérifier que le choix d’une fonction test ψtest(x) ∝ e−|x/a|
3

est moins bon puisqu’il donne une énergie plus élevée Evar 2
0 = 3Γ(5/3)

4Γ(4/3)α
1/3.
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Annexe : La méthode WKB et l’approximation semiclassique

Une autre méthode d’approximation assez utile en mécanique quantique est la méthode semi-
classique, ou méthode WKB [28] (pour les anglophones ou les germanophiles) ou méthode BKW
(pour les germanophobes ou les francolâtres), du nom de trois de ses contributeurs 11 Léon
Brillouin (1889-1969), Hendrik Anthony Kramers (1894-1952) et Gregor Wentzel (1898-1978).
La méthode vise à trouver une approximation de l’équation de Schrödinger dans la limite semi-
classique en considérant formellement la limite ~ → 0. Elle est assez facile à mettre en œuvre
en dimension 1, toutefois sa généralisation en dimension supérieure est plus délicate (on pourra
lire le début de l’article de revue [42] ou d’autres références classiques pour se faire une idée de
ce qu’il faut faire pour traiter des problèmes en plus grande dimension).

Figure 13.2 – Léon Brillouin.

Prélude : une soupçon de mecanique analytique

Considérons une particule de masse m soumise à un potentiel V (x). Nous rappelons que le prin-
cipe de moindre action [Pierre Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) et Joseph Louis, comte
de Lagrange12 (1736-1813)] postule que les trajectoires x(t) réalisées physiquement minimisent
une fonctionnelle S[x(t)] appelée action. Pour une particule non relativiste, celle-ci est donnée
par S[x(t)] =

∫ t2
t1

dt
[

1
2mẋ(t)2 − V (x(t))

]
. L’équation du mouvement est obtenue en minimisant

cette fonctionnelle dans l’espace de toutes les trajectoires satisfaisant certaines conditions aux
limites x(t1) = x1 et x(t2) = x2 : δS

δx(t) [xcl] = 0, autrement dit l’équation d’Euler-Lagrange,
d
dt
∂L
∂ẋ = ∂L

∂x , satisfaite par la trajectoire classique xcl(t). Une fois la trajectoire classique allant
de x(t1) = x1 à x(t2) = x2 déterminée, nous pouvons calculer son action, qui est donc une fonc-
tion des coordonnées de départ et d’arrivée, que nous notons Scl(x2, t2|x1, t1) def= S[xcl]. Nous
cherchons maintenant à exprimer l’action, non pas en fonction de la différence de temps t2 − t1
mais en fonction de l’énergie E. Nous introduisons l’action de la trajectoire classique d’énergie
E allant de x1 à x2 :

SE(x2|x1) = Scl(x2, t2|x1, t1) + E (t2 − t1) (13.47)

- Exercice 13.15 (∗∗) : Montrer que

SE(x2|x1) =
∫ x2

x1

dx p(x) où p(x) def=
√

2m[E − V (x)] (13.48)

(pour simplifier on pourra supposer que x2 > x1 et que la trajectoire ne possède pas de point
de rebroussement).
Calculer Scl(x2, t2|x1, t1) et SE(x2|x1) pour une particule libre (V (x) = 0).

11La méthode a des origines mathématiques plus anciennes datant de la première moitié du XIXième siècle :
elle est alors appelée méthode de Liouville-Green. La contribution originale de Wentzel, Kramers et Brillouin
est le traitement du raccordement des solutions propagatives aux solutions évanescentes (traitement des points
tournants), le point un peu technique que nous n’allons pas aborder !

12en italien Giuseppe Lodovico Lagrangia (né à Turin).
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- Exercice 13.16 (∗∗) : On considère une particule d’énergie E piégée par potentiel confinant
comme celui de la figure 13.3. On note a et b les deux points tournants. Montrer que la période
des oscillations est donnée par

Tcl(E) = 2
∫ b

a

dx√
2
m [E − V (x)]

(13.49)

Vérifier que dans le cas d’un oscillateur harmonique, V (x) = 1
2mω

2x2 on retrouve une période
indépendante de l’énergie.

E

V(x)

ba
x

Figure 13.3 – Potentiel confinant. a et b sont les points tournants.

Méthode WKB

Nous cherchons à résoudre l’equation de Schrödinger stationnaire dans une situation unidimen-
sionnelle

E ψ(x) = − ~2

2m
d2

dx2
ψ(x) + V (x)ψ(x) (13.50)

dans une limite où ~ → 0 (plus correctement : dans une limite où l’action caractéristique du
problème est � ~). Nous commençons par effectuer le changement de variable :

ψ(x) = e
i
~S(x) . (13.51)

Nous obtenons facilement l’équation satisfaite par S(x) :

[S′(x)]2 − i~S′′(x) = 2m[E − V (x)] (13.52)

Il est commode d’introduire pour la suite la notation

k(x) def=
1
~
√

2m[E − V (x)] si E > V (x) ⇒ [S′(x)]2 − i~S′′(x) = +k(x)2 (13.53)

κ(x) def=
1
~
√

2m[V (x)− E] si E < V (x) ⇒ [S′(x)]2 − i~S′′(x) = −κ(x)2 (13.54)

Nous cherchons maintenant la solution de l’équation différentielle non linéaire (13.52) sous la
forme d’un développement en puissances de ~ : S(x) = S0(x)+S1(x)+S2(x)+· · · où Sn = O(~n).
À l’ordre 0 nous obtenons (S′0)2 = 2m[E − V (x)] i.e.

S0(x) = ±
∫ x

dx′ k(x′) si E > V (x) (13.55)

S0(x) = ±i
∫ x

dx′ κ(x′) si E < V (x) (13.56)
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À l’ordre 1 nous obtenons 2S′1 = i~S′′0/S′0 i.e S1 = 1
2 i~ lnS′0

S1(x) =
1
2

i~ ln k(x) si E > V (x) (13.57)

S1(x) =
1
2

i~ lnκ(x) si E < V (x) (13.58)

Finalement nous voyons que dans une région autorisée classiquement, la solution approchée de
l’équation de Schrödinger est donnée par la superposition de deux fonctions propagatives

ψWKB(x) ' 1√
k(x)

[
A e+i

R x dx′ k(x′) +B e−i
R x dx′ k(x′)

]
si E > V (x) (13.59)

alors que dans les régions interdites classiquement elle prend la forme de deux solutions évanes-
centes

ψWKB(x) ' 1√
κ(x)

[
A e+

R x dx′ κ(x′) +B e−
R x dx′ κ(x′)

]
si E < V (x) (13.60)

Validité On peut montrer qu’une condition de validité de l’approximation est donnée par
∣∣∣∣
dλdB(x)

dx

∣∣∣∣� 1 (13.61)

où λdB(x) def= h/p(x) = 2π/k(x) est la longueur d’onde de Broglie. Cette condition nous indique
que le potentiel doit varier sur une échelle de longueur plus grande que l’échelle caractérisant
les oscillations de la fonction d’onde (c’est une hypothèse adiabatique).

Il est clair que cette condition est violée lorsque l’on s’approche d’un point de rebroussement
x0 (point tournant) où p(x0) = 0, i.e. V (x0) = E. Dans ce cas il convient de raccorder la
solution propagative sur des solutions évanescentes, via la solution obtenue au voisinage du
point tournant : d2

dx2ψ(x) ' V ′(x0)(x− x0)ψ(x), qui est l’équation d’Airy).

Applications

Règle de quantification semiclassique Une application importante de la méthode WKB,
i.e. des formules (13.59) et (13.60) est de fournir une règle de quantification (la règle de quantifica-
tion de Bohr-Sommerfeld). Considérons un potentiel confinant du type de celui de la figure 13.3 et
cherchons une condition permettant de déterminer le spectre des états liés. L’expression (13.59)
décrit la superposition d’une onde propagative vers la droite et d’une onde propagative vers la
gauche : elle suggère que la phase de la fonction d’onde évolue de ∆Φaller =

∫ b
a dx k(x) pour

aller de a à b puis de la même quantité ∆Φretour = ∆Φaller pour aller de b à a. On doit ajouter
à ces deux phases une phase associée aux réflexions 13 : celle-ci dépend de la nature des bords
(figure 13.4). Dans la situation de la figure 13.3 on a donc ∆Φreflexions = π

2 + π
2 . Au total, au cours

d’une période, la phase de la particule a donc évolué de ∆Φtot = ∆Φaller +∆Φretour +∆Φreflexions.
L’état lié correspond à une condition de résonance14, i.e. ∆Φtot = 2nπ avec n ∈ N.

13Lorsqu’une particule se réfléchit sur un bord dur, l’annulation de la fonction d’onde au niveau du bord,
ψ(a) = 0 s’interprétè comme une phase à la réflexion Φreflexion = π (par exemple ψ(x) ∝ e−ik(x−a)+e+ik(x−a)+iπ ∝
sin k(x− a) dans le cas libre).
Dans le cas d’un bord mou la phase Φreflexion = π/2 est obtenue en raccordant la superposition de solutions
propagatives (13.59) sur la solution évanescente (un des termes de (13.60)).

14D’une manière plus proche de l’idéologie du début du cours : pour x . a (pas trop près de a) la fonction
d’onde est de la forme (13.60) avec B = 0, pour a . x . b la fonction d’onde est de la forme (13.59) et enfin pour
x & b elle est de la forme (13.60) avec A = 0. Le raccordement des trois fonctions (via des fonctions d’Airy aux
voisinages des points tournants) conduit à cette condition de résonance.
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Figure 13.4 – La phase à la réflexion est π/2 pour un bord “mou” et π pour un bord “dur”
(cette dernière condition assure l’annulation de la fonction d’onde au point tournant).

Finalement nous obtenons la condition de quantification semiclassique :

2
∫ b

a
dx k(x) = (2n+ ν)π où





ν = 1 pour deux bords mous
ν = 0 pour deux bords durs
ν = 1/2 pour un bord dur et un bord mou

(13.62)

(ν est appelé “indice de Maslov”). La(e) lectrice(eur) ayant fait l’exercice 13.15 aura identifié
le sens physique du membre de gauche. Nous pouvons reécrire cette équation d’une façon plus
suggestive :

2
∫ b

a
dx
√

2m[En − V (x)] = 2SEn(b|a) = Scl(une période) = h
(
n+

ν

2

)
(13.63)

i.e. les valeurs propres de l’énergie sont telles que l’action de la trajectoire classique correspon-
dante est un multiple entier de la constante de Planck h (à l’indice de Maslov près).

- Exercice 13.17 (∗) : Dans le cas d’un oscillateur harmonique V (x) = 1
2mω

2x2, vérifier que
l’équation (13.63) redonne le spectre bien connu (dans ce cas l’approximation semiclassique est
exacte car le potentiel est quadratique).

- Exercice 13.18 (∗∗) : Densité d’états semiclassique (système 1d).– On considère deux états
successifs, d’énergies En et En+1, du spectre d’un potentiel confinant.

a) En écrivant la règle de quantification semiclassique pour ces deux énergies, montrer que la
densité d’états, à l’approximation semiclassique, cöıncide avec la période classique étudiée à
l’exercice 13.16 :

ρWKB(E) =
1
h
Tcl(E) (13.64)

Indication : La densité d’états est donnée par ρ(En) ≈ 1/δEn où δEn
def= En+1 − En est l’écart

entre niveaux.

b) Vérifier le résultat dans le cas de l’oscillateur harmonique.

c) On considère un potentiel confinant V (x) ∝ |x|2$. Discuter le comportement de la densité
d’états (croissante/décroissante) en fonction de l’exposant $ (on pourra remarquer que la DoS
est connue pour $ →∞).

On peut donner une interprétation physique de ce résultat en s’aidant de l’inégalité de
Heisenberg temporelle (2.31) : l’équation (13.64) se reécrit δEn Tcl(En) = h, et relie la période
classique à la distance entre niveaux (i.e. la “précision” avec laquelle on définit l’énergie, pour
donner une interprétation tirée par les cheveux !).

Transmission tunnel
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- Exercice 13.19 (∗∗) : Transmission à travers une barrière tunnel.– Soit un potentiel V (x)
présentant une barrière tunnel pour une particule d’énergie E, i.e. tel que V (x) > E pour
x ∈ [a, b] (figure 13.5). Justifier que l’amplitude de transmission à travers la barrière tunnel est

tWKB ∼ exp−1
~

∫ b

a
dx
√

2m[V (x)− E] (13.65)

Calculer explicitement la transmission à travers une barrière quadratique V (x) = 2mω2x(x0−x)
pour E = 0.

ba x

E

V(x)
1

r

t

Figure 13.5 – Transmission d’une particule d’énergie E à travers une barrière tunnel.

233



13.3 Structure hyperfine du niveau 1s1/2 Perturbations stationnaires

234



Chapitre 14

Perturbations dépendant du temps

Jusqu’à présent nous n’avons considéré que des problèmes stationnaires où l’hamiltonien est
indépendant du temps. Dans ce cas le spectre de l’hamiltonien, valeurs propres et vecteurs
propres, a constitué un point de départ systèmatique (permettant l’étude de l’évolution du
système, ou d’un processus de mesure). En revanche, lorsque l’on s’intéresse à des situations où
l’hamiltonien dépend du temps, l’énergie n’est pas conservée et il n’existe plus d’état stationnaire.
On doit donc revenir à l’équation de Schrödinger dépendant du temps.

Un exemple très important de problème dépendant du temps est celui d’un atome soumis
à une onde électromagnétique. En effet, jusqu’à présent nous avons évoqué comment le spectre
d’un atome peut être mis en évidence expérimentalement, par absorption/émission de photons
induisant des transitions entre niveaux d’énergie. Cependant nous n’avons pas encore décrit
précisément le processus d’absorption/émission lui-même et nous allons en donner une descrip-
tion simplifiée.

14.1 Introduction : Atome soumis à une onde lumineuse

Pour comprendre quel type de quantité physique il sera pertinent de considérer, je commence
par décrire la situation concrète d’un atome soumis à une onde électromagnétique. Celle-ci
sera décrite classiquement (en principe, le champ électromagnétique doit lui aussi être décrit
quantiquement, ce qui requiert des développements hors de portée du présent cours). Nous
écrivons l’hamiltonien de l’atome soumis au champ électromagnétique comme :

Ĥ(t) = Ĥatome + Ŵ (t) (14.1)

où W (t) décrit le couplage atome-champ. Commençons par déterminer ce terme. Plaçons nous
dans une jauge telle que le potentiel vecteur est donné par ~A(~r, t) = ~A0ei~k·~r−iωt, où ~A0 est un
vecteur perpendiculaire à ~k 1. Si on considère un atome d’hydrogène, on a

Ĥ(t) =
1

2me

(
~̂p− qe ~A(~̂r, t)

)2
− e2

r̂
' Ĥatome −

qe
me

~A(~̂r, t) · ~̂p (14.2)

où l’on a négligé le terme quadratique dans le potentiel vecteur (terme diamagnétique). En
général l’amplitude de l’onde électromagnétique est extrêmement faible comparée à l’échelle du
champ du proton auquel est soumis l’électron dans l’atome.

1Le module de ~A0 est l’amplitude de l’onde lumineuse. La direction indique la polarisation. Celle-ci peut être
linéaire, ~A0 = A0~u, ou circulaire ~A0 = A0(~u ± i~v), ou plus compliquée. Les deux vecteurs unitaires et le vecteur

d’onde (~u,~v,~k) forment un tridèdre.
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- Exercice 14.1 (∗) : Donner l’ordre de grandeur du champ électrique “vu” par l’électron d’un
atome d’hydrogène dans son état fondamental. Comparer avec l’amplitude du champ produit
par un laser de 1 Watt (on suppose que le faisceau a une section de 1 mm2).

Notons que nous avons fait une autre hypothèse simplificatrice en oubliant les degrés de
liberté associés aux variables du centre de masse2.

Approximation dipolaire électrique.– Lorsque le rayonnement possède une longueur d’onde beau-
coup plus grande que la taille typique de l’atome (r ∼ 1 Å) il est légitime de négliger la
dépendance en ~r de ei~k·~r dans le terme de perturbation (puisque kr = 2πr/λ � 1, où λ est
la longueur d’onde3, on écrit : ei~k·~r ' 1). On aboutit alors à une perturbation de la forme :

Ŵ (t) = − qe
me

~A0 · ~̂p e−iωt (14.3)

Cette approximation porte le nom d’approximation dipolaire électrique. Notons qu’en principe
on doit remplacer e−iωt par une fonction réelle cosωt dans W (t), ce qui sera rediscuté par la
suite. Lorsqu’on considère un atome contenant Z > 1 électrons, l’impulsion dans l’équation
(14.3) est la somme des impulsions de tous les électrons.

La question Supposons que Hatome possède un spectre de vecteurs propres et de valeurs
propres {|ϕn 〉, En}. L’atome se trouve initialement dans l’un de ces états : |ψ(0) 〉 = |ϕi 〉. En
l’absence de la perturbation, l’atome reste dans cet état stationnaire. Une question intéressante
est de savoir avec quelle probabilité il pourra transiter vers un autre état |ϕf 〉 sous l’effet de
la perturbation. L’objectif du prochain paragraphe est donc de déterminer la probabilité de
transition entre deux états propres de l’hamiltonien non perturbé :

Pi→f (t) = |〈ϕf |ψ(t) 〉|2 (14.4)

14.2 Résolution de l’équation de Schrödinger par la méthode
des perturbations

La logique est la même que celle du chapitre précédent, cette fois appliquée à l’équation (5.1).
Nous décomposons le vecteur propre sur la base des états propres de l’hamiltonien non perturbé :

|ψ(t) 〉 =
∑

n

cn(t) |ϕn 〉 (14.5)

et résolvons l’équation de Schrodinger avec la condition initiale cn(0) = δn,i. Si nous projetons
l’équation de Schrodinger sur le vecteur |ϕn 〉 nous obtenons

i~ ċn(t) = En cn(t) +
∑

m

〈ϕn |W (t)|ϕm 〉 cm(t) (14.6)

i.e. un ensemble d’équations différentielles linéaires du premier ordre pour les composantes cm(t),
couplées par la perturbation W (t). Écrivons le coefficient sous la forme d’un développement

cn(t) = c(0)
n (t) + c(1)

n (t) + c(2)
n (t) + · · · (14.7)

2En oubliant les variables du centre de masse nous oublions que l’atome voit aussi son énergie cinétique varier en
absorbant l’impulsion du photon. Cette remarque a des conséquences importantes (par exemple elle est exploitée
pour le refroidissement des gaz atomiques [9]).

3Les transitions atomiques typiques sont de l’odre de l’eV ; on pourra vérifier une transition de ∆E = 1 eV
correspond à une longueur d’onde de λ ' 1.25 µm� a0 ' 0.5 Å.
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où le terme c(k)
n (t) est d’ordre k dans la perturbation. En injectant cette forme dans l’équation

(14.6) et en identifiant les contributions aux différents ordres nous obtenons les équations :

i~ ċ(0)
n (t) = En c

(0)
n (t) (14.8)

i~ ċ(1)
n (t) = En c

(1)
n (t) +

∑

m

〈ϕn |W (t)|ϕm 〉 c(0)
m (t) (14.9)

...
...

dont la résolution est simple. À l’ordre 0 :

c(0)
n (t) = δn,i e

− i
~Eit (14.10)

Nous insérons cette expression dans l’équation pour c(1)
n . Nous obtenons facilement l’amplitude

de probabilité pour observer une transition après un temps t vers un état |ϕn 〉 :

c(1)
n (t) = − i

~
e−

i
~Ent

∫ t

0
dt′ 〈ϕn |W (t′)|ϕi 〉 e

i
~ (En−Ei)t′ (14.11)

Rq : Ce résultat pourrait aussi bien s’appliquer au cas d’une perturbation indépendante du
temps. Ce qui diffère dans la philosophie du présent chapitre par rapport à celle du précédent,
est moins le fait que la perturbation dépende du temps que la nature de la question. On ne
cherche pas ici à savoir comment le spectre est modifié, mais plutôt comment l’état, cöıncidant
initialement avec un état propre |ϕi 〉 de H0, se mélange aux autres états propres de H0 sous
l’effet de la perturbation.

Cas d’une perturbation sinusöıdale.– Le cas où la dépendance temporelle est une fonction
harmonique est important. Il correspond en particulier à la situation discutée au début du
chapitre d’un atome soumis à une onde lumineuse monochromatique. Écrivons

W (t) = W0 cos(ωt) (14.12)

Il est élémentaire de montrer à partir de (14.11) que

c(1)
n (t) = − i

~
e−

i
~Ent

1
2

(
e

i
2

Ω+t sin(Ω+t/2)
Ω+/2

+ e
i
2

Ω−t sin(Ω−t/2)
Ω−/2

)
〈ϕn |W0|ϕi 〉 (14.13)

où
Ω± =

En − Ei
~

± ω (14.14)

Lorsqu’on considère la probabilité Pi→f (T ) pour un temps T très grand, il est commode d’in-
troduire la fonction δ(T )(E) définie par :

δ(T )(E) def=
T

2π~

(
sin(ET/2~)
ET/2~

)2

(14.15)

- Exercice 14.2 (∗) : Vérifier que la fonction δ(T )(E) est une fonction de largeur ~/T et de
hauteur T/~. Montrer que (utiliser l’annexe A)

∫ +∞

−∞
dE δ(T )(E) = 1 (14.16)
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Figure 14.1 – Fonction δ(T )(E).

Nous calculons maintenant la probabilité Pi→f (T ) = |cf (T )|2. Le module carré de l’équation
(14.13) est proportionnel à |e i

2
Ω+t sin(Ω+T/2)

Ω+/2
+ e

i
2

Ω−t sin(Ω−T/2)
Ω−/2

|2. Nous voyons apparâıtre la

somme de deux fonctions δ(T )(~Ω+) + δ(T )(~Ω−) avec un terme croisé sinc(Ω+T/2)sinc(Ω−T/2)
qui devient totalement négligeable lorsque T →∞ car les supports des deux sinus cardinaux sont
très éloignés (la première fonction de ω est centrée sur (Ef−Ei)/~ et la seconde sur (Ei−Ef )/~).
À l’ordre 1 de la perturbation, pour ω � 1/T , on a :

P(1)
i→f (T ) ' 2π

~
T |〈ϕf |W0|ϕi 〉|2

1
4

[
δ(T )(Ef − Ei − ~ω) + δ(T )(Ef − Ei + ~ω)

]
(14.17)

Si nous prenons la limite T → ∞ nous remplaçons la fonction δ(T )(E) par un δ(E) de Dirac.
D’autre part, nous considérons plutôt le taux de probabilité : Γi→f

def= d
dT P

(1)
i→f (T ). Finalement

nous obtenons

Γi→f =
2π
~
|〈ϕf |W0|ϕi 〉|2

1
4
[
δ(Ef − Ei − ~ω) + δ(Ef − Ei + ~ω)

]
(14.18)

Une transition de l’état |ϕi 〉 vers l’état |ϕf 〉 ne peut donc se produire qu’à deux conditions :

• l’élément de matrice 〈ϕf |W0|ϕi 〉 qui couple les deux états doit être différent de zero. Les
conditions de non annulation de l’élément de matrice sont appelées règles de sélection.

• Absorption et émission stimulée.– La transition n’a lieu que si Ef = Ei ± ~ω, qui
exprime la conservation de l’énergie. On interprète la transition correspondant à Ef =
Ei + ~ω (pour ω > 0) comme l’absorption d’un photon d’énergie ~ω par l’atome. Le
deuxième terme décrit un processus d’émission de photon (Ef = Ei − ~ω < Ei). On
parle “d’émission stimulée” car l’émission du photon est induite par le couplage au champ
électromagnétique oscillant.

Le résultat appelle deux autres commentaires :

• Inégalité de Heisenberg temporelle.– Un léger désaccord entre l’énergie initiale Ei ±
~ω et l’énergie finale Ef serait autorisé si nous avions gardé la fonction δ(T )(Ef −Ei±~ω).
Cependant, ce désaccord est au maximum d’ordre ~/T , qui est la largeur de la fonction
δ(T )(E). Nous retrouvons donc l’inégalité de Heisenberg temporelle : si l’observation est
faite pendant un temps T , un désaccord entre Ei et Ef de ∆E ∼ ~/T est autorisé.

• Notons que le résultat perturbatif ne peut être valide que pour des échelles de temps
telles que la probabilité de transition reste petite. Si nous reprenons (14.17), la condition
Pi→f (T ) � 1 doit être vraie notamment à résonance (où elle est maximum), ce qui nous
donne Pi→f (T ) ' |Wfi|2T 2/~2 � 1, ou encore T � ~/|Wfi|. Notons qu’il faut également
que T � 1/ω afin que le système “sente” que la perturbation est sinusöıdale.
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14.3 Ef appartient au continuum : Règle d’or de Fermi

Une situation intéressante est celle où une transition se produit entre un niveau discret et un
niveau du continuum. Cette transition peut être induite par une perturbation stationnaire ou
dépendant du temps. Nous discutons cette situation dans le cadre développé dans la section
précédente. Nous considérons une perturbation W0 “allumée” au temps t = 0 : W (t) = W0 θ(t).
Nous pouvons réutiliser les résultats de la précédente section.

Nous repartons de l’expression (14.13) dans laquelle nous fixons ω = 0. En suivant la logique
du paragraphe précédent nous aboutissons à

Γi→f =
2π
~
|〈ϕf |W0|ϕi 〉|2 δ(Ef − Ei) (14.19)

Nous allons maintenant discuter le cas où Ef appartient au continuum d’états.

Densité d’états.– Lorsqu’on considère un problème avec un spectre d’énergies continu, il est
commode de faire appel à la notion de “densité d’états”. La densité d’états ρ(E)dE indique le
nombre d’états quantique dans la bande d’énergie [E,E + dE[, par unité de volume. On peut
l’écrire comme

ρ(E) =
∑

n

δ(E − En) (14.20)

où la somme porte sur tous les états quantiques.

- Exercice 14.3 (∗) : Dans le cas du problème libre, dont les états propres sont les ondes

planes d’énergies E~k = ~2~k 2

2m , montrer que ρ(E) ∝ VolEd/2−1, où d est la dimension et “Vol”
désigne le volume de la bôıte cubique.

- Exercice 14.4 (∗∗) : Calculer la densité d’états pour le spectre d’une particule de masse m

relativiste E~k =
√

(~~kc)2 +m2c4.

Revenons au problème de la transition entre un état du spectre discret et un état du conti-
nuum. Nous pouvons calculer le taux de désexcitation du niveau ϕi (i.e. la probabilité par unité
de temps pour quitter cet état vers n’importe quel autre état) :

Γi
def=
∑

f

Γi→f =
2π
~
∑

f

|〈ϕf |W0|ϕi 〉|2 δ(Ef − Ei) (14.21)

En général, l’état final |ϕf 〉 est repéré par plusieurs nombres quantiques : son énergie Ef mais
aussi d’autres nombres quantiques, que nous regroupons sous la notation Ωf : |ϕf 〉 ≡ |Ef ,Ωf 〉.
Par exemple, dans le cas d’une onde plane repérée par un vecteur d’onde ~k, l’énergie est donnée
par |~k| et Ω représente la direction du vecteur.

Nous considérons le taux de probabilité pour aller de l’état |ϕi 〉 vers n’importe lequel des
états |Ef ,Ωf 〉, pour Ωf fixé mais une énergie arbitraire. Nous sommons (14.19) sur les énergies :
Γi→Ωf =

∫
dEf ρ(Ef ,Ωf ) Γi→f , où ρ(Ef ,Ωf ) est la densité d’états, à Ωf fixé. Finalement :

Γi→Ωf =
2π
~
|〈Ef = Ei,Ωf |W0|ϕi 〉|2 ρ(Ef = Ei,Ωf ) (14.22)

Ce résultat porte le nom de “Règle d’or de Fermi”.

- Exercice 14.5 (∗) : On réintroduit la fonction harmonique cosωt dans la perturbation W .
Déduire la nouvelle forme de la règle d’or de Fermi.
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Désintégration α et diffusion sur un état quasi-lié Comme première illustration, nous
étudions la diffusion en présence d’un (ou plusieurs) état(s) quasi-liés. Cette situation a de
nombreuses réalisations physiques, comme par exemple la modélisation du phénomène de dé-
sintégration α (radioactivité α) de certains noyaux, dont l’origine est liée à l’interaction forte.
Le noyau atomique est un assemblage de nucléons (protons et neutrons) liés ensemble par in-
teraction forte. Une modélisation simple du problème consiste à adopter un point de vue de
“champ moyen”, dans lequel une particule α (un noyau d’Hélium, i.e. deux protons et deux
neutrons) s’échappant du noyau “voit” le potentiel moyen créé par les autres nucléons ayant
l’allure représentée sur la figure 14.2 [43, 44].

Arrêtons-nous un moment sur ce potentiel pour en expliquer l’origine. Dans une image
“champ moyen”, un nucléon du noyau sent l’interaction forte attractive, de très courte portée.
Dans le cas d’un proton il sent également une interaction coulombienne répulsive qui domine à
grande distance4.

Ce potentiel possède un ensemble d’états liés (représentés par les lignes marrons). Les lignes
épaisses d’énergies E > 0 ne sont pas des états liés puisque la particule ayant ces énergies peut
traverser la barrière tunnel et quitter le puits. Cette probabilité tunnel étant faible on s’attend à
ce qu’une particule d’énergie 0 < E < VCoul, où VCoul est la hauteur de la barrière, reste piégée
“longtemps” dans le puits : autrement dit le système est dans un “état quasi-lié” de durée de
vie finie. Le phénomène de désintégration α d’un noyau instable s’interprète comme la traversée
de la barrière tunnel par la particule α.

V(r)

r

Wtunnel

��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��

x

En

Wn

E

V(x)

0 a

(x−a)λ δ

Figure 14.2 – À gauche : Potentiel “vu” par une particule α s’échappant d’un noyau instable
(dans une approche “champ moyen”) : un puits dû à l’interaction forte (attractive) et une barrière
coulombienne (répulsive). À droite : Pour décrire l’état quasi-lié de ce potentiel, on considère un
potentiel plus simple : une barrière δ sur laquelle est envoyée depuis +∞ une particule d’énergie
E ∼ En où En est l’énergie de l’état quasi-lié.

Analyse des états quasi-liés d’un modèle simple.– Nous allons étudier l’état quasi-lié en considérant
un modèle simplifié : on étudie l’équation de Schrödinger sur un demi axe avec un potentiel δ

4Le noyau.– Pour fixer les idées, mentionnons que, dans les années 50, un modèle de potentiel de champ
moyen décrivant l’interaction forte avait été introduit par Woods & Saxon : VWS(r) = − V0

1+exp(
r−rA
a

)
dans lequel

rA ' r0A
1/3 est le rayon du noyau de A nucléons, avec r0 = 1.25fm ; R. D. Woods & D. S. Saxon, Phys. Rev. 95(2),

577 (1954). Les valeurs des deux autres paramètres sont typiquement V0 ≈ 50 MeV et a ≈ 0.5 fm. Ce modèle
illustre la très courte portée de l’interaction forte (puisque a . rA) ; il y a donc du sens à parler de la “taille”
du noyau. Le potentiel de Woods-Saxon vise à modéliser l’interaction forte (attractive) entre nucléons ; notons
que les protons portant une charge électrique, ils interagissent également avec les autres protons par interaction
électromagnétique (ce qui est à l’origine de la barrière coulombienne représentée sur la figure 14.2).
Le noyau atomique est donc constitué de deux espèces de fermions (p et n) soumis à deux potentiels de champ
moyen confinants (différents). L’état quantique du noyau correspond au remplissage des niveaux obtenus pour les
deux potentiels par les Z protons et les A− Z neutrons (modèle en couches), de manière similaire à ce que nous
avons discuté dans le cas du remplissage des couches électroniques des atomes.
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en x = a modélisant de manière grossière la barrière coulombienne
(
− d2

dx2
+ λ δ(x− a)

)
ψ(x) = k2ψ(x) pour x > 0 avec ψ(0) = 0 (14.23)

(cf. la partie droite de la figure 14.2). Lorsque λ→∞, le segment [0, a] est découplé du demi-axe
infini [a,∞[. Pour λ =∞ nous avons donc deux problèmes découplés :

• l’intervalle [0, a] associé au spectre de la bôıte quantique En =
(
nπ
a

)2 et ϕn(x) =
√

2
a sin(nπa x)

avec n ∈ N∗.

• Le demi-axe infini associé à un continuum d’états ψk(x) =
√

2
π sin k(x − a) d’énergie

Ek = k2 avec k ∈ R+.

Une application näıve de la règle d’or de Fermi se fait de la manière suivante. Nous nous
attendons à un couplage entre les états liés et les états du continuum W ∝ 1/λ (à une fonction
de l’énergie près). La densité des états du continuum est de la forme ρ(E) = A√

E
, où A est

une constante sans réel intérêt ici. Finalement nous attendons donc à une durée de vie des
niveaux quasi liés : Γ ∝ 1/λ2. Il serait intéressant de chercher plus précisément la dépendance en
énergie du résultat, cependant, ceci est rendu délicat par le fait que la dépendance du couplage
W ∼ 〈ϕn |H|ψk 〉 dans l’énergie pour λ fini, n’est pas très claire à établir.

Nous pouvons étudier l’état quasi-lié en considérant plutôt le problème de diffusion : la
solution stationnaire est de la forme

ψ(x) = e−ik(x−a) + r e+ik(x−a) pour x > a (14.24)

que nous devons raccorder à une solution ψ(x) = (1+r)
sin ka sin kx sur [0, a[ (le choix d’écriture

du préfacteur vise à déjà assurer la continuité des deux expressions). On peut montrer que le
coefficient de réflexion est donné par

r = eiδ(k2) = −e+ika + λ
k sin ka

e−ika + λ
k sin ka

(14.25)

E ∼ En =
(
nπ
a

)2,

eiδ(E) '
E∼En

−E − Ẽn − iΓn/2
E − Ẽn + iΓn/2

où Γn =
4E3/2

n

aλ2
(14.26)

où Ẽn est proche de En. Le déphasage présente donc un comportement caractérisitique d’une
résonance, ce dont on peut facilement se convaincre en calculant dδ

dE .
Remarquons que les niveaux d’énergie En du puits sont légèrement déplacés à cause du

couplage aux états du continuum : la position de la résonance est Ẽn ' En
(
1 − 1

aλ

)2. C’est
l’origine du déplacement de Lamb des niveaux atomiques qui a été évoqué ci-dessus (dans ce
dernier cas c’est le couplage de l’atome au continuum d’états du champ électromagnétique qui
est à l’origine du déplacement de Lamb).

- Exercice 14.6 (∗∗) : Comparer ce résultat avec les résultats du problème de l’annexe 10.5.

- Exercice 14.7 (∗ ∗ ∗∗) : Modèle de Gamov de la désintégration α.– Un bien meilleur modèle
pour décrire l’émission α de certains noyaux instables a été proposé par Georgiy Antonovich
Gamov (1904-1968) en 1929. L’ingrédient important de ce modèle est une modélisation plus
précise de la barrière coulombienne dont la forme joue un rôle important (partie gauche de la
figure 14.2) comme nous allons le voir. Commençons par rappeler le résultat expérimental (loi
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de Geiger-Nuttal, cf. annexe IV de l’ouvrage [43]) : la durée de vie τ des noyaux émetteurs α
est reliée à l’énergie de la particule α par

ln τ = A+B/
√
Eα (loi empirique) (14.27)

où A et B sont deux constantes dépendant du noyau. L’énergie Eα dépend également du noyau
(elle est fixée par une condition de résonance dans le puits).

a) Justifier que la durée de vie est donnée par τ ∝ |ttunnel|−2 où ttunnel est l’amplitude de
transmission à travers la barrière.

b) Rappeler quelle est la dépendance en énergie d’une barrière tunnel rectangulaire de hauteur
VC et de largeur b− a. Comparer à la loi de Geiger-Nuttal (14.27).
c) Dans le modèle de Gamov on prend soin de décrire la barrière coulombienne. On considère
que le potentiel “vu” par la particule α est V (r) = −Vforte pour r < a, où a est le “rayon
du noyau” et Vforte une énergie de liaison due à l’interaction forte. D’autre part, pour r > a
on a V (r) = g/r (avec g

def= 2Z ′e2 où Z = Z ′ + 2 est la charge du noyau ; on rappelle que
e2 = 1.44 MeV.fm). La hauteur de la barrière coulombienne est donc VC = g/a. On calcule
l’amplitude de transmission à travers cette barrière tunnel dans l’approximation semiclassique
(en utilisant le résultat de l’annexe page 229, éq. (13.65)). On note r = b le point de sortie de
la barrière tunnel, i.e. Eα = g/b. Dans la limite a � b montrer que τ ∝ expC/

√
Eα où C est

une constante que l’on précisera (l’obtention de ce résultat ne recquiert pas de calcul, mais un
simple changement de variable dans (13.65) !). Comparer avec la loi de Geiger-Nuttal (14.27).
d) Pour calculer plus précisément l’amplitude de transmission (et comprendre les écarts au

résultat obtenu pour a/b→ 0), on pourra vérifier que
∫ 1
u dx

√
1
x − 1 = π

2−arcsin
√
u−
√
u(1− u).

Déduire que

1/τGamov ∝ exp−π
~

2Z ′e2

√
2mα

Eα

[
1− 2

π
arcsin

√
Eα
VC
− 2
π

√
Eα
VC

(
1− Eα

VC

)]
(14.28)

où mα ' 4mp est la masse de la particule α.

14.4 Émission spontanée – Durée de vie des niveaux excités des
atomes

Dans ce paragraphe nous discutons une seconde application de la règle d’or de Fermi. Dans
une section précédente, nous avons vu que des transitions entre niveaux atomiques peuvent être
induites par le couplage à un champ électromagnétique, que nous avons décrit comme un champ
classique oscillant [formule (14.18)]. Nous montrons maintenant que, même s’il se trouve dans le
vide, l’atome dans un état excité retombe après un certain temps dans son état fondamental (ou
dans un état de plus basse énergie) par émission d’un photon. Ce phénomène, appelé “émission
spontanée”, est une conséquence de la quantification du champ électromagnétique (la discussion
fera appel à quelques notions plus avancées concentrées dans la note de bas de page 5, page 243).

Nous appliquons (14.22) pour un état initial décrivant l’atome dans son état excité : |ϕi 〉 =
|atome e 〉. L’état final décrit l’atome dans l’état fondamental et un photon dans le mode ~k :
|ϕf 〉 = |atome g; photon ~k 〉. Les énergies des deux états sont : Ei = Ee et Ef = Eg + ~|~k|c.

- Exercice 14.8 (∗) : Montrer que la densité d’états finals (|g;~k 〉) est

ρ(Ef ,Ωf ) = Vol
ε2

(2π~c)3
(14.29)
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par état de polarisation (Ωf est identifié avec la direction de ~k). ε est l’énergie du photon

ε = ~|~k|c.
L’élément de matrice couplant les deux états est donné par5

〈ϕf |W0|ϕi 〉 = − qe
me
〈g;~k |~p · ~A(~r)|e 〉 ' − qe

me

√
~

2ε0 Volω~k
〈g |~p · ~ε ∗~k,σ|e 〉 (14.31)

Comme précédemment, nous avons fait l’approximation ei~k·~r ' 1 (approximation dipolaire
électrique) justifiée si la longueur d’onde est beaucoup plus grande que l’échelle atomique.
D’après (14.22), le taux de probabilité pour que l’atome retombe dans son fondamental par
émission d’un photon dans la direction Ω ≡ (θ, ϕ) est

Γ(Ω) =
e2ω3

2π~c3

∑

σ

∣∣∣〈e |~r · ~ε~k,σ|g 〉
∣∣∣
2

avec ω =
Ee − Eg

~
(14.32)

où nous avons sommé sur les différents états de polarisation du photon et utilisé le théorème
d’Ehrenfest, ~p = me

i
~ [H,~r], afin de substituer l’élement de matrice de l’impulsion par celui de

la position 〈e |~p|g 〉 = me
i
~(Ee − Eg)〈e |~r|g 〉.

Règles de sélection.– Nous pouvons discuter plus précisément les règles de sélection. La transition
dipolaire électrique a lieu, i.e. 〈e |~r|g 〉 6= 0, si les deux états |e 〉 et |g 〉 satisfont ∆` = ±1 (car ~r
est un opérateur vectoriel et un opérateur impair).

Transition 2p→1s de l’atome d’hydrogène.– Nous considérons spécifiquement la transition
2p→1s de l’atome d’hydrogène. Pour simplifier nous choisissons un état initial tel que m = 0.

- Exercice 14.9 (∗) : Montrer que

∑

σ

∣∣∣〈2, 1, 0 |~r · ~ε~k,σ|1, 0, 0 〉
∣∣∣
2

= |〈2, 1, 0 |z|1, 0, 0 〉|2 sin2 θ (14.33)

où θ est la direction du vecteur ~k. Indications : (1) justifier que 〈2, 1, 0 |ri|1, 0, 0 〉 ∝ δi,3 ; (2) re-

marquer que
∑

σ(~ε~k,σ)i(~ε ∗~k,σ)j est le projecteur δij − kikj
~k 2

.

- Exercice 14.10 : Montrer que

〈2, 1, 0 |z|1, 0, 0 〉 =
28

35
√

2
a0 (14.34)

5 Pour décrire la quantification du champ électromagnétique (cf. [9]) on introduit l’opérateur de champ :

~̂A(~r) =
X
~k,σ

s
~

2ε0 Volω~k

h
â~k,σ ~ε~k,σ ei~k·~r + â†~k,σ ~ε

∗
~k,σ

e−i~k·~r
i

(14.30)

(je re-chapeaute les opérateurs un instant). La somme porte sur tous les modes du champ électromagnétique

et sur les deux états de polarisation, indicés par σ (avec ~ε~k,σ ⊥ ~k). ω~k est la pulsation du mode. Le volume
au dénominateur vient de la condition de normalisation des ondes planes. à chaque mode est associé un couple
d’opérateurs de création et d’annihilation satisfaisant les relations de commutation : [â~k,σ, â

†
~k′,σ′

] = δ~k,~k′ δσ,σ′ .

Le champ électromagnétique se comporte donc comme un ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants. Un
photon est une excitation du mode (~k, σ) : lorsque “l’oscillateur” de pulsation ω~k est dans son nième état excité,

cela s’interprète comme un état du champ à n photons dans ce mode. L’opérateur â†~k,σ crée un photon (~k, σ) et

â~k,σ en détruit un. On a donc 〈n photons ~k |(â†~k,σ)n|vide 〉 =
√
n!.
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14.4 Émission spontanée Perturbations dépendant du temps

Finalement on voit que le taux de probabilité d’émission du photon dans la direction (θ, ϕ) est :

Γ2pz(θ, ϕ) =
25

37π

mee
10

~6c3
sin2 θ =

25

37π
α3 mee

4

~3
sin2 θ (14.35)

où nous avons introduit la constante de structure fine α = e2

~c . Nous constatons que, lorsque l’état
initial est |2, 1, 0 〉 (noté 2pz), le photon est émis plus probablement dans la direction θ = π/2.
Le taux de probabilité de désexcitation d’un des états de 2p est donné par :

Γ2p =
∫

dΩ Γ2p(θ, ϕ) =
28

38π
α3 mee

4

~3
(14.36)

Un atome dans son état excité 2p retombe dans son état fondamental après un temps d’ordre 1/Γ2p.

- Exercice 14.11 : Calculer le temps 1/Γ2p et comparer à la période de rotation de l’électron
dans le niveau n = 2.

- Exercice 14.12 (∗∗∗∗) : Si l’atome est initialement dans son état 2s, les règles de sélection
interdisent la transition dipolaire électrique (〈2s |~r · ~ε~k,σ|1s 〉 = 0). Quel mécanisme peut assurer
la transition 2s→1s ? Sur quelle approximation doit-on revenir ? Estimer l’ordre de grandeur de
Γ2s et comparer à Γ2p.

Largeur intrinsèque d’un niveau.– Puisque l’électron ne reste jamais plus longtemps que
∆t ∼ 1/Γn dans le niveau, où Γn est le taux de probabilité donné par la règle d’or de Fermi
Γn

def=
∑

f Γn→f , la relation d’incertitude temporelle nous montre que l’énergie du niveau En ne
peut pas être définie avec une précision supérieure à ~Γn. On appelle ~Γn la largeur du niveau
En. Il s’agit d’une largeur intrinsèque : dans une expérience de spectroscopie les transitions entre
niveaux d’énergie se manifestent par des raies spectrales de largeurs finies en énergie. La largeur
est due à plusieurs phénomènes (par exemple l’effet Doppler dans un gaz atomique) mais ne
peut pas être réduite en deça de la largeur intrinsèque ~Γn.
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Chapitre 15

Mouvement d’une particule chargée
dans un champ magnétique

15.1 Introduction

Le champ magnétique a été introduit dans l’équation de Schrödinger au chapitre 8 comme
grandeur physique couplée au moment cinétique (orbital ou de spin). Dans la discussion, et en
pratique, il permet d’induire une dynamique non triviale pour l’état de spin (section 8.2). Nous
avons toutefois essentiellement éludé l’effet du couplage entre le champ magnétique et les degrés
de liberté orbitaux de la particule (lorsque celle-ci est chargée), à l’exception très notable de
l’analyse semi-classique (en termes de force et de trajectoire) de l’expérience de Stern & Gerlach
(section 8.2.5) et de l’analyse du couplage spin-orbite dans l’atome d’hydrogène (section 13.2).

L’objet du présent chapitre est de discuter l’effet du champ magnétique sur les degrés de
liberté orbitaux d’une particule chargée, i.e. d’étudier les propriétés de l’hamiltonien

Ĥ =
1

2m

[
~̂p− q ~A(~̂r)

]2
. (15.1)

Dans un premier temps nous allons analyser la dynamique d’un électron soumis à un champ
magnétique uniforme ~B (en mécanique quantique on parle de “problème de Landau”). Contraire-
ment au cas des équations du mouvement classiques, qui ne dépendent que des champs électrique
et magnétique, la dynamique quantique est gouvernée par les potentiels scalaire et vecteur. Cette
remarque soulève diverses questions. La première, d’ordre fondamental, est de savoir si la dyna-
mique de la particule est sensible au potentiel (comme les équations du mouvement) ou seulement
au champ. Nous étudierons dans la section 15.4 une situation dans laquelle la particule explore
des régions où les champs sont nuls mais où le potentiel vecteur non nul, ce qui induit une
dynamique non triviale (notons que cela ne signifie pas que les propriétés physiques dépendent
du choix de jauge ! La physique est bien invariante de jauge).

15.2 Champ magnétique homogène

Nous discutons dans cette section la physique de l’électron soumis à un champ magnétique ho-
mogène. Classiquement la particule chargée est soumise à la force de Lorentz, perpendiculaire
à la vitesse. Celle-ci induit donc un mouvement de rotation uniforme de l’électron perpendicu-
lairement au champ magnétique. Puisque un champ magnétique ~B = B~uz n’a pas d’effet sur la
dynamique selon la direction ~uz ; nous nous limiterons à l’étude du mouvement d’un électron
dans un plan perpendiculaire au champ magnétique. Du point de vue des propriétés de
transport électroniques, qui seront abordées dans la deuxième section, la dimension 2 est tout
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15.2 Champ magnétique homogène Champ magnétique

à fait particulière et donne naissance au phénomène de quantification de la conductivité
(on parle d’“effet Hall quantique”) observée à basse température (T ∼qq K) et fort champ
magnétique (B ∼1T), une manifestation remarquable de la mécanique quantique découverte au
début des années 80 et à l’origine de deux prix Nobel : en 1985 à Klaus von Klitzing pour la
découverte de l’effet Hall quantique entier et en 1998 à Robert B. Laughlin, Horst L. Störmer
et Daniel C. Tsui pour l’étude de l’effet Hall quantique fractionnaire. C’est un sujet fascinant
posant des questions fondamentales sur le rôle du désordre ou sur le comportement d’un gaz
d’électrons fortement corrélés soumis à un champ magnétique. Sa découverte a également conduit
à une application très importante en métrologie puisque l’effet Hall quantique entier, en fournis-
sant un moyen de mesurer le quantum de conductance e2/h avec une extrême précision, permet
aujourd’hui de définir le standard de résistance.

15.2.1 Pourquoi la dimension d = 2 est-elle importante ?

Physique en deux dimensions

Il est aujourd’hui possible (et courant en laboratoire) de geler le degré de liberté des charges
dans une direction, ce qui conduit à une physique de dimension effective d = 2. Le principe est
de piéger un gaz d’électrons à une interface entre deux semiconducteurs (soit Si-MOSFET soit
interface GaAs/GaAlAs). La technique d’epitaxie par jet moléculaire permet de faire crôıtre
un cristal sur un substrat, couche atomique par couche atomique. On peut ainsi réaliser une
interface extrêmement pure entre deux semiconducteurs de natures différentes. Un cas important
(utilisé dans les diodes lasers) est celui de l’interface entre un semi-conducteur d’Aseniure de
Gallium (GaAs) et une variante avec aluminium (GaAlxAs1−x). La différence de nature entre
ces deux semi-conducteurs est responsable d’un puits de potentiel à l’interface, dans la direction
perpendiculaire à celle-ci, alors que le problème reste invariant par translation dans le plan de
l’interface. L’hamiltonien décrivant la dynamique d’un électron est alors H = − ~2

2m∆ + V (z),
dont les états propres sont de la forme ψ~k⊥,n(~r) = ei~k⊥·~rφn(z), où ~k⊥ = (kx, ky) est un vecteur
d’onde dans le plan de l’interface. φn(z) désigne un état lié du potentiel unidimensionnel :[
− ~2

2m
d2

dz2 + V (z)
]
φn(z) = εnφn(z), avec n ∈ N. Si la température du système est assez basse,

plus petite que l’énergie du premier état excité du puits, kBT � ε1 − ε0, le degré de liberté
dans la direction ~uz est gelé, l’électron ne peut être que dans des états ψ~k⊥,0(~r) = ei~k⊥·~rφ0(z).
La physique est donc exclusivement bidimensionnelle.

Champ magnétique

Revenons à la question : “en présence du champ magnétique, pourquoi la dimension d = 2
est-elle importante ?” Anticipons sur les résultats qui seront démontrés dans le chapitre. Nous
allons voir que l’introduction du champ magnétique dans la situation bidimensionnelle nous fait
d’une certaine mesure échapper à la règle que nous avions édictée dès le début du cours : “états
liés=spectre discret & états de diffusion=spectre continu”. Nous allons en effet montrer que dans
la situation bidimensionnelle, le spectre (de Landau) est un spectre de niveaux discrets, bien que
les électrons ne soient pas liés à un potentiel puisque l’orbite cyclotronique peut se translater
dans le plan librement.

En revanche nous verrons que dans la situation tridimensionnelle nous retrouvons un spectre
continu.

En présence d’un champ magnétique homogène, la dimension d = 2 offre donc ceci de
particulier que le spectre présente des gaps entre états très dégénérés, ce qui permet de fixer
l’énergie cinétique des électrons (pour une température petite devant le gap).
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15.3 Problème de Landau dans la jauge asymétrique

Nous étudions la dynamique d’une particule de masse m et de charge e se déplaçant dans le
plan xOy et soumise à un champ magnétique perpendiculaire au plan : ~B = B ~uz.
L’énergie est purement cinétique :

H =
1
2
m~v 2 =

1
2m

[
~p− e ~A(~r )

]2
(15.2)

1/ Mécanique newtonienne.– On étudie la dynamique classique pour un champ homogène.
On rappelle que la force de Lorentz est ~F = e~v × ~B. Montrer que ||~v|| =cste. Exprimer le
rayon Rc de l’orbite cyclotron en fonction de l’énergie. Donner l’expression de la pulsation ωc
du mouvement.

La suite de l’exercice est consacrée au traitement quantique du problème.

2/ L’opérateur vitesse est ~v = ~p−e ~A
m . Calculer le commutateur [vx, vy].

On considère le cas d’un champ magnétique homogène jusqu’à la fin du
problème. On choisit la jauge de Landau ~A = (0, Bx) et eB > 0

3/ Équation de Schrödinger stationnaire.

a/ Calculer le commutateur [H, py].

b/ Justifier qu’il est possible de chercher des états propres de H sous la forme :

ψ(x, y) = χ(x) eiky (15.3)

c/ Écrire l’équation de Schrödinger stationnaire pour ψ(x, y) et montrer que χ(x) obéit à une
équation de la forme

[
− ~2

2m
d2

dx2
+

1
2
mω2

c (x− xc)2

]
χ(x) = E χ(x) (15.4)

Exprimer xc en fonction du nombre quantique k. Quelle est l’origine physique des oscillations ?

d/ Niveaux de Landau.– Déduire les valeurs propres de l’énergie En et les fonctions propres
ψn,k(x, y) (qu’on exprimera en fonction des ϕn(x) de l’annexe). Préciser les domaines de variation
des nombres quantiques n et k.

e/ Quelle est l’origine physique de la dégénérescence des énergies dans le nombre quantique k ?

f/ Il est possible de piéger les électrons dans un plan à l’interface de deux semiconducteurs
GaAs et GaAlAs. Dans cette situation, la masse introduite précédemment est la masse effective
m = 0.067me où me ' 10−30 kg est la masse des électrons nus.

Justifier que, dans la direction ~ux, la fonction d’onde ψn,k(x, y) décroit exponentiellement
sur une échelle `B =

√
~/eB. Et dans la direction ~uy ? Pour B = 1 T, calculer la valeur de `B

(en µm) et E2 − E1 (en eV). On rappelle que |e| ' 1.6 10−19 C et ~ ' 10−34 J.s.

4/ Dégénérescence.– Dans cette question nous montrons que, dans un plan (de section rec-
tangulaire) de surface LxLy finie, la dégénérescence est finie.
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a/ On impose des conditions aux limites périodiques dans une direction ψn,k(x, y + Ly) =
ψn,k(x, y). Quelles sont alors les valeurs de k permises ?

b/ Justifier que, lorsque `B � Lx, on a 0 . xc . Lx. Montrer que la dégénérescence dLL d’un
niveau de Landau est alors finie, mais néanmoins extensive, et donner son expression.

15.4 Effet Aharonov-Bohm

jauge asymétrique : ~A = φ θ(x) δ(y) ~uy.
jauge symétrique : ~A = φ

2πr~uθ.

Figure 15.1 – David Bohm (1917-1992) et Yakir Aharonov (1932-).
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Problème : Problème de Landau dans la jauge symétrique

On considère l’Hamiltonien
H =

1
2m

(
~p− e ~A(~r)

)2
(15.5)

décrivant un électron astreint à se déplacer dans un plan ~r = (x, y) et soumis à un champ
magnétique uniforme perpendiculaire au plan. Le potentiel vecteur est exprimé dans la jauge
symétrique ~A(~r) = 1

2
~B × ~r.

1/ Montrer que le Hamiltonien peut se mettre sous la forme :

H =
~p 2

2m
+
m

2

(ωc
2

)2
~r 2 − ωc

2
`z (15.6)

où `z = xpy − ypx est le moment cinétique. ωc est la fréquence cyclotron qu’on exprimera en
fonction de B.

2/ Les opérateurs de création et d’annihilation ax, a†x, ay, a
†
y, sont définis de la manière usuelle :

ax
def=
√
mωc
4~

x+
i√

m~ωc
px, etc. (15.7)

Exprimer le moment cinétique `z en fonction des opérateurs de création et d’annihilation.

3/ On introduit de nouveaux opérateurs de création et d’annihilation :

a
def=
ax + iay√

2
et b

def=
ax − iay√

2
(15.8)

a) montrer que ces opérateurs satisfont bien des relations de commutations : [a, a†] = 1, [b, b†] =
1, tous les autres commutateurs étant nuls [a, b] = 0, etc.
b) Exprimer le moment cinétique en fonction de ces nouveaux opérateurs. Faire de même pour
le Hamiltonien.

4/ Niveaux de Landau. On note |n, ñ〉 un état propre de a†a et b†b. Déduire le spectre de le
Hamiltonien. Discuter les dégénéréscences. Représenter le spectre sur un diagramme ayant le
moment cinétique en abscisse et l’énergie en ordonnée. Indiquer comment les opérateurs de
création et d’annihilation permettent de se déplacer dans le spectre.

5/ Fonctions d’onde du premier niveau de Landau. On utilise la notation complexe z = x+ iy.
Montrer que les fonctions d’onde du premier niveau de Landau sont de la forme :

ψ0(z, z̄) = f(z) e−
mωc
4~ zz̄ (15.9)

où f(z) est une fonction holomorphe quelconque. Vérifier que si f(z) = z`, l’exposant correspond
au moment orbital.

6/ Structure des fonctions d’onde.
a) Montrer que

z =
√

2~
mωc

(
a+ b†

)
(15.10)

b) Calculer la valeur moyenne de ~r 2 = zz̄ dans l’état |n, ñ〉. Discuter la structure des fonctions
d’onde 〈x, y|n, ñ〉.
c) Calculer la valeur moyenne de (zz̄)2.
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Problème : Quantification de la conductance deHall

5/ Champ magnétique et champ électrique perpendiculaires.– La particule est soumise
à un champ électrique dans la direction ~ux. L’hamiltonien est maintenant :

HE =
p2
x

2m
+

(py − eBx)2

2m
− eEx (15.11)

On reprend le raisonnement de la question 3 : montrer que les états propres de HE sont encore de
la forme (15.3) et déduire comment l’équation (15.4) est modifiée. Trouver les nouvelles valeurs
propres de l’énergie, notées εn,k, qui dépendent maintenant du nombre quantique k.

6/ Courant.– La densité de courant moyennée spatialement est donnée par l’opérateur ~j = e
S~v

où S est la surface du plan. On introduit le courant moyen associé à l’état propre de HE :

j(n,k)
y

def=
e

S
〈ψn,k |vy|ψn,k 〉 (15.12)

a/ En écrivant que εn,k = 〈ψn,k |HE |ψn,k 〉, montrer que

j(n,k)
y =

e

S~
∂εn,k
∂k

=
1
SB

∂εn,k
∂xc

(15.13)

où xc a été défini à la question 3.c. En déduire le courant j(n,k)
y en fonction de B et E .

b/ Conductivité Hall et quantum de conductance.– On introduit la conductivité Hall :

σxy = − lim
E→0

jy
E (15.14)

Calculer la contribution de l’état quantique |ψn,k 〉, notée σ(n,k)
xy . Déduire la contribution de tous

les états d’un niveau de Landau à la conductivité :

σLL
xy =

∑

k

σ(n,k)
xy (15.15)

Donner la valeur de 1/σLL
xy en kΩ (en dimension 2 la conductivité a la dimension de l’inverse

d’une résistance). Commenter la partie supérieure de la figure 15.2.

Annexe :
L’hamiltonien de l’oscillateur harmonique unidimensionnel H = p2

2m + 1
2mω

2x2 admet le
spectre :

En = ~ω
(
n+

1
2

)
avec n ∈ N (15.16)

ϕn(x) = NnHn

(√
mω

~
x

)
e−

mω
2~ x

2
(15.17)

où Hn(ξ) est un polynome (d’Hermite) de degré n et Nn assure la normalisation.
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Champ magnétique 15.4 Effet Aharonov-Bohm

Figure 15.2 – Résistivités transverse (ρyx) et longitudinale (ρxx) d’un gaz d’électrons bidimen-
sionnel. Tiré de Zero-resistance state of two-dimensional electrons in a quantizing magnetic field,
D. C. Tsui, H. L. Störmer & A. C. Gossard, Phys. Rev. B25 (1982) p. 1405.
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Chapitre 16

En guise de conclusion

Le lecteur trouvera probablement qu’il est un peu tard pour poser la question, mais il me semble
que c’est maintenant que nous avons suffisamment de recul que nous pouvons tâcher de répondre
à la question difficile posée dans l’introduction : “comment définir le domaine quantique ?” ou
“quand le recours à la mécanique quantique est-il indispensable ?”

16.1 Qu’avons-nous appris ?

1ère idée : interférences quantiques.– Une caractéristique de la mécanique quantique
est d’être une physique ondulatoire. En particulier on doit additionner des amplitudes de pro-
babilités plutôt que des probabilités, ce qui donne naissance aux phénomènes d’interférences
quantiques. Toutefois, dans une situation réaliste ces interférences sont très difficiles à obser-
ver car très fragiles. En effet, un système quantique n’est jamais strictement isolé et subit des
perturbations de l’extérieur. Du point de vue du système d’intérêt, ces petites perturbations
sont perçues comme autant de contributions aléatoires1 à la phase de la fonction d’onde. En
pratique la cohérence de phase, i.e. la capacité du système à conserver une phase bien définie,
est rapidement détruite lorsque le nombre de degrés de liberté couplés au système augmente, ce
qui se produit lorsqu’on élève la température. Par exemple, on peut observer des phénomènes
d’interférences quantiques entre électrons d’un métal aux basses températures (T . 1 K). En
augmentant la température, on active les mécanismes de décohérence, comme les interactions
avec les vibrations du cristal, ou les interactions avec les autres électrons.

2ème idée : la mesure et la réduction du paquet d’onde.– Nous avons vu que le proces-
sus de mesure, décrit par les postulats de von Neumann, correspond à une évolution stochastique,
alors qu’en l’absence de mesure/observation, l’évolution temporelle de l’état quantique est deter-
ministe. Non seulement le résultat de plusieurs mesures, réalisées dans les mêmes conditions
est aléatoire, mais en plus l’état quantique est fortement affecté par la mesure puisque le vecteur
d’état se voit en général amputé d’une partie de ses composantes.

3ème idée : la nature bosonique/fermionique.– Si on ne considère pas un quanton isolé
mais plusieurs quantons identiques, une seconde propriété spécifique aux systèmes quantiques
est la nature bosonique ou fermionique des quantons. Par exemple, dans un atome dans son
état fondamental, le principe de Pauli joue un rôle extrêmement important : tous les électrons

1En principe on devrait étudier l’évolution du système et de l’environnement auquel il est couplé. En général,
l’environnement est caractérisé par un très grand nombre de degrés de liberté (ce qui peut contrebalancer la
faiblesse des couplages), et sa dynamique est peu affectée par le système. Il est donc tentant de remplacer l’effet
de l’environnement par une phase aléatoire décrivant de manière effective l’effet de la dynamique compliquée de
l’environnement sur le système.
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s’empilent dans les orbitales jusqu’au remplissage maximal. La manifestation de la nature boso-
nique ou fermionique peut toutefois faire intervenir des critères plus subtils, comme par exemple
dans l’étude des gaz parfaits quantiques (cours de physique statistique) qui fait apparâıtre une
condition sur la température. à cause des fluctuations thermiques un système tel qu’un gaz ne
reste pas dans son état fondamental mais explore de nombreux états quantiques. Si la probabi-
lité d’occuper un état quantique reste très faible (comme c’est le cas à haute température) les
contraintes sur les occupations des états apportées par le postulat de symétrisation pourront
être complètement négligées et le système se trouve dans un régime classique. Le cas du gaz par-
fait nous montre que le régime quantique, pour lequel le postulat de symétrisation se manifeste
fortement, est un régime de basse température/haute densité (pour des fermions on obtient un
gaz de Fermi et pour des bosons, apparâıt le phénomène de condensation de Bose-Einstein).

4ème idée : la limite classique est celle des grands nombres quantiques.– Qu’est-ce
qui est vraiment quantique (non classique) dans l’équation de Schrödinger ? Considérons des
exemples que nous avons discutés. Le cas de l’oscillateur harmonique nous a montré qu’il est
possible de définir des états quasi-classiques (les états cohérents) décrivant une dynamique mi-
mant d’assez près les résultats classiques (annexe 7.3). En revanche les états stationnaires de
basse énergie (et notamment le fondamental) décrivaient des états quantiques très loin de la
description classique. Une discussion similaire pourrait être faite dans le cas de l’atome d’hy-
drogène. On peut montrer que les états quasi-classiques sont des états pour des grands nombres
quantiques n� 1 et `� 1. Dans ce cas les niveaux d’énergie deviennent très serrés et l’existence
de la quantification du spectre moins notable.

Ces remarques nous permette de reformuler la question : “quand le problème est-il quan-
tique ?”, en plusieurs sous-questions :
1) Quand l’état quantique reproduit-il des propriétés proches de la physique classique ?
2) Quand les phénomènes d’interférences quantiques sont-ils importants ? Quand sont-ils détruits
(décohérence) ?
3) Quand le processus de mesure est-il quantique ?

Discutons deux effets emblématiques pour lesquels les aspects quantiques se manifestent de
façon spectaculaire.
Interférences quantiques et effet Aharonov-Bohm.– On a discuté une expérience où les
interférences quantiques apparaissent de façon très marquée : il s’agissait de la comparaison
entre la diffusion Rutherford entre deux particules discernables et la diffusion entre particules
indiscernables (sections efficaces de la figure 11.4).

Un autre exemple dans un domaine fort différent est celui du transport quantique dans
un petit anneau métallique micrométrique traversé d’un flux magnétique. Classiquement, la
résistance de deux fils de résistances Ra et Rb en parallèle est donnée par la loi de composition
1/R = 1/Ra + 1/Rb. On a déjà remarqué que la fonction d’onde électronique est sensible au po-
tentiel vecteur, donc au flux traversant l’anneau. Ainsi on observe expérimentalement de petites
oscillations de la résistance de l’anneau en fonction du champ magnétique à basse température
(T . 1 K). La résistance de l’anneau ne peut plus simplement s’exprimer en terme de Ra et Rb
mais fait intervenir le flux magnétique au travers de l’anneau, une propriété globale du système.
Ce comportement non classique s’interprète comme un effet d’interférences quantiques entre
amplitudes associées au passage des électrons dans les deux branches de l’anneau.
Stabilité des naines blanches.– On montre une application dans le domaine de l’astrophy-
sique de l’existence du gaz de Fermi. Le principe de Pauli est responsable d’une contribution de
nature purement quantique à la pression du gaz : en effet, les fermions doivent s’empiler dans
des états quantiques de haute énergie, ce qui leur impose d’avoir une impulsion qui génère elle-
même une pression importante. C’est cette pression qui assure la stabilité des naines blanches
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(de petites étoiles peu brillantes et très denses, de la taille typique de la terre pour la masse du
soleil).

16.2 Pour aller plus loin

Pour terminer je souhaite énoncer quelques thèmes me paraissant relever d’un cours général
de mécanique quantique mais qui n’ont pas été évoqués dans ce cours faute de temps (ou des
questions intéressantes et plus avancées) :

• Non séparabilité et intrication quantique. Paradoxe EPR. [6]

• Théorie de la diffusion : diffusion de Bragg [3, 46], diffusion multiple [20, 2].

• Un peu plus sur la théorie de groupes, les groupes discrets, leur application à l’étude des
molécules et des cristaux.

• liaison chimique [45].

• Statistiques quantiques (heureusement traité dans le cours de physique statistique). Conden-
sation de Bose-Einstein, superfluidité [19, 29, 32, 14].

• Méthodes semiclassiques. Passage du quantique au classique (le dernier point soulevé ci-
dessus) [28].

• Décohérence (encore le passage du quantique au classique). Quand observe-t-on des phé-
nomènes d’interférences quantiques ? Qu’est-ce qui les limite ?
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Annexe A

Formulaire

A.1 Compléments mathématiques

A.1.1 Quelques intégrales

L’intégrale gaussienne ∫ +∞

−∞
dx e−x

2
=
√
π (A.1)

L’intégrale du sinus cardinal et de son carré :
∫ +∞

−∞
dx

sinx
x

=
∫ +∞

−∞
dx
(

sinx
x

)2

= π (A.2)

A.1.2 Distribution δ de Dirac

Pour l’usage que nous en avons, il suffit de se souvenir que la distribution δ de Dirac est “nulle
partout sauf en zéro où elle infinie”, ce qui est contenu dans la relation δ(x) f(x) = δ(x) f(0).
Après intégration :

∫ +∞

−∞
dx δ(x) f(x) = f(0) (A.3)

La décomposition de Fourier de la distribution de Dirac découle de la précédente relation :

δ(x) =
∫ +∞

−∞

dk
2π

eikx (A.4)

A.1.3 Fonction Γ, Digamma ψ et fonction β d’Euler

Il est très utile d’avoir en tête quelques propriétés des fonctions spéciales. Cela permet bien
souvent une meilleure efficacité dans les calculs. Des références classiques sont les ouvrages [1,
18, 36].

Fonction Gamma Toutes les intégrales du type
∫∞

0 dxxa e−x
b

peuvent être reliées à la fonc-
tion Γ. Il est donc très utile d’avoir quelques propriétés en tête. Une définition :

Γ(z) def=
∫ ∞

0
dt tz−1 e−t pour Re z > 0 (A.5)

Dont on déduit facilement la propriété :

Γ(z + 1) = z Γ(z) (A.6)
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qui permet d’étendre la définition à l’autre partie du plan complexe, i.e. pour Re z 6 0. Il est
utile de se souvenir des deux valeurs (facile à retrouver) :

Γ(1) = 1 et Γ(1/2) =
√
π (A.7)

[la seconde valeur correspond à l’intégrale (A.1)]. On déduit immédiatement Γ(n+ 1) = n!.

Fonction Digamma La fonction Digamma est définie comme la dérivée logarithmique de la
fonction Γ :

ψ(z) def=
Γ′(z)
Γ(z)

(A.8)

On déduit immédiatement la relation fonctionnelle ψ(z + 1) = ψ(z) + 1
z . Donnons la valeur

ψ(1) = C ' −0.577215 (constante d’Euler-Mascheroni).

Fonction Beta D’autres intégrales très utiles s’expriment à l’aide de la fonction β d’Euler

B(µ, ν) =
∫ 1

0
dt tµ−1(1− t)ν−1 = 2

∫ π/2

0
dθ sin2µ−1 θ cos2ν−1 θ =

Γ(µ)Γ(ν)
Γ(µ+ ν)

(A.9)

A.1.4 Polynômes orthogonaux

Je reprends brièvement quelques éléments de la théorie des polynômes orthogonaux présentée
par exemple dans [36]. L’équation hypergéométrique 1

σ(z) y′′(z) + τ(z) y′(z) + λ y(z) = 0 (A.10)

où σ(z) et τ(z) sont des polynômes de degrés au plus 2 et 1 respectivement, est une équation
différentielle qui apparâıt dans de très nombreux contextes.

Cette équation admet des solutions polynômiales, que nous noterons y(z)→ pn(z), pour des
valeurs discrètes du paramètre λ :

λn = −n τ ′(z)− n(n− 1)
2

σ′′(z) avec n ∈ N . (A.11)

Ces solutions peuvent être construites systématiquement de la manière suivante. Si nous intro-
duisons

ρ(z) def=
1

σ(z)
exp

∫ z

dz′
τ(z′)
σ(z′)

, (A.12)

les polynômes sont donnés par la formule de Rodrigues

pn(z) =
Bn
ρ(z)

dn

dzn
[σ(z)nρ(z)] (A.13)

où Bn est une constante choisie conventionellement. Chaque famille de polynômes orthogonaux
est définie sur un intervalle [a, b] t.q. σ(z)ρ(z)zk s’annule pour z = a et z = b ∀ k ∈ N. Ils
satisfont une condition d’orthonormalisation sur cet intervalle

∫ b

a
dz ρ(z) pn(z) pm(z) = δn,m ||pn||2 , (A.14)

1La forme générale de l’équation hypergéométrique est u′′(z) + τ̃(z)
σ(z)

u′(z) + σ̃(z)

σ(z)2
u(z) = 0 où σ(z) et σ̃(z) sont

des polynômes de degré au plus égal à 2 et τ̃(z) un polynôme de degré au plus égal à 1. Parmi les transformations
u(z)→ y(z) laissant la forme de l’équation invariante, il est possible d’en choisir une telle que σ̃(z)→ λσ(z) (le
polynôme de degré 1 st alors changé τ̃(z)→ τ(z)), i.e. l’équation (A.10).
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où ||pn|| est une constante désignant la norme du polynôme.
Une dernière remarque intéressante est qu’il est possible de construire la fonction génératrice,

ce qui offre une manière alternative (mais équivalente) de la formule de Rodrigues pour les
calculer :

Φ(z, t) def=
∞∑

n=0

tn

n!
p̃n(z) =

1
ρ(z)

∮

C

ds
2iπ

ρ(s)
s− z − σ(s)t

où p̃n(z) =
1

ρ(z)
dn [σ(z)nρ(z)]

dzn
=
pn(z)
Bn

(A.15)
où le contour C entoure z dans le plan complexe de la variable s (mais pas d’autre singularité).
Le théorème des résidus nous fournit l’expression explicite de la fonction génératrice :

Φ(z, t) =
ρ(s0)
ρ(z)

1
1− σ′(s0) t

où s0 est solution de s− z − σ(s) t = 0 (A.16)

Une fois cette fonction connue, ses dérivées successives donnent les polynômes pn(z) (à la
constante arbitraire Bn près).

Nous pouvons appliquer ces résultats généraux à trois familles particulières qui joue un rôle
en mécanique quantique :

1. Les polynômes d’Hermite, solutions de

H ′′n(z)− 2z H ′n(z) + 2nHn(z) = 0 . (A.17)

Cette équation apparâıt dans l’étude de l’oscillateur harmonique unidimensionnel.

2. Les polynômes de Legendre, solutions de

(1− z2)P ′′n (z)− 2z P ′n(z) + n(n+ 1)Pn(z) = 0 , (A.18)

interviennent dans le calcul des harmoniques sphériques (fonctions propres du moment
orbital dans R3).

3. Les polynômes de Laguerre, solutions de

z [Lαn(z)]′′ + (1 + α− z) [Lαn(z)]′ + nLαn(z) = 0 , (A.19)

apparaissent dans le problème d’un oscillateur bidimensionnel isotrope, ou dans le problème
de Landau (particule en champ magnétique uniforme). Ils permettent également de résoudre
l’équation de Schrödinger pour un champ de force central en −1/r (atome d’Hydrogène).

Nom σ(z) τ(z) λn ρ(z) [a, b] Bn ||pn||2

Hermite Hn 1 −2z 2n e−z
2

]−∞,+∞[ (−1)n 2nn!
√
π

Legendre Pn 1− z2 −2z n(n+ 1) 1 [−1,+1] (−1)n/(2n n!) 2
2n+1

Laguerre Lαn z −z + α+ 1 n zαe−z [0,+∞[ 1/n! Γ(n+α+1)
n!

Énonçons explicitement certaines des propriétés données dans le tableau.

Polynômes d’Hermite

La formule de Rodrigues prend la forme

Hn(z) = ez
2

(
− d

dz

)n
e−z

2
. (A.20)
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Nous déduisons de cette expression la relation de récurrence

Hn(z) =
(

2z − d
dz

)
Hn−1(z) (A.21)

Nous pouvons calculer la fonction génératrice

∞∑

n=0

tn

n!
Hn(z) = e2zt−t2 (A.22)

Calculons les premiers polynômes : H0(z) = 1, H1(z) = 2z, H2(z) = 4z2 − 2, etc.

Polynômes de Legendre

La formule de Rodrigues prend la forme

Pn(z) =
1

2n n!
dn

dzn
(z2 − 1)n =

1
2n

bn/2c∑

k=0

(−1)k(2n− 2k)!
k!(n− k)!(n− 2k)!

zn−2k (A.23)

La fonction génératrice des polynômes de Legendre est

∞∑

n=0

tn Pn(z) =
1√

1− 2zt+ t2
(A.24)

Les premiers polynômes sont : P0(z) = 1, P1(z) = z, P2(z) = 3z2−1
2 , etc.

Polynômes de Laguerre

La formule de Rodrigues prend la forme

Lαn(z) =
1
n!
z−αez

dn

dzn
(zn+αe−z) =

n∑

m=0

(−1)m
(
n+ α
n− α

)
zm

m!
(A.25)

où
(
n
p

)
= n!

p!(n−p)! [si n et p ne sont pas entiers, la factorielle n! est remplacée par la fonction

Γ(n+ 1)]. La fonction génératrice de ces polynômes est

∞∑

n=0

tn Lαn(z) =
1

(1− t)α+1
exp− zt

1− t (A.26)

Les premiers polynômes sont : Lα0 (z) = 1, Lα1 (z) = 1 + α− z, Lα2 (z) = 1
2 [(1 + α)(2 + α)− 2(2 +

α)z + z2], etc.
On donne Lαn(0) = Γ(n+α+1)

Γ(n+1)Γ(α+1) , qui sera utile.

A.1.5 Fonctions cylindriques

Rappelons quelques formules utiles [18]. L’équation de Bessel apparâıt naturellement dans les
problèmes bidimensionnels à symétrie de révolution :

(
d2

dz2
+

1
z

d
dz

+ 1− ν2

z2

)
Zν(z) = 0 (A.27)
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Elle admet différentes bases de solutions. Une première base est fournie par les fonctions de
Bessel (régulière à l’origine si ν > 0)

Jν(z) =
∞∑

n=0

(−1)n
(z/2)2n+ν

n!Γ(ν + n+ 1)
(A.28)

et la fonction de Neunmann (Bessel de seconde espèce, singulière à l’origine)

Nν(z) =
cosπν Jν(z)− J−ν(z)

sinπν
pour ν /∈ N (A.29)

Lorsque ν = n ∈ N :

Nn(z) =
1
π

{
2 Jn(z) ln

z

2
− (1− δn,0)

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!
k!

(
2
z

)n−2k

−
∞∑

k=0

(−1)k(z/2)n+2k

k!(n+ k)!
[ψ(n+ k + 1) + ψ(k + 1)]

}
(A.30)

Pour des indices entiers, la représentation intégrale est utile

Jn(z) = i−n
∫ 2π

0

dθ
2π

einθ+iz cos θ (A.31)

Remarquons que pour un indice entier J−n(z) = Jn(z).
Les comportements asymptotiques de ces fonctions sont

Jν(z →∞) '
√

2
πz

cos
(
z − π

2
ν − π

4

)
(A.32)

Nν(z →∞) '
√

2
πz

sin
(
z − π

2
ν − π

4

)
(A.33)

ce qui laisse suggérer qu’une autre base de fonctions intéressantes est donnée par la fonction de
Hankel (Bessel de troisième espèce)

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iNν(z) (A.34)

et H(2)
ν (z) = Jν(z)− iNν(z) (sa conjuguée si z ∈ R). Le comportement asymptotique est

H(1)
ν (z →∞) '

√
2
πz

ei(z−π
2
ν−π

4
) . (A.35)

Il est aussi intéressant de mentionner le comportement limite de la fonction de Hankel d’indice
ν = 0 :

H
(1)
0 (z → 0) ' 2i

π
ln
(
zeC/2

)
+ 1 (A.36)

où C ' −0.577215 est la constante d’Euler-Mascheroni.
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A.2 Constantes fondamentales

Constantes universelles

• Constante de Planck ~ = 1.054 571 68(18)× 10−34 J.s

• Constante de Boltzmann kB = 1.380 6505(24)× 10−23 J.K−1

• Vitesse de la lumière c = 299 792 458 m.s−1

• ~c = 197.326 968(17) eV.nm

Masses

• Électron me = 9.109 382 15(45)× 10−31 kg

Longueur Compton de l’électron λ̄c
def= ~

mec
= 0.386 159× 10−12 m

ou λc
def= 2πλ̄c = 2.426 310 2175(33)× 10−12 m

• Muon mµ = 1.883 531 30(11)× 10−28 kg

Longueur Compton du muon λC,µ = 11.734 441 04(30)× 10−15 m

• Proton mp = 1.672 621 637(83)× 10−27 kg

Longueur Compton du proton λC,p = 1.321 409 8446(19)× 10−15 m

• Neutron mn = 1.674 927 211(84)× 10−27 kg

Longueur Compton du neutron λC,n = 1.319 590 8951(20)× 10−15 m

Constantes de couplage

• Interaction gravitationnelle : G = 6.674 2(10)× 10−11 kg−1m3s−2

• Interaction électromagnétique :

qe = −1.602176487(40)× 10−19 C

e2 def= q2
e

4πε0
= 1.439 964 4(1) eV.nm

Constante de structure fine α def= e2

~c = 1
137.035 999 11 (46)

• Quantum de résistance h
2q2
e

= 12 906.403 7787(88) Ω

• Facteur de Landé de l’électron : ge = −2.002 319 304 3622(15)

• Facteur de Landé du proton : gp = 5.585 694 713(46)

• Facteur de Landé du neutron : gn = −3.826 085 45(90)

Rydberg

• R def= mee4

2~2 = 1
2α

2mec
2 = 13.605 6923 (12) eV
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Annexe B

Problème : Résistance d’un fil
quantique unidimensionnel

Le problème vise à étudier la résistance électrique d’une barrière de potentiel. Nous considérons
une situation strictement unidimensionnelle.

1/ Normalisation des ondes planes.– On choisit de repérer les ondes planes par leur
énergie E et la direction de propagation σ = ±. Montrer qu’avec le choix de normalisation
〈ϕE,σ |ϕE′,σ′ 〉 = δσ,σ′ δ(E − E′) les ondes planes sont

ϕE,σ(x) =
1√
hv(E)

eiσk(E)x où v(E) =
~k(E)
m

def=
√

2E/m. (B.1)

2/ Courant de probabilité. Dans toute la suite du problème, nous étudions la transmission
à travers une barrière de potentiel dans la situation unidimensionnelle : H = − ~2

2m
∂2

∂x2 + V (x).
Le potentiel est tel que V (x→ ±∞) = 0.

a/ L’état stationnaire en provenance de la région des x < 0 est alors de la forme

ϕE,+(x) '
x→−∞

1√
hv

(
eikx + r e−ikx

)
(B.2)

'
x→+∞

1√
hv

t eikx (B.3)

où r et t sont deux coefficients complexes. Nous sous-entendons les dépendances en énergie de
ces coefficients et de v ≡ v(E) et k ≡ k(E) > 0. Calculer le courant de probabilité JE,+(x) pour
x→ −∞ puis pour x→ +∞. Quelle relation pouvez-vous déduire entre |r| et |t| ?
b/ L’état stationnaire en provenance de la région des x > 0 est

ϕE,−(x) '
x→−∞

1√
hv

t′ e−ikx (B.4)

'
x→+∞

1√
hv

(
e−ikx + r′ eikx

)
(B.5)

Donner le courant JE,− associé à cet état à gauche et à droite de la barrière. Préciser la relation
entre |r′| et |t′|.
c/ Wronskien.– Soient f1(x) et f2(x) deux solutions linéairement indépendantes de l’équation
de Schrödinger stationnaire H f1,2(x) = Ef1,2(x) pour une même énergie E. Montrer que le
wronskien W [f1; f2] def= f1(x) df2(x)

dx − df1(x)
dx f2(x) est constant sur R.
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Problème : Résistance d’un fil quantique unidimensionnel

d/ Relation entre t et t′.– Calculer le Wronskien W [ϕE,−;ϕE,+] pour x → −∞ puis pour
x→ +∞. En déduire une relation entre t et t′.

3/ Résistance de Landauer.– Nous considérons un fil quantique unidimensionnel séparant
deux gaz d’électrons. Ces derniers jouent le rôle de deux réservoirs d’électrons dont les énergies
de Fermi sont EF et EF + e V , où −e est la charge de l’électron. La différence entre les énergies
de Fermi est ajustée en appliquant une tension V aux bornes du fil (cf. figure). Nous admettons
que le courant dans le fil est donné par

I = e

(∫ EF+eV

0
dE JE,+ +

∫ EF

0
dE JE,−

)
(B.6)

Cette expression décrit l’injection d’électrons depuis la gauche (resp. la droite) dans tous les
états ϕE,+(x) (resp. ϕE,−(x)) de [0, EF + eV ] (resp. [0, EF ]).

a/ Exprimer I en fonction de t et t′ puis du seul coefficient t.

b/ Dans la limite du transport linéaire (V → 0) on peut extraire la résistance du fil unidimen-
sionnelle : R = V/I. Montrer que la résistance est

R =
h

e2

1
|t(EF )|2 (B.7)

c/ On note RK la valeur de la résistance pour un fil parfait (sans barrière de potentiel), appelée
constante de von Klitzing1. Si on prend en compte la dégénérescence de spin des électrons, le
courant est doublé et le quantum de résistance qui intervient est RK/2.
A. N. : On rappelle que e = 1.6 10−19 C et ~ = 10−34 J.s. Calculer RK/2 en Ohms.
Commenter le résultat expérimental (figure de droite).

V

V

Vg

g

I

I

I
EF

+ eV EF

fil quantique

Figure B.1 – Constriction traversée par un courant (realisée dans un gaz d’électrons bidimen-
sionnel à l’interface de deux semiconducteurs). Si la constriction est suffisamment fermée, ce qui
est le cas en appliquant une tension Vg sur les grilles latérales assez négative, la constriction se
comporte comme un fil unidimensionnel. à droite : résistance d’une telle constriction en fonction
de la tension Vg (“gate voltage”) ; d’après B. J. van Wees et al., Quantized conductance of point
contacts in a two-dimensional electron gas, Phys. Rev. Lett. 60(9), 848 (1988).

1Klaus von Klitzing (1943-) prix Nobel 1985 pour la découverte de l’effet Hall quantique entier.
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Annexe C

Problème : Temps de Wigner,
relation de Krein-Friedel et capacité
quantique

Nous étudions certaines propriétés de la diffusion undimensionnelle sur un axe semi-infini
(R+). Nous considérons une onde envoyée de +∞ sur un potentiel non nul sur [0, L] et im-
pénétrable sur R− (V (x < 0) = ∞) : cette situation est représentée sur la partie gauche de
la figure C.1. Nous introduirons les concepts de déphasage et de temps de Wigner dont une
application permet l’étude de la capacité quantique d’un conducteur de dimension micrométrique
à basse température.
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incident

0
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En

V(x)

xE1

..
.

V
0

ba L0

Γn

Figure C.1 – Diffusion sur une ligne semi infinie. Deux exemples de potentiels.

1/ Cas libre : V (x < 0) =∞ et V (x > 0) = 0.– On note ψk(x) la solution d’énergie Ek = ~2k2

2m
(avec k > 0). Que vaut ψk(0) ? Trouver la solution normalisée de l’équation de Schrödinger
stationnaire.

Indication : La condition de normalisation d’une base continue est 〈ψk |ψk′ 〉 = δ(k − k′).
On rappelle que la distribution de Dirac se décompose comme δ(K) =

∫ +∞
−∞

dx
2πeiKx.

2/ Nous considérons jusqu’à la fin du problème le cas d’un potentiel non nul sur [0, L]
(figure C.1). Nous notons ψk(x) la solution de l’équation de Schrödinger stationnaire pour
une énergie Ek = ~2k2

2m (avec k > 0)

(
− ~2

2m
d2

dx2
+ V (x)

)
ψk(x) = Ek ψk(x) (C.1)

Nous discutons par la suite les propriétés de cette solution dans la région asymptotique, où
V (x) = 0.
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Problème : Temps de Wigner, relation de Krein-Friedel et capacité quantique

a) Déphasage.– Montrer que la solution peut s’écrire sous la forme :

ψk(x) =
1√
2π

(
e−ik(x−L) + r(Ek) eik(x−L)

)
pour x > L (C.2)

Interpréter les deux termes. Calculer le courant de probabilité Jk = ~
m Im(ψ∗k

dψk
dx ) correspon-

dant. Discuter le résultat. Justifier que r(E) = eiη(E), avec η ∈ R. La phase η(E) est appelée
“déphasage”. Montrer que dans le problème libre (V (x > 0) = 0) on a η(Ek) = π + 2kL.

b) Temps de Wigner.– On introduit le temps de Wigner

τ(E) def= ~
dη(E)

dE
(C.3)

Vérifier que τ a la dimension d’un temps. Dans le cas libre, V (x > 0) = 0, calculer τ(E) en
fonction de L et vk

def= 1
~

dEk
dk (préciser le sens physique de vk).

Nous cherchons une interprétation physique de τ(E). Pour cela, considérons un paquet
d’onde, i.e. une superposition d’états stationnaires solutions de (C.1) :

Φ(x, t) =
∫ ∞

0
dk g(k − k0)ψk(x) e−iEkt/~ (C.4)

c) Rappeler l’équation de Schrödinger en temps. Montrer que Φ(x, t) en est une solution. En
utilisant l’équation (C.2), montrer que, pour x > L, on peut le séparer en une partie incidente
et une partie réfléchie Φ(x, t) = Φinc(x, t) + Φref(x, t). Expliciter les deux termes.

d) La fonction g(k − k0) est de largeur δk. Que peut-on dire de la largeur spatiale de Φinc(x, t)
et Φref(x, t) pour x > L ?

e) La fonction g(k) est supposée centrée sur 0 et étroite δk � k0. En développant les quantités
dépendant de k dans ψk(x) e−iEkt/~ autour de k0 au premier ordre en (k − k0), montrer que

Φinc(x > L, t) ' e−i[k0(x−L)+Ek0
t/~] f(x− L+ v0t) (C.5)

Φref(x > L, t) ' ei[k0(x−L)−Ek0
t/~+η(Ek0

)] f(−(x− L) + v0(t− τ0)) (C.6)

Donner l’expression de f(x) sous la forme d’une intégrale. Exprimer v0 en fonction de k0 et
donner son sens physique. Montrer que τ0 est relié au temps de Wigner. Déduire l’interprétation
physique de ce dernier.
Pouvez-vous interpréter physiquement la valeur de τ(E) obtenue dans le cas libre à la question
2.b ?
Quel phénomène avons-nous négligé dans l’équation d’onde en ne gardant que les termes linéaires
en (k − k0) dans le développement ?

3/ État résonnant.– Nous considérons une barrière de potentiel rectangulaire : V (x) = V0 sur
[a, a+ b] et V (x > 0) = 0 ailleurs (partie droite de la figure C.1).

a) Question de cours : puits isolé.– Dans la limite V0 → ∞, rappeler les valeurs propres de
l’énergie, notées En (obtenues par résolution de l’équation de Schrödinger sur [0, a]) ; préciser le
domaine de variation du nombre quantique n.

b) Barrière rectangulaire.– Si E < V0, rappeler la dépendance de la probabilité de transmission
T (E) à travers la barrière (on demande uniquement un résultat qualitatif en fonction de b ; on
pourra introduire la notation E = V0 − ~2q2

2m ).
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Problème : Temps de Wigner, relation de Krein-Friedel et capacité quantique

c) Déphasage.– Pour V0 fini, on admet que, pour une énergie voisine de En, le déphasage est
donné par

eiη(E) '
E∼En

E − En − iΓn/2
E − En + iΓn/2

(C.7)

Calculer le τ(E) correspondant et tracer soigneusement la courbe. Préciser la valeur de τ(En).
Intégrer l’expression obtenue 1

~
∫ +∞
−∞ dE τ(E).

Indication :
∫ +∞
−∞ dx a/π

x2+a2 = 1.

d) Largeur de résonance.– On peut montrer que Γn ∼ T (En)×En. En utilisant le résultat de la
question précédente, interpréter physiquement cette expression. Discuter la dépendance avec n.

e) Règle de somme de Krein-Friedel.– En utilisant l’éq. (C.7), que vaut le déphasage η(E)
loin de la résonance, i.e. pour |E − En| � Γn ? Par définition, on construit le déphasage η(E)
comme une fonction continue (sans discontinuité de 2π). En admettant que η(0) = 0, tracer
l’allure de η(E) autour de la résonance E ∼ En. En déduire que

η(E)− η(E′)
2π

≈ nombre de résonances ∈ [E′, E] (C.8)

Autrement dit, il est possible d’établir un lien entre le spectre du problème isolé (le nombre
d’états En) et une propriété du problème de diffusion (le déphasage).

4/ Capacité quantique.– On peut montrer que le temps de Wigner est directement relié à la
capacité quantique d’un système mésoscopique cohérent (de dimension ∼ 1µm) : Cq = e2

2π~τ(εF ),
où εF est l’énergie de Fermi (e est la charge de l’électron). Sur la figure, est représenté un dispositif
expérimental permettant une mesure de Cq (par une mesure de l’impédance dynamique). La
tension de grille VG permet de faire varier l’énergie. Le résultat expérimental est donné sur la
figure en bas à droite. On peut voir que la largeur des pics est de l’ordre de ∆VG ≈ 1mVolt (cela
correspond à une énergie e∆VG). En déduire la valeur du temps de Wigner au sommet des pics
et interpréter physiquement cette valeur.

Annexe :
~ ' 10−34 J.s et e ' 1.6× 10−19 C
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Problème : Temps de Wigner, relation de Krein-Friedel et capacité quantique

Figure C.2 – Mesure d’une capacité quantique.– En haut : Le système est une cavité
quantique réalisée dans un gaz d’électrons bidimensionnel (électrons piégés à une interface de
GaAs/GaxAl1−xAs). La cavité est fermée à l’aide d’une constriction contrôlée par les tensions
de grille VG. En bas à gauche : prédiction théorique pour dépendance de la capacité quantique Cq
en fonction de la tension de grille VG. En bas à droite : capacités mesurées expérimentalement,
à une température de T = 30 mK. Cµ est la “capacité mésoscopique” correspondant à la mise
en série de la capacité quantique Cq et de la capacité géométrique (donnée par l’équation de
Poisson) : 1/Cµ = 1/Cq + 1/Cgeo. Tiré de J. Gabelli et al., Violation of Kirchhoff’s laws for a
coherent RC circuit, Science 313, p. 499 (2006).
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Annexe D

Problème : Opérateur d’évolution et
propagateur de l’équation de
Schrödinger libre

Une partie de ce problème a été posé en examen de mathématiques, d’où son caractère plutôt
technique.

Opérateur d’évolution.– Il est possible de résoudre l’équation de Schrödinger i~ d
dt |ψ(t) 〉 =

Ĥ|ψ(t) 〉 en introduisant l’opérateur d’évolution1 Û(t) = e−
i
~ Ĥt . La fonction d’onde à l’instant

t est alors donnée en faisant agir l’opérateur d’évolution (l’opérateur de translation temporelle)
sur l’état initial : |ψ(t) 〉 = Û(t)|ψ(0) 〉.

Propagateur.– Dans le problème nous étudions l’opérateur d’évolution Û(t) = e−
i
~ Ĥ0t pour

une particule libre de masse m : Ĥ0 = p̂2

2m . Les éléments de matrice de Û(t) sont appelés le
“propagateur” :

K(x, t|x′, 0) def= 〈x |Û(t)|x′ 〉 pour t > 0 (D.1)
= 0 pour t < 0 (D.2)

K(x, t|x′, 0) s’interprète comme l’amplitude de probabilité pour que la particule initialement en x′

se trouve en x après un temps t (cette fonction décrit comment le quanton se “propage” dans
l’espace). Pour alléger nous faisons ~ = 2m = 1, ainsi l’équation de Schrödinger libre Ĥ0|φk 〉 =
Ek|φk 〉 a pour solution les ondes planes φk(x) = 1√

2π
eikx d’énergie Ek = k2 avec k ∈ R.

1/ Résolvante.– Nous commençons par étudier une quantité intermédiaire, la résolvante, fonc-
tion de la variable complexe z ∈ C

G(x− x′; z) def= 〈x | 1
z − Ĥ0

|x′ 〉 (D.3)

(nous avons utilisé l’invariance par translation du problème libre).

a/ En introduisant une relation de fermeture, montrer que G(x− x′; z) =
∫ +∞
−∞

dk
2π

1
z−k2 eik(x−x′).

b/ Montrer que G(x; z) est une fonction analytique de la variable z, ∀ x. Préciser le domaine
d’analyticité. Pouvez-vous relier les singularités de G(x; z) aux propriétés de H0 ?

1Cette expression est valable pour un hamiltonien indépendant du temps. Notons qu’il est également possible de
construire l’opérateur d’évolution lorsque l’hamiltonien dépend du temps : pour cela on doit résoudre i~ d

dt
Û(t) =

Ĥ(t) Û(t) avec la condition initiale Û(0) = 1.
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Problème : Opérateur d’évolution et propagateur de l’équation de Schrödinger libre

c/ En utilisant le théorème des résidus, calculer la résolvante pour z = −q2 avec q ∈ R+∗.
Montrer alors que

G(x; z) = − 1
2
√−z e−

√−z |x| (D.4)

La coupure de la fonction logarithme ln(z) et de la fonction puissance zα = eα ln(z) est choisie
sur R− (détermination principale du logarithme).

d/ Fonction de Green retardée.– Nous introduisons la fonction de la variable réelle E

GR(x;E) def=




G(x;E) pour E < 0

lim
η→0+

G(x;E + iη) pour E > 0 (D.5)

Donner l’expression de GR(x;E) pour E ∈ R+ et E ∈ R−.

2/ Propagateur.
a/ Relation avec la fonction de Green.– Soit k(t) = θ(t) e−iE0t, où θ(t) est la fonction de Hea-
viside. Calculer sa transformée de Fourier : g(E) = −i

∫ +∞
−∞ dt k(t) e(iE−η)t (on a rajouté un

“régulateur η → 0+”, qu’on gardera dans l’expression, pour faire converger l’intégrale). En
déduire la relation2

K(x, t|x′, 0) = i
∫ +∞

−∞

dE
2π

GR(x− x′;E) e−iEt pour t > 0 (D.6)

= 0 pour t < 0 (D.7)

(la dénomination de fonction de Green “retardée” est justifiée par le fait que sa transformée de
Fourier K(x, t|x′, 0) est une fonction causale).

b/ Montrer que le propagateur s’écrit comme l’intégrale d’une fonction analytique sur le contour
C, constitué de l’axe imaginaire positif (axe ∆1) et de l’axe réel positif (axe ∆2) (figure D.1.gauche) :

K(x, t|0, 0) =
∫

C

dz
2π

eiz|x|−iz2t (D.8)

∆
2

∆
1

z

∆
3

∆
1
−

ΓR
z

Figure D.1 – à gauche : le contour C. à droite : le contour de la question 2.b.

c/ On considère
∮

dz eiz|x|−iz2t sur le contour fermé de la partie droite de la figure D.1. Montrer
que ∫

ΓR

dz eiz|x|−iz2t −→
R→∞

0 (D.9)

où ΓR est le quart de cercle.
2Pour passer des fonctions k(t) et g(E) aux éléments de matrice des opérateurs, on pourra décomposer ceux-ci

sur la base d’états stationnaires.
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Problème : Opérateur d’évolution et propagateur de l’équation de Schrödinger libre

d/ Déduire la valeur de K(x, t|0, 0) (utiliser l’annexe).

e/ En utilisant l’analyse dimensionnelle, rétablir ~ et m dans le résultat. Vérifier que le propa-
gateur est solution de l’équation de Schrödinger libre

(
i~
∂

∂t
+

~2

2m
∂2

∂x2

)
K(x, t|x′, 0) = δ(t) δ(x− x′) (D.10)

(on parle également de “fonction de Green” de l’équation).

3/ Évolution temporelle d’un paquet d’onde gaussien.

a/ Connaissant la fonction d’onde ψ(x, 0) = 〈x |ψ(0) 〉 à l’instant t = 0, montrer que la fonction
d’onde au temps t est donnée par une convolution

ψ(x, t) =
∫

dx′K(x, t|x′, 0)ψ(x′, 0) (D.11)

b/ à titre d’application nous étudions l’évolution temporelle d’une fonction d’onde gaussienne :

ψ(x, 0) =
1

(2πa2)1/4
e−

x2

4a2 (D.12)

Vérifier la normalisation. Calculer ψ(x, t) (utiliser l’annexe). Déduire |ψ(x, t)|2.

c/ Largeur du paquet d’onde.– Montrer que la largeur de la fonction d’onde, définie par ∆x2
ψ(t)

def=
〈x̂2〉ψ(t) − 〈x̂〉2ψ(t), est donnée par

∆xψ(t) =

√
a2 +

(
~t

2ma

)2

(D.13)

Tracer ∆xψ(t) en fonction de t. Tracer soigneusement |ψ(x, t)|2 pour deux temps successifs.

d/ à quelle propriété de l’équation de Schrödinger est due l’étalement du paquet d’onde ? Quelle
serait l’évolution de la fonction d’onde si l’hamiltonien était Ĥ0 = vF p̂ ?

e/ Comparaison avec l’équation de la diffusion (classique).– Il est tentant de comparer l’équation
de Schrödinger libre à l’équation de la diffusion classique3 : ∂

∂tP (x, t) = D ∂2

∂x2P (x, t). Le passage
de l’une à l’autre se fait selon les substitutions : ψ → P , t → −it et ~

2m → D. Montrer que,
si P (x, 0) est une gaussienne de largeur a, la largeur de P (x, t) est ∆xclass(t) =

√
a2 + 2Dt.

Commenter le comportement à grand temps.
Discuter la différence avec l’étalement du paquet d’onde gaussien pour l’équation de Schrödin-

ger. Pouvait-on identifier ~
2m avec une “constante de diffusion quantique” ?

f/On s’intéresse maintenant à la fonction d’onde φ(x, 0) = ψ(x, 0) eik0x. Calculer φ(x, t) puis
|φ(x, t)|2. Discuter la différence avec |ψ(x, t)|2.

Annexe : On rappelle que
∫ +∞
−∞ dx eikx−ax2

=
√

π
a e−

k2

4a pour Re(a) > 0.

3Rappelons l’origine de l’équation de diffusion (l’équation de la chaleur).
(1) Soit n(~x, t) une densité de particules (ou une densité de probabilité, ou d’énergie,...). Nous introduisons
la densité de courant de particules ~j(~x, t) permettant de caractériser les flux de particules. Les deux quantités
satisfont l’équation ∂tn(~x, t) + ~∇ ·~j(~x, t) = 0 exprimant localement la conservation du nombre de particules.
(2) On adjoint la loi (empirique) de Fick ~j = −D~∇n exprimant que les particules se déplacent vers des régions de
forte concentration vers celles de faible concentration. Le coefficient de proportionalité D est appelé “constante
de diffusion”.
En injectant la loi de Fick dans l’éq. de conservation, nous obtenons ∂tn = D∆n.
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Annexe E

Problème : Formule de trace

L’objet du problème est de discuter deux représentations de la densité d’états ρ(E) def=
∑

n δ(E−
En) de la particule libre dans une bôıte. L’une d’elle établit un lien explicite avec la dynamique
classique du problème.

On considère l’équation de Schrödinger, − d2

dx2ψ(x) = Eψ(x) (pour simplifier on choisit un
système d’unités t.q. ~2

2m = 1), sur un intervalle fini [0, L] avec conditions aux limites de Dirichlet
ψ(0) = ψ(L) = 0. On rappelle que le spectre des énergies est

En = k2
n =

(nπ
L

)2
avec n ∈ N∗ (E.1)

1. Peigne de Dirac et formule de Poisson.– On introduit le peigne de Dirac Πa(x) def=∑
n∈Z δ(x− na).

(a) En remarquant qu’il s’agit d’une “fonction” périodique, montrer que

∑

n∈Z
δ(x− na) =

1
a

∑

n∈Z
e2iπnx/a (E.2)

(b) Calculer la transformée de Fourier du peigne Π̂a = F(Πa). Pour quelle valeur de a le
peigne de Dirac est-il stable sous la transformation de Fourier Π̂a = Πa ?

(c) Soit f une fonction C∞(R) de L1(R) et f̂ sa transformée de Fourier. Déduire l’autre
forme de la formule de Poisson

∑

n∈Z
f(n) =

√
2π
∑

n∈Z
f̂(2πn) (E.3)

2. Densité d’états et formule de trace.– On introduit la densité d’états (fonction de
k =
√
E)

%(k) def=
∞∑

n=1

δ(k − kn) (E.4)

(a) Tracer soigneusement la densité d’états intégrée N (k2) def=
∫ k

0 dk′ %(k′) pour la parti-
cule libre dans une bôıte (i.e. le nombre d’états d’énergie < k2) en fonction de k.

(b) Montrer que %(k) = L
π − δ(k) + 2L

π

∑∞
n=1 cos(2nkL).

Indication : On pourra appliquer la formule de Poisson à %̃(k) =
∑

n∈Z∗ δ
(
k− n πL

)
en

remarquant que %(k) = %̃(k > −π/L).
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(c) On établit le lien avec la densité fonction de l’énergie %(k)dk = ρ(E)dE. Déduire 1

ρ(E) =
L

2π
√
E
− 1

2
δ(E) +

L

π
√
E

∞∑

n=1

cos(2n
√
E L) (E.5)

Cette formule est appelée une “formule de trace” ; le premier terme est appelé “terme
de Weyl” ; la série s’interprète comme la contribution des orbites periodiques clas-
siques, on reconnait en effet comme argument du cosinus l’action d’une trajectoire
périodique d’énergie E. Comment interpréter le terme de Weyl ?

(d) Déduire la formule de trace pour N (E). Que devient cette expression dans la “limite
thermodynamique” L→∞ ?
Indication : On peut calculer N (k2) def=

∫ k
0 dk′ %(k′) en utilisant

∫ k
0 dk′ δ(k′) = 1/2 pour

k > 0. L’intégration sur l’énergie est plus directe N (E) def=
∫ E
−∞ dE′ ρ(E′).

(e) Tracer soigneusement les premiers termes deN (k2) en fonction de k (terme de Weyl +
terme constant + premier terme de la série de la contribution des orbites periodiques).
Quel est l’intérêt de la formule de trace ?

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

k= E

N
HE

L

Figure E.1 – Densité d’états intégrée et premiers termes de la formule de trace.

3. Thermodynamique d’une particule libre dans une bôıte.– On introduit la fonction
de partition (cf. cours de physique statistique)

Zβ
def=
∑

n

e−βEn et β
def= 1/kBT (E.6)

où T est la température et kB la constante de Boltzmann. Cette fonction génératrice permet
par exemple de calculer l’énergie moyenne d’une particule à l’équilibre thermodynamique
〈E〉 = − ∂

∂β lnZβ.

(a) Limite de basse température (β →∞).– Donner l’expression de Zβ pour la particule
libre dans une bôıte. Quel est le terme dominant pour β →∞ ? Déduire 〈E〉 dans la
limite β →∞.

1On utilise δ(f(x)) =
P
n
δ(x−xn)
|f ′(xn)| où la somme porte sur les racines (supposées simples) de f(x).

Calculer δ(x2 − ε2). Déduire que δ(x2) = 1
x
δ(x).
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(b) Limite de haute température (β → 0).– Calculer la transformée de Fourier de f(x) =

e−β
π2

L2 x
2

. Montrer que

Zβ =
L

2
√
πβ
− 1

2
+

L

2
√
πβ

∞∑

n=1

e−(nL)2/β (E.7)

Déduire le terme dominant de 〈E〉 dans la limite β → 0.

Pour en savoir plus : Des formules de trace (ou “formules de Poisson”) peuvent être développées
pour de nombreuses quantités (densité d’états ou toute quantité thermodynamique s’en déduisant)
dans des situations variées. Leur intérêt est de fournir un développement semi-classique de ces
quantités (un développement du type O(~0)+O(~)+· · · ) : le terme de Weyl est le terme classique,
correspondant au volume de l’espace des phases accessible. Les autres termes du développement
correspondent aux oscillations quantiques, ou oscillations mésoscopiques2. Cette notion a connu
de nombreuses applications dans le domaine du chaos quantique, l’étude quantique des systèmes
classiquement chaotiques, en particulier autour des célèbres formules de trace de Selberg (pour
une surface à courbure négative constante) et de Gutzwiller pour les systèmes classiquement
chaotiques (ou même des graphes, J.-P. Roth, 1983 ; cf. revues [10]).

Annexe :
• Série de Fourier : une fonction périodique f(x + a) = f(x) peut être décomposée en série de
Fourier

f(x) =
∑

n∈Z
fn e+2iπnx/a où fn =

∫ +a/2

−a/2

dx
a
f(x) e−2iπnx/a (E.8)

• Une fonction de L1(R) peut être décomposée sur les ondes planes

f(x) = F†(f̂) =
∫

R

dk√
2π

f̂(k) e+ikx où f̂(k) = F(f) =
∫

R

dx√
2π

f(x) e−ikx (E.9)

2Les oscillations quantiques sont sous dominantes en volume. Leur apparition correspond à une manifestation
des effets de quantification du spectre, i.e. n’est possible que pour de petits systèmes, de tailles “mésoscopiques”
(intermédiaire entre le microscopique et le macroscopique : pas trop petit pour justifier un traitement semi-
classique mais pas trop grand pour ne pas être “noyées” par une valeur moyenne trop grande).
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Annexe F

Problème : Théorème de projection
et facteurs de Landé atomiques

Dans la première partie du problème on démontre le théorème de projection. La seconde partie
en montre une application pour l’étude de l’effet Zeeman des atomes.

Commençons par énoncer le théorème. Soit ~V un opérateur vectoriel, i.e. dont les compo-
santes obéissent aux relations de commutation :





[Jz, Vx] = i~Vy
[Jz, Vy] = −i~Vx
[Jz, Vz] = 0

(F.1)

où ~J est l’opérateur de moment cinétique (les autres relations de commutation s’obtiennent par
permutations circulaires des indices). On note {| j,m 〉} la base d’états propres de ~J 2 et Jz.
Le sous espace de l’espace de Hilbert des vecteurs propres de ~J 2 associés à la valeur propre
~2j(j + 1) est noté Ej .

Théorème de projection : Dans le sous espace Ej , les deux opérateurs ~V et ~J sont proportion-
nels :

~V (Ej) =
〈~V · ~J 〉j
〈 ~J 2〉j

~J (Ej) . (F.2)

〈· · ·〉j = 〈 j,m | · · · | j,m 〉 désigne la moyenne de l’opérateur dans Ej (pour un opérateur scalaire,
la moyenne est indépendante de m). A(Ej) désigne la restriction de l’opérateur A dans le sous
espace Ej .

Autrement dit, tout opérateur vectoriel se comporte, dans Ej , comme l’opérateur de moment
cinétique lui-même.

A. Démonstration du théorème

1/ Retrouvons les relations de commutation (F.1) sur un exemple particulier. Considérons une
particule ponctuelle dont ~r, ~p et ~̀ sont les opérateurs position, impulsion et moment orbital.
Calculer les commutateurs [`z, x], [`z, y] et [`z, z].

2/ On considère maintenant un opérateur vectoriel ~V quelconque. On introduit la notation
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Problème : Théorème de projection et facteurs de Landé atomiques

V± = Vx ± iVy. Montrer que :

[Jz, Vz] = 0 (F.3)
[Jz, V±] = ±~V± (F.4)
[J+, V+] = [J−, V−] = 0 (F.5)
[J+, V−] = −[J−, V+] = 2 ~Vz (F.6)

3/ Règles de sélection.
En déduire à quelle(s) condition(s) sur m et m′ les éléments de matrice 〈 j,m |Vz| j′,m′ 〉 et
〈 j,m |V±| j′,m′ 〉 sont différents de zéro.

4/ Dans cette partie on démontre le théorème. Pour cela on utilse les relations de commutation
(F.3,F.4,F.5,F.6).

a/ Montrer que

〈 j,m |V+| j,m′ 〉 = α+(j) 〈 j,m |J+| j,m′ 〉 ∀ m, m′ (F.7)

b/ Puis montrer que

〈 j,m |V−| j,m′ 〉 = α−(j) 〈 j,m |J−| j,m′ 〉 ∀ m, m′ (F.8)

c/ Enfin montrer successivement que 〈 j,m |Vz| j,m 〉 = m~α+(j) et 〈 j,m |Vz| j,m 〉 = m~α−(j).

d/ On déduit donc des trois questions précédentes que

〈 j,m |~V | j,m′ 〉 = α(j) 〈 j,m | ~J | j,m′ 〉 ∀ m, m′ (F.9)

où α(j) ≡ α+(j) = α−(j). Déduire le théorème (F.2).

Pour s’aider on peut introduire le projecteur dans le sous espace Ej , noté Πj
def=
∑
m | j,m 〉〈 j,m |.

On peut écrire l’équation (F.9) sous la forme Πj
~V Πj = α(j) Πj

~J Πj .

B. Application : effet Zeeman atomique et facteurs de Landé

On considère un atome de numéro atomique Z. L’énergie des électrons s’exprime comme :

H0 =
Z∑

i=1

(
~pi

2

2me
− Ze2

ri

)
+
∑

i>j

e2

rij
(F.10)

où les ~ri et les ~pi sont les positions et les impulsions des électrons. On a introduit les notations
ri = ||~ri||, rij = ||~ri − ~rj || et e2 = q2

e/(4πε0) où qe est la charge de l’électron. Le moment orbital
total de l’atome est la somme des moments de chacun des éléctrons : ~L =

∑Z
i=1

~̀
i. De même

pour l’opérateur de spin ~S =
∑Z

i=1 ~si.

1/ a/ Justifier physiquement que H0 commute avec ~L et ~S.

On note ~J = ~L + ~S le moment cinétique total. Les valeurs propres de ~L 2, ~S 2 et ~J 2 sont
notées respectivement ~2L(L + 1), ~2S(S + 1) et ~2J(J + 1). Les valeurs propres de Jz sont
notées ~MJ .
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b/ Quelles sont les valeurs permises pour S si Z est pair ?

c/ à L et S fixés, quelles sont les valeurs de J permises ?

d/ Pourquoi les valeurs propres de l’énergie ne dépendent-elles pas du nombre quantique MJ ?

e/ L’hamiltonien (F.10) est indépendant du spin. Si les valeurs propres de l’hamiltonien H0

dépendent de L, elles sont indépendantes de S et donc de J . Elles seront notées E(0)
nL . On note

EnLS le sous espace des états propres de H0 associés à la valeur propre E(0)
nL pour un spin total

S fixé. Quelle est la dimension de ce sous-espace ?
Dans la suite de l’exercice on se place dans le sous espace EnLS de l’espace de

Hilbert. L’hamiltonien H0 est donc simplement remplacé par une constante, E(0)
nL .

f/ Les corrections relativistes sont responsables de termes supplémentaires dans l’énergie, dont
un terme dit de couplage spin-orbite de la forme Wso = ξ ~L · ~S (nous supposons ici que ξ est une
constante). Dans le sous espace EnLS , l’hamiltonien est donc :

H1 = H0 +Wso −→
dans EnLS

H1 = E
(0)
nL +Wso (F.11)

Montrer alors que les valeurs propres de H1 dépendent de J et préciser l’expression des valeurs
propres en fonction de L, S et J . Les valeurs propres de Wso seront notées E(so)

LSJ et l’énergie
totale (les valeurs propres de H1) sera notée :

EnLSJ = E
(0)
nL + E

(so)
LSJ (F.12)

2/ Effet Zeeman.
Lorsque l’atome est soumis à un champ magnétique, que nous choisissons dirigé suivant Oz, on
doit ajouter à l’hamiltonien H1 un terme de couplage Zeeman :

WZ = − qe
2me

(
~L+ 2~S

)
· ~B = −γ B(Lz + 2Sz) = ωB(Lz + 2Sz) (F.13)

L’énergie totale est Htot = H1 +WZ . On a introduit γ = qe
2me

(< 0) et ωB = −γ B > 0.
On note EJ le sous espace de EnLS des vecteurs propres de ~J 2 : EnLS =

⊕
J EJ

a/ à l’aide du théorème de projection montrer que, dans le sous espace propre EJ , l’opérateur ~L
est proportionnel à ~J et calculer la constante de proportionnalité.

b/ De même, montrer que ~S est proportionnel à ~J dans le sous espace EJ et calculer la constante
de proportionnalité.

c/ Justifier que H(EJ )
tot est diagonal dans la base des états |nLS; JMJ 〉 de EJ . Montrer que ses

valeurs propres sont de la forme :

EZnLS;JMJ
(B) = EnLSJ + gLSJ ~ωBMJ (F.14)

où gLSJ est le facteur de Landé du niveau EnLSJ , qu’on exprimera en fonction de L, S et J .

d/ Calculer gLSJ pour S = 0 et justifier le résultat.

e/ Même question pour S fini et L = 0.

f/ Spectre Zeeman.– On considère le cas L = 2 et S = 1. Préciser les valeurs de J permises et
calculer les facteurs de Landé g21J associés aux différents niveaux En21J . Représenter soigneu-
sement l’allure du spectre des énergies en fonction du champ magnétique B.
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Annexe G

Problème : Effet Zeeman sur la
structure hyperfine du niveau 1s1/2

On étudie le spectre hyperfin du niveau 1s1/2 de l’atome d’hydrogène en présence d’un champ
magnétique. La structure hyperfine des spectres atomiques provient du couplage entre le spin des
électrons et le spin nucléaire. L’hamiltonien effectif décrivant l’effet pour le niveau fondamental
de l’atome d’hydrogène est

Hhf = A ~S · ~I (G.1)

où ~S est le spin de l’électron et ~I est le spin du proton. La constante est donnée par ~2A = 7µeV.

Les notations choisies pour les vecteurs de base sont données en annexe.

1/ a/ Calculer les commutateurs [~S · ~I, ~S] et [~S · ~I, ~I].

b/ Déduire que si Hhf ne commute ni avec ~S ni avec ~I, il commute en revanche avec le spin total
~F = ~S + ~I.

c/ Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de Hhf .

d/ À quelle longueur d’onde correspond la transition dans le spectre de Hhf ? À quoi peut être
utilisée cette raie ?

2/ Dans la suite du problème, on traite l’effet d’un champ magnétique statique appliqué dans
la direction ~uz. L’hamiltonien du problème est :

H = Hhf +HZ où HZ = ωB Sz (G.2)

ωB est une fréquence proportionnelle au champ magnétique B. Pourquoi peut-on négliger le
couplage entre le champ magnétique et le spin du proton ?

3/ Limite de champ magnétique fort ωB � ~A.– Dans cette question on traite l’effet de
Hhf sur le spectre de HZ par la méthode des perturbations.

a/ Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de l’hamiltonien Zeeman HZ (on prendra
soin de préciser les dégénérescences des niveaux).

b/ Calculer la matrice représentant ~S · ~I dans le sous espace dont la base est {| + + 〉, | +−〉}.
c/ Même question dans le sous espace de base {| − −〉, | −+ 〉}.
d/ En utilisant la méthode des perturbations, donner le spectre des énergies de H (à l’ordre 1
en A) et tracer le spectre Zeeman (les énergies en fonction du champ magnétique B).
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4/ Champ magnétique quelconque.

a/ Démontrer la règle de sélection

〈F,M |H|F ′,M ′ 〉 ∝ δM,M ′ (G.3)

b/ Donner la matrice représentant Sz dans la base {| + + 〉, | − −〉, | +−〉, | −+ 〉}.
c/ Déduire la matrice représentant Sz dans la base couplée {|1, 1 〉, |1,−1 〉, |1, 0 〉, |0, 0 〉}.
d/ Donner la matrice représentant H dans la base couplée.

e/ Calculer les valeurs propres de H (les vecteurs propres ne sont pas demandés).

f/ Tracer soigneusement le spectre Zeeman (les énergies en fonction de B). Comparer aux
résultats perturbatifs de la question 3.

Annexe :

• ~c ' 200 MeV.fm

• Addition de deux spins 1/2

Soient deux spins ~S1 et ~S2. On note {|++ 〉, |+−〉, | −+ 〉, | −−〉} les états propres de S1z et S2z

(avec S1z|±, σ′ 〉 = ±~
2 |±, σ′ 〉 et S2z|σ,±〉 = ±~

2 |σ,±〉). Soit ~F = ~S1 + ~S2 le moment cinétique
total. On note |F,M 〉 les états propres de ~F 2 et Fz (avec ~F 2|F,M 〉 = ~2F (F + 1)|F,M 〉 et
Fz|F,M 〉 = ~M |F,M 〉). On rappelle que

F = 1 :





|1, 1 〉 = | + + 〉

|1, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉+ | −+ 〉)

|1,−1 〉 = | − −〉

(G.4)

F = 0 : |0, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉 − | −+ 〉) (G.5)
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Annexe H

Problème : Atome d’hydrogène en
champ magnétique

On considère un atome d’Hydrogène soumis à un champ magnétique uniforme ~B = B0~uz.
L’hamiltonien décrivant cette situation est

H =
~p 2

2me
− e2

r︸ ︷︷ ︸
H0

+
|qe|B0

2me
(Lz + 2Sz)

︸ ︷︷ ︸
Hpara

+
q2
eB

2
0

8me

(
x2 + y2

)

︸ ︷︷ ︸
Hdia

où e2 def=
q2
e

4πε0
(H.1)

où ~L et ~S sont respectivement les moments cinétiques orbital et de spin. qe et me désignent

la charge et la masse de l’électron. On introduira la fréquence de Larmor ω0
def= |qe|B0

2me
> 0 . On

rappelle que {H0, ~L
2, Lz, ~S

2, Sz} est un ECOC et nous notons

|n, `,m, σ 〉 ≡ |n, `,m 〉︸ ︷︷ ︸
orbite

⊗ | 1
2
, sz = σ

1
2
〉

︸ ︷︷ ︸
spin

avec





n ∈ N∗

` ∈ {0, 1, · · · , n− 1}
m ∈ {−`, −`+ 1, · · · ,+`}
σ ∈ {−, +}

(H.2)

les vecteurs propres de ces cinq opérateurs.

A. Atome d’Hydrogène : H0.–

1/ Rappeler l’expression des valeurs propres de H0, notés E(0)
n , en fonction de l’énergie d’ioni-

sation EI ' 13.6 eV.

2/ Donner les valeurs de E(0)
1 et E(0)

2 en eV.

3/ Préciser les dégénérescences de ces deux niveaux et faire la liste des vecteurs propres associés.

Par la suite on suppose que le champ magnétique B0 appliqué est suffisamment faible pour
justifier un traitement perturbatif. Nous étudierons d’abord le terme paramagnétique, linéaire
en B0, puis le terme diamagnétique.

B. Terme paramagnétique Hpara.– Nous étudions le spectre de H1
def= H0 +Hpara.

1/ Justifier brièvement que {H1, ~L
2, Lz, ~S

2, Sz} est un ECOC. Montrer que les vecteurs
|n, `,m, σ 〉 sont vecteurs propres de H1 (i.e. calculer H1|n, `,m, σ 〉).
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2/ Montrer que les valeurs propres de l’énergie de H1 se mettent sous la forme En,k = E
(0)
n +k ~ω0

où k ∈ Z. On exprimera le nombre quantique k en fonction des nombres quantiques définissant
l’état. On précisera le domaine de variation de k.

3/ a) Donner explicitement les valeurs propres E1,k et E2,k pour les différentes valeurs de k,
en fonction de E(0)

n et ~ω0, en précisant les dégénérescences et les vecteurs propres |n, `,m, σ 〉
associés.

b) Faire un diagramme des énergies résumant les informations de la question 3.a.

C. Terme diamagnétique Hdia.– Nous étudions le spectre de H def= H0 + Hpara + Hdia. Le
terme diamagnétique est traité comme une perturbation à H1.

1/ Règle de sélection.– À quelle condition sur les états de spin (i.e. sur σ et σ′), l’élément de
matrice de Hdia est-il non nul : 〈n, `,m, σ |Hdia|n′, `′,m′, σ′ 〉 6= 0 ?

2/ Niveau n = 1.–

a) Calculer 〈1, 0, 0 |r2|1, 0, 0 〉 en fonction du rayon de Bohr a0 de l’atome d’Hydrogène (cf.
annexe ; Rq : le résultat n’est pas essentiel pour la suite).

b) Montrer que les deux premiers niveaux d’énergie de H1, correspondant à n = 1, reçoivent la
même correction perturbative au premier ordre en Hdia. Exprimer cette correction en fonction
de me, ω0 et 〈1, 0, 0 |r2|1, 0, 0 〉.
c) Déduire l’expression de cette correction perturbative en fonction de me, ω0 et a0 (on pensera
à utiliser les relations de symétrie de l’état 1s de l’atome d’Hydrogène pour relier 〈x2〉1s, 〈y2〉1s

et 〈r2〉1s). Faire un diagramme des énergies (on représentera soigneusement sur la figure : le
niveau n = 1 de H0, puis à côté, ceux de H1 qui en sont issus, et encore à côté ceux de H).

3/ Sous niveau E2,+1.– Parmi les différents niveaux de H1 issus du niveau n = 2 on s’intéresse
au sous-niveau E2,+1.

a) Rappeler les deux vecteurs propres de H1 associés à la valeur propre E2,+1. On note E (E2,+1)
le sous espace propre.

b) Montrer que Hdia est diagonale dans E (E2,+1).

c) Calculer 〈2, 1, 0 |x2 + y2|2, 1, 0 〉 (cf. annexe).

d) On donne 〈2, 0, 0 |x2 + y2|2, 0, 0 〉 = 28 a2
0. Déduire les corrections perturbatives au niveau

E2,+1 au premier ordre en Hdia, en fonction de me, ω0 et a0.

4/ Justifier que le sous-niveau E2,−1 est affecté par les mêmes corrections que E2,+1.

5/ Justifier que la dégénérescence de E2,0 n’est pas levée par Hdia.

D. Sous-niveaux {E2,−2, · · · , E2,+2}.– On donne les corrections aux trois niveaux qui
n’ont pas été calculées : ∆Edia

2,±2 = ∆Edia
2,0 = 12meω

2
0a

2
0. Faire (soigneusement) un diagramme

des énergies associées au niveau n = 2 (valeurs propres de H0, puis à côté celles de H1 et enfin
de H).

E. Application numérique.– Pour un champ magnétique de B0 = 1 T, calculer ω0 (en GHz)
puis ~ω0 et meω

2
0a

2
0 (en eV). Commentaire ?
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Annexe :

Constantes fondamentales : Constante de Planck : ~ ' 1.055 10−34 J.s
Charge de l’électron : |qe| ' 1.602 10−19 C
Masse de l’électron : me ' 0.9 10−30 kg
Rayon de Bohr : a0 ' 0.53 Å

États stationnaires pour H0 : On rappelle que les fonctions d’onde correspondant aux états
propres de l’atome d’Hydrogène |n, `,m 〉 sont de la forme ψn,`,m(~r) = Rn,`(r)Y m

` (θ, ϕ) avec

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

, Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ , Y ±1

1 (θ, ϕ) = ∓
√

3
8π

sin θ e±iϕ

R1,0(r) =
2

a
3/2
0

e−r/a0 , R2,0(r) =
1

√
2 a3/2

0

(
1− r

2a0

)
e−r/2a0 et R2,1(r) =

1

2
√

6 a3/2
0

r

a0
e−r/2a0

Intégrales utiles :

Γ(n+ 1) =
∫ ∞

0
dt tn e−t = n! (H.3)

∫ π

0
dθ sin2n+1 θ = B

(
n+ 1,

1
2

)
=

Γ(n+ 1)Γ(1
2)

Γ(n+ 3
2)

=
2 (2n)!!

(2n+ 1)!!
= 2

2× 4× · · · × (2n)
1× 3× · · · × (2n+ 1)

(H.4)
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Annexe I

Problème : Atome d’hydrogène en
champs croisés

Nouvel emprunt à l’ouvrage [6] (ou plutôt au volume d’exercices qui lui est associé).

On considère un atome d’hydrogène soumis à un champ magnétique statique dirigé selon Oz,
~B = B~uz, et un champ électrique statique dirigé selon Ox, ~E = E~ux. L’hamiltonien décrivant la
dynamique de l’électron s’écrit :

H = H0 +HB +HE (I.1)

avec

H0 =
~p 2

2me
− e2

r
et HE = −q ~r · ~E = |q|E x (I.2)

où ~r et ~p sont les opérateurs position et impulsion de l’électron, me sa masse et q sa charge. On
a introduit la notation e2 def= q2

4πε0
. Si l’on ne prend pas en compte le spin de l’électron, ce qui

sera le cas dans les questions 1 à 3, et qu’on considère la limite des champs faibles :

HB = − q

2me

~L · ~B = ΩB Lz (I.3)

où ~L est l’opérateur moment orbital.

1/ On note |n, `,m 〉 les états propres des opérateurs H0, ~L 2 et Lz, où n est le nombre quan-
tique principal. Rappeler le spectre des énergies de l’hamiltonien H0 (en fonction du Rydberg
R = mee4

2~2 ). Préciser les domaines de variation des entiers n, `, m et discuter soigneusement les
dégénérescences des niveaux.

2/ Effet Zeeman : B 6= 0 et E = 0.– En utilisant la méthode des perturbations, calculer les
valeurs propres de H0 +HB à l’ordre le plus bas en B. Tracer soigneusement le spectre Zeeman
pour les niveaux n = 1 à 3 (i.e. les énergies en fonctions de ΩB ∝ B).

3/ Champs croisés : B 6= 0 et E 6= 0

a/ Une règle de sélection.– Soit Π l’opérateur de parité. On rappelle que les états propres
de H0 sont états propres de la parité : Π |n, `,m 〉 = (−1)`|n, `,m 〉. D’autre part l’opérateur de
position ~r est un opérateur impair, i.e. Π~r Π = −~r. En déduire à quelle condition sur ` et `′ les
éléments de matrice 〈n, `,m |HE |n′, `′,m′ 〉 sont non nuls.

b/ Éléments de matrice de l’opérateur x.– Calculer 〈1, 0, 0 |x|1, 0, 0 〉 puis, en vous aidant
de l’annexe, montrer que :

〈2, 0, 0 |x|2, 1,m 〉 =
3√
2
a0 (δm,1 − δm,−1) (I.4)
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où a0 = ~2

mee2
est le rayon de Bohr.

c/ Niveau n = 1.– En utilisant la méthode des perturbations au premier ordre, exprimer la
correction apportée à l’énergie du fondamental par HB +HE .

d/ Quelle est la dimension de ΩE = 3
~
√

2
a0|q|E ?

e/ Donner la matrice représentant HE dans le sous espace propre Hn=2 associé au niveau n = 2
de H0. On exprimera les éléments de matrice à l’aide de ΩE . On choisit d’ordonner les vecteurs
de base dans l’ordre suivant : {|2, 0, 0 〉, |2, 1, 1 〉, |2, 1, 0 〉, |2, 1,−1 〉}.
f/ Exprimer la matrice représentant HB, puis celle représentant HB + HE , dans le sous espace
Hn=2, en fonction de ΩE et ΩB.

g/ Niveau n = 2.– En utilisant la méthode des perturbations au premier ordre, calculer les
corrections apportées par les champs croisés à l’énergie du niveau n = 2.

h/ On applique un champ magnétique de B = 1 T. Quel est l’ordre de grandeur du champ
électrique (en volts) ayant un effet comparable sur le spectre des énergies ?

4/ Par un calcul perturbatif d’ordre 1 en HB + HE qui généralise celui de la question 3,
W. Pauli a montré en 1925 que, sous l’effet des champs croisés, le nième niveau se sépare
en 2n− 1 sous niveaux d’énergies E(1)

n,k = − R
n2 + k ~Ωn avec k = −(n− 1),−(n− 2), · · · , n− 1,

où Ωn
def=
√
aB2 + b n2E2. Ce résultat a été vérifié expérimentalement au début des années 80

(par exemple : cf. F. Penent, D. Delande & J. C. Gay, Physical Review A37 (1988), p.4707).

a/ Identifier a et b en faisant cöıncider le résultat de Pauli pour n quelconque avec le résultat
obtenu pour n = 2 à la question 3.

b/ Quel est le sens physique du nombre quantique k à champ électrique nul ?

c/ Tracer les énergies en fonction de Ωn=2 pour les 2 premiers niveaux d’énergie. Comparer ce
spectre avec celui de la question 2.

d/ Spin.– Si on prend en compte le spin de l’électron, comment l’hamiltonien de couplage HB

au champ magnétique est-il modifié ? En déduire l’expression des nouvelles énergies.

Annexe

• On rappelle que me ' 10−30 kg, q ' −1.6 10−19 C, ~ ' 10−34 J.s et e2 ' 1.4 eV nm.
• On rappelle que les fonctions propres de H0 sont de la forme : ψn,`,m(~r) ≡ 〈~r |n, `,m〉 =
Rn,`(r)Y m

` (θ, ϕ) où Y m
` est une harmonique sphérique. Les premières sont :

Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

(I.5)

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ et Y ±1

1 (θ, ϕ) = ∓
√

3
8π

sin θ e±iϕ (I.6)

• On donne l’intégrale :
∫ ∞

0
dr r3R2,`=0(r)R2,`=1(r) = −3

√
3 a0 où a0 =

~2

mee2
(I.7)
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Annexe J

Problème : Influence de l’extension
spatiale du noyau sur les niveaux des
ions hydrogénöıdes

Ce sujet est tiré de l’ouvrage [8].

En supposant que le noyau est ponctuel et infiniment lourd, l’Hamiltonien décrivant l’électron
d’un ion hydrogénöıde est

H0 =
~p 2

2me
− Ze2

r
(J.1)

où Z est le numéro atomique. En réalité le noyau a une extension spatiale finie, de l’ordre du
Fermi (1 fm=10−5 Å). Nous allons étudier la modification du spectre sous cet effet.

Un modèle simple consiste à décrire le noyau comme une sphère de rayon ρ0, uniformément
chargée. Le potentiel électrostatique est alors donné par :

V (r) =





−Ze
2

r
pour r > ρ0

Ze2

2ρ0

[(
r

ρ0

)2

− 3

]
pour r 6 ρ0

(J.2)

Afin de traiter perturbativement l’effet de taille du noyau, on introduit

W (r) = V (r) +
Ze2

r
=
Ze2

2ρ0

[(
r

ρ0

)2

+
2ρ0

r
− 3

]
pour r 6 ρ0 (J.3)

et W (r) = 0 pour r > ρ0. L’Hamiltonien s’écrit alors H = H0 +W .

Dans ce problème, on ne prendra pas en compte le spin de l’électron.

0/ Représenter l’allure de V (r) et de W (r) en fonction de r.

A. Préliminaires : spectre de H0.

Pour Z = 1 les fonctions propres de H0 sont de la forme φn,l,m(~r ) = Rn,l(r)Y m
l (θ, ϕ) et les

énergies propres En = − R
n2 où R = e2

2a0
= mee4

2~4 est le Rydberg. a0 = ~2

mee2
est le rayon de Bohr .

a/ Rappeler les valeurs numériques de R et a0. Donner en une phrase la signification physique
de chacune de ces 2 grandeurs.
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b/ Dégénérescences du spectre de l’atome d’Hydrogène : pour une valeur donnée de n, quelles
sont les valeurs possibles de l et m ?

c/ Spectre des ions hydrogénöıdes : pour Z > 1 donner (sans calcul) la dépendance des énergies
en fonction de Z.

d/ Comment les fonctions d’onde dépendent-elles de Z ? (On utilisera les formules des premières
fonctions radiales données en annexe et on généralisera sans démonstration). En particulier,
pour l = 0, comment la densité de probabilité |φn,0,0(~0)|2 varie-t-elle avec Z ?

B. Correction des niveaux pour Z = 1

1/ Règles de sélection.
Exprimer 〈n, l,m |W |n′, l′,m′ 〉 à l’aide des fonctions d’onde. En déduire des conditions nécessaires
pour que 〈n, l,m |W |n′, l′,m′ 〉 soit non nul.

2/ À l’aide de la méthode des perturbations, montrer que les corrections aux valeurs propres à
l’ordre 1 sont

∆En,l =
∫ ∞

0
dr r2W (r) |Rn,l(r)|2 (J.4)

Justifier par un argument de symétrie pourquoi les corrections restent indépendantes de m.

3/ Nous étudions dans cette question la dépendance en l de la correction ∆En,l. À l’aide des
expressions rappelées en annexe (et de la suggestion faite ci-dessous), calculer les corrections

a/ ∆E2,0

b/ ∆E2,1.

Suggestion : On profitera du fait que ρ0 � a0 pour développer la fonction Rn,l(r) au voisinage de
r = 0 dans l’éq. (J.4), c’est-à-dire qu’on utilisera que

∫ 1
0 dxxn e−λx =

∫ 1
0 dxxn (1−λx+· · · ) pour

λ → 0. On exprimera le résultat sous la forme ∆En,l ' Cn,l
e2

2a0
(ρ0

a0
)s où Cn,l est une constante

adimensionnée et s un exposant.

c/ Déduire des 2 questions précédentes qu’on peut négliger les corrections pour l 6= 0.

d/ À quelle propriété des Rn,l(r) cela est-il lié ? Justifier que ∆En,0 ' |Rn,0(0)|2
∫∞

0 dr r2W (r)
(calculer explicitement l’intégrale).

e/ Exprimer ∆En,0 en fonction de φn,0,0(~0).

C. Dépendance en Z

ρ0 peut être pris proportionnel à Z1/3. On posera ρ0 ≈ Z1/3r0 où r0 ∼ 1 fm.

a/ Comment varie ∆En,0 avec Z ?

b/ Comment varie ∆En,0/|En,0| avec Z ? Donner la relation exacte pour n = 2.

c/ Estimer l’ordre de grandeur de la correction relative pour Z = 100. Conclusion ?

Annexe :
On rappelle les premières fonctions radiales associées au potentiel en 1/r :
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R1,0(r) =
2

a
3/2
0

e−r/a0 (J.5)

R2,0(r) =
2

(2a0)3/2

(
1− r

2a0

)
e−r/2a0 (J.6)

R2,1(r) =
1√

3 (2a0)3/2

r

a0
e−r/2a0 (J.7)

et Y 0
0 (θ, ϕ) =

1√
4π

(J.8)
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Annexe K

Problème : Interaction coulombienne
dans l’atome d’Hélium – Mécanisme
d’échange

Prérequis : chapitres 11 et 13.

Nous allons montrer que le principe de Pauli et l’interaction coulombienne sont responsables
d’une interaction effective ferromagnétique entre les spins des électrons de l’atome d’Hélium.

1/ Problème à un électron : ion He+.– Quel est le spectre des valeurs propres de l’hamil-
tonien H = ~p 2

2me
− Ze2

r pour l’ion hydrogénöıde ? Comment les états stationnaires sont-ils classés
(sans oublier le spin) ? Rappeler les dégénérescences des niveaux.

Problème à deux électrons : atome He.– Nous nous intéressons maintenant à l’atome
d’Hélium dont l’hamiltonien (énergie des deux électrons) est

H =
∑

i=1, 2

(
~pi

2

2me
− Ze2

ri

)

︸ ︷︷ ︸
H0

+
e2

||~r1 − ~r2||︸ ︷︷ ︸
W

avec Z = 2 (K.1)

2/ On note Ψ(~r1, σ1;~r2, σ2) =
(
〈~r1, σ1 |⊗〈~r2, σ2 |

)
|Ψ 〉 la fonction d’onde à deux électrons. Quelle

propriété de symétrie doit-elle satisfaire ?

Notations : |~r, σ 〉 def= |~r 〉 ⊗ |σ 〉 ∈Horb ⊗Hspin est une base de l’espace de Hilbert à un électron.
~r est la coordonnée spatiale et σ = ± la coordonnée de spin.

3/ Spectre non perturbé.– Donner le spectre des valeurs propres de H0.

4/ Factorisation orbite-spin.– En vue du traitement de l’interaction coulombienne, il est
judicieux de considérer des états factorisés de la forme : Ψ(~r1, σ1;~r2, σ2) = Φ(~r1;~r2)χ(σ1;σ2) où
|Φ 〉, resp. |χ 〉, est l’état orbital, resp. de spin, des deux électrons.

a) Partie orbitale.– Soient |φa 〉 et |φb 〉 deux états individuels orbitaux. À partir de ces deux états,
construire un état symétrique et un état antisymétrique sous l’échange, notés respectivement
|ΦS 〉 et |ΦA 〉.

b) Partie spin.– On note |S,M 〉 les états propres de ~S 2 et Sz, où ~S = ~S1+ ~S2 est le spin total des
deux électrons. Montrer que P12|S,M 〉 = (−1)S+1|S,M 〉, où P12 désigne l’opérateur d’échange
(cf. cours).
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c) États factorisés.– Déduire les deux types d’états factorisés satisfaisant le postulat de symé-
trisation.

d) Écrire explicitement tous les états quantiques (du type “factorisés”) associés aux deux pre-
miers niveaux d’énergie de H0.

Nous étudions maintenant l’effet du terme d’interaction W sur le spectre des énergies (par
la méthode des perturbations).

5/ État fondamental |1s2 〉.– Exprimer la correction (au premier ordre en W ) à l’énergie du
fondamental de H0 (sous la forme d’une intégrale double).

6/ Premier niveau excité : état |1s12s1 〉.– Pour simplifier, nous oublierons l’existence
des (douze) états |1s12p1 〉. On note |ΨS,M 〉 les quatre états quantiques |1s12s1 〉 associés au
premier niveau excité de H0, formant une base du sous espace propre E (E1).

a) Justifier que W est diagonale dans la base |ΨS,M 〉.
b) Calculer les corrections perturbatives à E1 au premier ordre en W . On exprimera le résultat
à l’aide de l’intégrale de Coulomb

Jab =
∫

d~r1d~r2 |φa(~r1)|2 e2

||~r1 − ~r2||
|φb(~r2)|2 (K.2)

et de l’intégrale d’échange

Kab =
∫

d~r1d~r2 φa(~r1)φb(~r1)∗
e2

||~r1 − ~r2||
φa(~r2)∗φb(~r2) (K.3)

Analyser les dégénérescences. On admet que l’intégrale d’échange K > 0 (on pourra essayer de
le justifier). Faire un diagramme d’énergie. Montrer que l’état triplet de spin est l’état de plus
basse énergie et expliquer cela physiquement.

c) Que pensez-vous de la validité de cette approche perturbative ?

d) Hamiltonien effectif.– En déduire que, dans le sous-espace E (E1), l’interaction coulombienne
peut être décrite de manière effective par l’Hamiltonien

Heff = A+B~S1 · ~S2 (K.4)

i.e. H et Heff ont les mêmes valeurs propres et vecteurs propres dans E (E1). Exprimer A et B
en fonction de J et K. Discuter l’effet du signe de B sur l’état de spin de plus basse énergie.

d) Ordres de grandeurs.– Donner l’ordre de grandeur de l’interaction effective entre spins (i.e.
~2B ou K en eV). On rappelle que e2 = q2

e
4πε0
' 14, 4 eV.Å.

Comparer à l’ordre de grandeur de l’interaction dipolaire magnétique

HDM =
µ0γ

2
e

4π r3
12

[
~S1 · ~S2 − 3

(
~S1 · ~u12

)(
~S2 · ~u12

)]
(K.5)

où r12
def= ||~r1 − ~r2|| et ~u12 est le vecteur unitaire associé au vecteur ~r1 − ~r2. On a introduit le

facteur gyromagnétique γe = geqe
2me

. On rappelle que µ0ε0c
2 = 1.
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Annexe L

Problème : Isolant de Mott et
antiferromagnétisme – Mécanisme de
super-échange

Prérequis : chapitres 11 et 13.

L’interaction dipolaire magnétique entre les spins électroniques est beaucoup trop faible
(∼ 10−5 eV) pour expliquer les propriétés magnétiques des métaux ou des terres rares. Celles-
ci sont plutôt gouvernées par une interaction effective entre spins, conséquence de plusieurs
ingrédients : le principe de Pauli, la délocalisation des électrons et la répulsion coulombienne.

L’objet du problème est de comprendre l’origine de l’interaction effective entre spins. Pour
cela nous allons commencer par nous intéresser à un problème beaucoup plus simple : deux
électrons pouvant se déplacer sur deux sites identiques.
Rq : Ce problème est analogue à l’étude des états de basse énergie de la molécule d’hydrogène
H2 (deux ions équivalents auxquels sont liés, par interaction coulombienne, deux électrons in-
teragissant eux-mêmes).

Espace de Hilbert d’un électron.– L’état quantique électronique décrit l’état orbital (le site
sur lequel il se trouve) et l’état de spin : l’espace de Hilbert a la structure He− = Horb⊗Hspin.
Une base de Horb est {|1 〉, |2 〉} où | i 〉 est un état localisé sur le site i ∈ {1, 2}. Une base de
Hspin est {|+ 〉, |−〉} où |±〉 sont les états propres de l’opérateur Sz.

1/ Espace de Hilbert de 2 électrons.– On note H2 e− =
[
Hpremier e− ⊗Hsecond e−

]
antisym

l’espace de Hilbert des 2 électrons.

Par commodité nous allons construire une base d’états de H2 e− tels que les parties orbite
et spin ne soient pas intriquées : |Ψ 〉 = |ψ 〉orb ⊗ |χ 〉spin où |ψ 〉orb décrit l’état orbital des 2
électrons et |χ 〉spin leur état de spin.

a/ Partie orbitale.– Une base possible des états orbitaux à deux électrons est {| i 〉1 ⊗ | j 〉2},
avec i, j ∈ {1, 2} (l’état | i 〉1 ⊗ | j 〉2 décrit l’électron 1 sur le site i et l’électron 2 sur le site j).
Construire 4 états orbitaux états propres de l’opérateur d’échange P12.

b/ Partie de spin.– Pour la partie spin, on peut choisir les états |S,M 〉spin associés à l’opérateur
de spin total (cf. annexe). Quelle est l’action de P12 sur ces états ?

c/ Quelle doit être l’action de l’opérateur d’échange P12 sur les états |Ψ 〉 de H2 e− ?
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d/ Base de H2 e−.– Montrer que l’état singulet de spin est associé aux trois états :

|Ψ1 〉 = |1 〉1 ⊗ |1 〉2 ⊗ |0, 0 〉spin (L.1)
|Ψ2 〉 = |2 〉1 ⊗ |2 〉2 ⊗ |0, 0 〉spin (L.2)

|ΨS 〉 =
1√
2

(|1 〉1 ⊗ |2 〉2 + |2 〉1 ⊗ |1 〉2)⊗ |0, 0 〉spin (L.3)

alors que l’état triplet est associé aux trois états

|ΨT ,M 〉 =
1√
2

(|1 〉1 ⊗ |2 〉2 − |2 〉1 ⊗ |1 〉2)⊗ |1,M 〉spin (L.4)

Pour deux électrons sur deux sites, on a donc dimH2 e− = 6.

2/ Construction du hamiltonien.– L’hamiltonien H = Hcin + Hint comprend un terme
Hcin pour l’énergie cinétique des électrons et l’interaction ion-électron, ainsi qu’un terme Hint

décrivant l’interaction coulombienne entre les deux électrons.

a/ Hamiltonien d’un électron.– On note h(1) l’hamiltonien de l’électron 1 (énergie cinétique
+ énergie potentielle d’interaction entre l’électron et les ions). Les deux sites sont symétriques.
Justifier brièvement que :

h(1)|1 〉1 = −t|2 〉1
h(1)|2 〉1 = −t|1 〉1

avec t ∈ R+ (L.5)

b/ Hamiltonien Hcin.– On a Hcin = h(1) + h(2). Calculer l’action de Hcin sur les 6 vecteurs
de la base B = {|Ψ1 〉, |Ψ2 〉, |ΨS 〉, |ΨT , 1 〉, |ΨT , 0 〉, |ΨT ,−1 〉} introduite à la question 1.d.
Déduire la matrice représentant Hcin dans la base B.

c/ Hamiltonien Hint.– Nous faisons l’approximation que Hint est diagonal dans la base B. Si
les deux électrons sont sur le même site, l’interaction coulombienne vaut U > 0, sinon 0. Déduire
la matrice représentant Hint dans cette base.

d/ Justifier physiquement que les états triplet |ΨT ,M 〉 ne jouent aucun rôle (i.e. H|ΨT ,M 〉 =
0). Quel est le principe à l’origine de ce phénomène ?

3/ Spectre de Hcin + Hint.– On a vu à la question précédente que l’on peut restreindre
l’espace de Hilbert aux trois états {|Ψ1 〉, |Ψ2 〉, |ΨS 〉} et que, dans cette base, l’hamiltonien
prend la forme

H = Hcin +Hint =




U 0 −
√

2 t
0 U −

√
2 t

−
√

2 t −
√

2 t 0


 (L.6)

b/ Calcul perturbatif.– On considère par la suite la limite EC � ∆. Interpréter physiquement
cette condition. Nous allons calculer les valeurs propres de l’énergie en utilisant la méthode des
perturbations. Donner les valeurs propres et les vecteurs propres de H à l’ordre 0 en ∆. Calculer
la correction à l’énergie du fondamental à l’aide de la méthode des perturbations, au deuxième
ordre en ∆.

c/ Donner l’expression de l’état fondamental, noté |Ψ0 〉, à l’ordre 1 en ∆.

4/ Interaction effective.– On a montré à la question précédente que les deux électrons en
interaction possèdent un état singulet de spin, d’énergie ES < 0, qu’on exprimera en fonction
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de t et U , alors que l’énergie de l’état triplet est nulle ET = 0 (les deux états décrivant les
électrons sur un même site sont à plus haute énergie et interviennent très peu dans la physique
de basse énergie). Montrer que le hamiltonien suivant, décrivant une interaction effective entre
spins électroniques, présente le même spectre de basse énergie :

Heff = C +A ~S1 · ~S2 (L.7)

où A > 0. Montrer que, pour faire cöıncider les spectres de l’Hamiltonien effectif avec l’hamil-
tonien H, les constantes doivent être

A = +
4t2

~2U
(L.8)

et C = −1
4~2A.

Épilogue.– Un modèle populaire de métal consiste en un ensemble de sites équivalents disposés
aux nœuds d’un réseau, chaque site étant associé à une orbitale localisée. L’interaction entre
électrons est décrite de la même manière que dans le problème (ce modèle s’appelle le modèle de
Hubbard). Lorsque le nombre d’électrons correspond au nombre de sites et que l’interaction entre
électrons est forte, les électrons restent bloqués sur les sites dans la limite de basse énergie. Le
métal est dans une phase d’isolant de Mott. Nous avons montré dans le problème que l’interaction
entre électrons et le principe de Pauli génèrent une interaction effective entre spins électroniques
(localisés), qui tend à anti-aligner les spins des électrons : un tel métal se met donc dans une
phase antiferromagnétique. Ce mécanisme, proposé dans les années 50 par P. Anderson (lauréat
du prix Nobel en 1977 avec N. Mott), est appelé super-échange.

Annexe

• On rappelle que me ' 10−30 kg, q ' −1.6 10−19 C, ~ ' 10−34 J.s et e2 ' 1.4 eV nm.
• Addition de deux spins 1/2
Soient deux spins ~S1 et ~S2. On note {|++ 〉, |+−〉, | −+ 〉, | −−〉} les états propres de S1z et S2z

(avec S1z|±, σ′ 〉 = ±~
2 |±, σ′ 〉 et S2z|σ,±〉 = ±~

2 |σ,±〉). Soit ~S = ~S1 + ~S2 le moment cinétique
total. On note |S,M 〉 les états propres de ~S 2 et Sz (avec ~S 2|S,M 〉 = ~2S(S + 1)|S,M 〉 et
Sz|S,M 〉 = ~M |S,M 〉). On rappelle que

S = 1 :





|1, 1 〉 = | + + 〉

|1, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉+ | −+ 〉)

|1,−1 〉 = | − −〉

(L.9)

S = 0 : |0, 0 〉 =
1√
2

(| +−〉 − | −+ 〉) (L.10)

• Correction perturbative à un niveau non dégénéré : Soit {E0
n, |ϕn 〉} le spectre non perturbé.

La perturbation est W . On rappelle : En = E0
n + 〈ϕn |W |ϕn 〉+

∑
m 6=n

|〈ϕm |W |ϕn 〉|2
E0
n−E0

m
+O(W 3).
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Annexe M

Solutions des exercices et problèmes

Chapitre 2

Exercice 2.1
a) La solution est y(x) = y(0) exp−

∫ x
0

dx′ V (x′). Si V (x) est discontinue mais bornée sur [a, b], alors∫ x
0

dx′ V (x′) et donc y(x) sont continues sur l’intervalle. De même si V (x) ∈ Cn([a, b]), alors y(x) ∈
Cn+1([a, b]).
b&c) Nous considérons l’équation différentielle ϕ′′(x) = Ṽ (x)ϕ(x), où Ṽ (x) def= V (x) − E. Nous pouvons
reécrire l’équation différentielle du second ordre comme un couple d’équations différentielles du premier
ordre : ϕ′(x) = χ(x) & χ′(x) = Ṽ (x)ϕ(x). D’après la première question, si V (x) ∈ Cn([a, b]), alors
χ(x) ∈ Cn+1([a, b]) et ϕ(x) ∈ Cn+2([a, b]). Conclusion : si le potentiel est borné (mais pas forcément
continu), alors ϕ(x) et ϕ′(x) sont continues partout.
Rq. : si V (x0) =∞, ϕ′(x) est discontinue en x0 mais ϕ(x) est continue.

Exercice 2.2.– La densité de courant de probabilité associée à une fonction d’onde ψ(x) est Jψ =
~
m Im

[
ψ∗ dψ

dx

]
.

Nous appliquons cette formule pour x < 0 : Jψ = ~
m Im

[
(e−ikx + r∗ eikx)ik(eikx − r e−ikx)

]
= ~k

m Re
[
1−

|r|2 − r e−2ikx + r∗ e2ikx
]

= ~k
m (1− |r|2). Chaque terme est du type vk × |amplitude|2, où vk

def= ~k
m est la

vitesse. Nous idenfions donc la somme de deux contributions : un courant incident Ji = vk et un courant
réfléchi Jr = −vk|r|2 (avec Jψ = Ji + Jr).
Dans l’intervalle 0 < x < a le courant prend la forme : Jψ = ~

m Im
[
(A∗ eqx+B∗ e−qx)q(A eqx−B e−qx)

]
=

~q
m Im

[
|A|2 e2qx − |B|2 e−2qx +B∗A−A∗B

]
= ~q

m 2 Im[B∗A].
Pour x > 0 on obtient sans difficulté le courant Jψ = ~k

m |t|2, qu’on identifie comme un courant transmis.
Les coefficients sont tels que les trois expressions doivent être égales, ce qui implique en particulier
1− |r|2 = |t|2.

Exercice 2.15.– Considérons δ(x2 − x2
0). Écrivons f(x) = x2 − x2

0. Cette fonction s’annule pour
x = ±x0 et f ′(x) = 2x, donc δ(x2 − x2

0) = 1
2|x|
[
δ(x− x0) + δ(x+ x0)

]
. Dans la limite x0 → 0 on obtient

δ(x2) = 1
|x|δ(x).

Nous appliquons la formule précédant l’exercice pour f(x) = 1
π sinπx. Les zéros sont xn = nπ avec n ∈ Z ;

f ′(xn) = (−1)n, d’où la formule.

Exercice 2.19.– On introduit la “dérivée covariaante” ~D def= ~∇− i q~ ~A. En suivant la démonstration du
cours nous obtenons la densité de courant ~Jψ = ~

m Im
[
ψ∗~Dψ

]
= ~

2mi

[
ψ∗(~Dψ)−(~Dψ)∗ψ

]
= ~

m Im
[
ψ∗~∇ψ

]
−

q
m
~A|ψ|2.

Transformation de jauge.– ψ̃(~r, t) = ψ(~r, t) e−iχ(~r,t) donc ∂tψ(~r, t) = e+iχ(~r,t)
[
∂tψ̃(~r, t)+i∂tχ(~r, t) ψ̃(~r, t)

]

et ~∇ψ(~r, t) = e+iχ(~r,t)
[
~∇ψ̃(~r, t) + i~∇χ(~r, t) ψ̃(~r, t)

]
. En injectant ces deux expressions dans l’équation de

Schrödinger, nous constatons que ψ̃(~r, t) est solution de l’équation de Schrödinger pour des potentiels

modifiés : φ̃ = φ + ~
q ∂tχ et ~̃A = ~A − ~

q
~∇χ, ce qui s’interprête comme une transformation de jauge des
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potentiels électromagnétiques. On vérifie aisément que la transformation laisse les champs électrique et
magnétique invariants.

Exercice 2.20.–
a) Soit ψ(x) de − ~2

2mψ
′′(x)+V (x)ψ(x) = Eψ(x). Nous introduisons la transformée ψ̃(x) def= ψ(−x), qui est

donc solution de − ~2

2m (−1)2ψ̃′′(x)+V (−x)ψ̃(x) = Eψ̃(x). Lorsque le potentiel est pair, V (−x) = V (x), les
deux solutions ψ̃(x) et ψ(x) sont donc solutions de la même équation différentielle, puisque − ~2

2m ψ̃
′′(x) +

V (x)ψ̃(x) = Eψ̃(x). Toute combinaison linéaire est donc également solution de l’équation différentielle,
et en particulier les combinaisons ψ(x) ± ψ̃(x) = ψ(x) ± ψ(−x). Autrement dit, lorsque le potentiel est
pair, il est possible de construire des solutions de l’équation différentielles paires/impaires à une énergie
E (l’argument ne démontre pas leur existence, reste à discuter si ces solutions sont normalisables).
Nous étudions les états liés (E < 0) du problème. Rappelons la contrainte entre les paramètres du
problème q2 = k2

0 − k2.

b) Solutions paires.– La solution paire, normalisable, est ψ(x) = A cos(kx) pour x ∈ [−a/2,+a/2] et ψ(x) =
Be−q|x| pour |x| ∈ [+a/2,+∞[ (pour permettre la normalisation, nous avons éliminé les exponentielles
croissant à l’infini e+q|x|). Le potentiel est borné, donc ψ et ψ′ sont continues partout (cf. exercice 2.1). Il
nous reste à imposer ces conditions en ±a/2. Puisque la solution est paire, les conditions de raccordement
prennent la même forme en a/2 et −a/2. D’autre part la continuité de ψ et ψ′ implique la continuité
de ψ/ψ′ = [ln |ψ|]′. Cette unique condition est plus simple à manipuler car elle élimine les constantes de
normalisation. Nous obtenons l’équation de quantification pour les solutions paires

k tan(ka/2) = q =
√
k2
0 − k2 (M.1)

Cette équation peut être résolue graphiquement (on cherche les intersections de k tan(ka/2) avec une el-
lipse, comme représenté sur la figure M.1) : on trouve un nombre fini de solutions {k1, · · · , kNp} auxquelles

correspondent des énergies quantifiées En = −V0 + ~2k2
n

2m . Remarquons que quelle que soit la profondeur
du puits (i.e. la valeur du paramètre sans dimension k0a) il existe au moins une solution.

0 5 10 15 20 25

-20

-10

0

10

20

ka
0 5 10 15 20 25

-20

-10

0

10

20

ka

Figure M.1 – Résolution graphique des équations de quantification pour le puits symétrique (à
gauche, énergies des solutions paires ; à droite : solutions impaires). Pour la valeur de k0a = 20
on trouve donc quatre solutions paires et trois solutions impaires.

c) Solutions impaires.– ψ(x) = A sin(kx) pour x ∈ [−a/2,+a/2] et ψ(x) = B sign(x)e−q|x| pour |x| ∈
[+a/2,+∞[. Le raccordement des deux expressions en a/2 nous donne l’équation de quantification pour
les solutions impaires

k cot(ka/2) = −q = −
√
k2
0 − k2 (M.2)

Cette fois il n’existe de solution (impaire) que si k0a > π (figure M.1).

d) Dans la limite du puits profond k0a → ∞, l’ellipse intersecte tan et cot au niveau des asymptotes,
i.e. pour kn ' nπa avec n ∈ N∗ (les solutions paires/impaires correspondents aux n impairs/pairs). Nous
avons retrouvé les énergies quantifiées du puits infini (bôıte de taille a), comme on pouvait s’y attendre.

e) Dans la limite inverse du puits peu profond, k0a → 0, nous avons noté que seule existe une solution

300



Solutions des exercices et problèmes

paire. Notons que l’extension de la fonction d’onde est beaucoup plus grande que la taille du puits dans
ce cas, q1a� 1. Conclusion : aussi peu profond soit le puits, il piège toujours au moins un état lié. Cette
propriété est propre à la situation unidimensionnelle et se généralise pour tout potentiel de courte portée,
globalement attractif, i.e. t.q.

∫
dxV (x) < 0.

Chapitre 3

Exercice 3.19.– Soit λn une valeur propre et ψ(n) son vecteur propre, i.e.Hψ(n) = λnψ
(n) (notons que

je repère le vecteur avec un exposant pour éviter la confusion avec les indices repérant les composantes).
En conjuguant cette dernière équation nous obtenons ψ(n)†H = λ∗nψ

(n)† (où nous avons utilisé H = H†).
Nous pouvons multiplier la première équation par le vecteur ligne, par la gauche et la seconde par le
vecteur colonne par la droite : ψ(n)†Hψ(n) = λn||ψ(n)||2 = λ∗n||ψ(n)||2 (la norme dans CN est ||ψ(n)||2 =
ψ(n)†ψ(n)). D’où λn = λ∗n. Qed.
Soit λn et λm deux valeurs propres distinctes et ψ(n) et ψ(m) deux vecteurs propres leur étant associés :
Hψ(n) = λnψ

(n) et ψ(m)†H = λmψ
(m)†. Multiplions la première équation par ψ(m)† par la gauche et la

seconde par ψ(n) par la droite. La différence nous donne (λn− λm)ψ(m)†ψ(n) = 0. Deux vecteurs propres
associés à deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Reste à discuter le cas d’une valeur propre
dégénérée (une racine multiple du polynome caractéristique ; associée à plusieurs vecteurs propres) : on
a toujours le choix de choisir une base orthogonale de ce sous espace.
On peut donc toujours choisir une base de vecteurs propres orthonormés ψ(m)†ψ(n) = δnm. La matrice
regroupant tous ces vecteurs colonnes U = (ψ(1), · · · , ψ(N)) est bien unitaire (on vérifie sans peine que
U†U = 1 découle directement de l’orthonormalisation des vecteurs propres). Elle réalise le changement
de base diagonalisant la matrice H.

Chapitre 4

Chapitre 5

Chapitre 6

Chapitre 7

Chapitre 8

Chapitre 9

Chapitre 10

Exercice 10.5.
a) La fonction de Green a été définie comme G(x, x′; z) = 〈x | 1

z−H |x′ 〉, donc (z+ d2

dx2 −V (x))G(x, x′; z) =
〈x |x′ 〉 = δ(x−x′). En intégrant l’équation sur x de part et d’autre de x′ nous obtenons (pour un potentiel
fini) dG(x,x′)

dx

∣∣
x=x′+

− dG(x,x′)
dx

∣∣
x=x′− = +1.

b) W ′ = f+f
′′
− − f ′′+f− = f+(V (x)− z)f− − (V (x)− z)f+f− = 0.

c) La fonction de Green décrôıt à l’infini (comme les fonctions d’onde). Donc on peut donc écrireG(x, x′) =

Af+(x) pour x > x′ et G(x, x′) = B f−(x) pour x < x′. En imposant la continuité
[
G(x, x′)

]x′+
x′−

et la

condition de raccordement obtenue plus haut,
[dG(x,x′)

dx

]x′+
x′−

= 1, nous obtenons A = B = −1/W . Qed.

Exercice 10.11.
a) La solution doit satisfaire uk,m(r0) = 0 donc uk,m(r) = Nm(kr0) Jm(kr)− Jm(kr0)Nm(kr).
b) Le comportement asymptotique de cette solution est (annexe A)
uk,m(r → ∞) ∼ 1√

r

[
Nm(kr0) cos(kr − |m|π2 − π

4 ) − Jm(kr0) sin(kr − |m|π2 − π
4 )
]
. En posant cos ηm =

Nm(kr0)/D et sin ηm = Jm(kr0)/D avec D =
√
Jm(kr0)2 +Nm(kr0)2, la solution se reécrit uk,m(r →
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∞) ∼ 1√
r

cos(kr − |m|π2 − ηm − π
4 ). Ce qui montre bien que tan ηm(E) = Jm(kr0)

Nm(kr0)
.

c) En utilisant les formules de l’annexe A, nous obtenons ηm6=0(E → 0) ' − π|m|
(|m|!)2 (kr0/2)2|m| et η0(E →

0) ' π
2 ln−1(kr0/2).

Problème : interaction ponctuelle en d > 2 (p.180).– L’action du Dirac modifié est définie
par δ̃(~r) def= δ(~r) ∂

∂r r.
1. Une fonction régulière peut être développée à l’origine comme ψreg(~r) = ψreg(~0) + ~r · ~∇ψreg(~0) + · · ·
donc δ̃(~r)ψreg(~r) = δ(~r) (ψreg(~r) + r

∂ψreg
∂r ) = ψreg(~0)δ(~r).

2. ψ(~r) = ψreg(~r) + A
r . On a δ̃(~r)Ar = δ(~r) ∂∂r (rAr ) = 0. La distribution δ̃ élimine la partie singulière.

3. On peut écrire l’état stationnaire sous la forme : ψ~k(~r) = ψreg(~r) + f
r où ψreg(~r) = ei~k·~r + f

r (eikr − 1).
On vérifie sans peine que −∆ψreg = k2ψ. En utilisant que −∆ 1

r = 4πδ(~r) on a finalement −∆ψ =
k2ψ+4πfδ(~r). D’autre part δ̃(~r)ψ = ψreg(~0)δ(~r) = (1+ikf)δ(~r). En injectant ces deux dernières relations
dans l’équation de Schrödinger, nous obtenons

f = − λ

4π + ikλ
(M.3)

La limite de basse énergie nous donne la longueur de diffusion fk→0 = − λ
4π = −as (la longueur de

diffusion est en effet plus grande que la portée du potentiel (ici nulle) !
4. Pour savoir si un état lié existe, nous faisons k → −ik (E = k2 → E = −k2) dans l’amplitude de
diffusion f = − λ

4π+kλ . Celle-ci possède un pôle si λ < 0, ce qui indique l’existence d’un état lié d’énergie
E = −(4π/λ)2.

On peut vérifier que la procédure de renormalisation conduit au même résultat : f = − 1
4π

1
1/λ−G+

0 (0,0)
→

− 1
4π

1
1/λR+ik/(4π) .

Chapitre 11

Chapitre 12

Chapitre 13

Chapitre 14

Exercice 14.1.– Le champ électrique “vu” par l’électron d’un atome d’hydrogène dans son état
fondamental est |qe|Eatome = e2

a2
0
, i.e. Eatome ∼ 5 10+11volts/m.

Rappelons que la puissance par unité de surface d’une onde électromagnétique est donnée par le vecteur
de Poynting ~Π = 1

µ0
~E × ~B dont le module est Π = E2/cµ0 = ε0E2c (dimension E

L3
L
T = MT−3, ok). Pour

un laser de 1Watt, avec un faisceau de section de 1mm2, nous obtenons : Π = 106 Watt/m2 ce qui conduit
à Elaser ∼ 2 10+4volts/m. Finalement Elaser/Eatome ∼ 10−7, c’est petit.

Exercice 14.11.– Le taux de désexcitation d’état 2p est Γ2p ' 3× 108 s−1.
On rappelle que la nième orbite de Bohr est caractérisée par un rayon rn = n2a0, une vitesse vn = αc

n et
une période Tn = n3 2π~3

mee4
. Dans le niveau n = 2 la période de rotation est de T2 ' 10−15 s. Autrement

dit, dans une image semi-classique, s’il se trouve dans l’état 2p l’électron a le temps d’effectuer 3 millions
de révolutions avant de retomber dans l’état fondamental.

Exercice 14.12.– On reprend le développement de l’exponentielle : ei~k·~r = 1 + i~k ·~r− 1
2 (~k ·~r)2 + · · · .

L’approximation dipolaire électrique a consisté à ne retenir que le premier terme (le 1). Si l’approximation
conduit à un élément de matrice nul, 〈e |~p · ~ε~k,σ|g 〉 = 0, nous pouvons garder le terme suivant, ce qui

fera apparâıtre 〈e |(~p · ~ε~k,σ)(~k · ~r)|g 〉 qui conduit à de nouvelles règles de sélection. Cette approximation
porte le nom d’approximation “quadrupolaire électrique”. On peut montrer qu’elle conduit aux règles
de sélection ∆` = 0,±2 autorisant la transition 2s→1s. Afin d’estimer l’ordre de grandeur de Γ2s, nous
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remarquons que 〈2s |(~p ·~ε~k,σ)(~k ·~r)|1s 〉 ∼ (ka0)〈2p |(~p ·~ε~k,σ)|1s 〉 où k est le vecteur d’onde correspondant

à la transition (n = 2) → (n = 1) (i.e. ~kc = 3
4
mee

4

2~2 ). Il est facile de vérifier que ka0 ∼ α et donc
Γ2s ∼ α2Γ2p ∼ 104 s−1, soit une durée de vie de l’ordre de la milliseconde.
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caré, disponible à l’adresse http ://cel.ccsd.cnrs.fr/ (1996).

[14] B. Diu, C. Guthman, D. Lederer and B. Roulet, Physique Statistique, Hermann, Paris
(1989).

[15] E. N. Economou, Green’s functions in quantum physics, Springer-Verlag, Berlin (1990).

[16] R. P. Feynman, Le Cours de physique de Feynman : Mécanique quantique, InterÉditions,
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BKW (méthode). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .229
Blocage de Pauli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .189
Bloch (théorème de) . . . . . . . . . . . . . . . . 12, 90, 93
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Dipolaire électrique (approximation) . . . . . . 236
Dirac (équation de) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12, 142
Dirac (distribution de) . . . . . . . . . . . . . . . . 42, 257
Dirac (formalisme de) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
Distribution de Dirac δ . . . . . . . . . . . . . . . 42, 257
Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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Ehrenfest (théorème d’) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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Impulsion (opérateur d’) . . . . . . . . . . . . . . . 52, 57
Impulsion (valeur moyenne de l’) . . . . . . . . . . .36
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Modèle en couches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240
Moment cinétique . . . . . . . . . . 113, 114, 118, 122
Moment cinétique de spin. . . . . . . . . . . . . . . . .127
Moment cinétique orbital . . . . . . . . . . . . 123, 133
Moments cinétiques (addition des) . . . . . . . . 149

N
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Théorème d’Ehrenfest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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