


Introduction

§ A l’échelle atomique, l’interaction fondamentale entre particules (électrons, 
noyaux) est l’interaction électrostatique.

§ Cette interaction s’exprime par une « force centrale » qui dérive d’un 
« potentiel central »: le potentiel électrostatique.

§ Cela explique le rôle crucial du potentiel central en Mécanique Quantique.





Le problème à deux corps (1)

✦ On fait la transformation canonique �⃗�#, �⃗�#, �⃗�&, �⃗�& ↦ �⃗�(, �⃗�(, 𝑟, �⃗� avec:

�⃗�( =
𝑚#�⃗�# + 𝑚&�⃗�&
𝑚# +𝑚&

�⃗�( = �⃗�# + �⃗�&
et /

𝑟 = �⃗�# − �⃗�&

�⃗� =
𝑚&�⃗�# − 𝑚#�⃗�&
𝑚# +𝑚&

Où le couple �⃗�(, �⃗�( représente le centre de masse (position, impulsion) et le couple 𝑟, �⃗�
représente « la position et l’impulsion de la particule réduite ». On a alors:

Centre de masse
« Particule Réduite »

(ou Relative)

Hypothèse: on a deux particules de masse 𝑚# et 𝑚&, de position �⃗�# et �⃗�& qui interagissent seulement entre elles. 
L’interaction est décrite par une énergie potentielle 𝑉(�⃗�# − �⃗�&) ne dépendant que de la position relative 𝑟 = �⃗�# −
�⃗�& des deux particules. L’Hamiltonien 𝐻 (classique) dans l’espace des phases du système s’écrit:

𝐻 =
1
2𝑚#

�⃗�#& +
1
2𝑚&

�⃗�&& + 𝑉(�⃗�# − �⃗�&)

𝑯 =
𝟏
𝟐𝑴

𝒑𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝒑𝟐 + 𝑽(𝒓)

Avec: 𝑀 = 𝑚# +𝑚& (masse totale) et 𝜇 = ABAB
ABCAD

est la « masse réduite », masse effective de 
la « particule réduite (ou relative) ».



Le problème à deux corps (2)

𝑯 =
𝟏
𝟐𝑴𝒑𝑮𝟐 +

𝟏
𝟐𝝁𝒑

𝟐 + 𝑽(𝒓)

§ Conséquence: Les coordonnées du centre de masse �⃗�( sont cycliques => l’impulsion 
totale �⃗�( = M �⃗�( se conserve. 

§ Si on se place dans le référentiel du centre de masse alors �⃗�( = 0 et l’Hamiltonien
devient simplement:

𝑯′ =
𝟏
𝟐𝝁

𝒑𝟐 + 𝑽(𝒓)

§ Conclusion: Dans l’étude du problème à deux corps, si on se place dans le référentiel du 
centre de masse,  tout se passe comme s’il n’y avait qu’une particule « effective » de 
masse 𝝁 soumise à une force dérivant de l’’énergie potentielle 𝑽(𝒓).



Le potentiel central (1)
✦ Définition: une particule est dite soumise à un potentiel central si son Hamiltonien s’écrit:

𝑯 =
𝟏
𝟐𝒎

𝒑𝟐 + 𝑽 𝒓
Où le potentiel ne dépend pas de la direction du vecteur 𝒓.

✦ Conséquence: Si deux particules interagissent par l’intermédiaire d’une force centrale 
(force dérivant d’un potentiel central), alors l’Hamiltonien s’écrit (après changement de 
variables):

𝑯 =
𝟏
𝟐𝑴

𝒑𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝒑𝟐 + 𝑽( 𝒓 )

Dans le référentiel du centre de masse on a:

𝑯′ =
𝟏
𝟐𝝁

𝒑𝟐 + 𝑽( 𝒓 )

✦ Conclusion: il suffit d’effectuer le remplacement 𝑚 ↦ 𝜇 pour passer des résultats du 
problème à un corps au problème à deux corps  (dans le référentiel du centre de masse).



Le potentiel central (2)
𝑯 =

𝟏
𝟐𝒎

𝒑𝟐 + 𝑽 𝒓

- Si on fait le changement de coordonnées: cartésiennes 𝑥, 𝑦, 𝑧 ↦ 𝑟, 𝜃, 𝜙 sphériques,

- Si on définit le moment conjugué 𝑝M de 𝑟 par 𝑝M = 𝑢M. �⃗� =
M⃗
M . �⃗�, alors l’Hamiltonien s’écrit:

𝑯 =
𝟏
𝟐𝒎

𝒑𝒓𝟐 +
ℓ𝟐

𝟐𝒎 𝒓𝟐
+ 𝑽 𝒓

Où ℓ& ne contient que la dépendance angulaire (angles et moments conjugués).

On montre que le moment cinétique (orbital) ℓ = 𝑟 ∧ �⃗� est une constante du mouvement:
𝒅ℓ
𝒅𝒕

= 𝟎.

Conclusion: le mouvement radial peut s’étudier de manière « séparé » grâce à un Hamiltonien à 
1D avec:

𝑯 =
𝟏
𝟐𝒎

𝒑𝒓𝟐 + 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 avec 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 =
ℓ𝟐

𝟐𝒎 𝒓𝟐
+ 𝑽 𝒓





Le problème à deux corps en MQ (1)
Espace des états, observables

§ Espace: ℋ = 𝐿& ℝ`
§ Etats: 𝜓 �⃗�
§ Produit scalaire:

𝜙 𝜓 = b
ℝc
𝜙 �⃗� ∗ 𝜓 �⃗� 𝑑`�⃗�

§ Observables:
𝑄𝜓 �⃗� = �⃗�𝜓 �⃗�

𝑃𝜓 �⃗� = −𝑖ℏ∇𝜓 �⃗�

k𝐻 =
1
2𝑚

𝑃& + 𝑉 𝑄

k𝐻𝜓 �⃗� = −
ℏ&

2𝑚
∆𝜓 �⃗� + V �⃗� 𝜓 �⃗�

§ Espace: ℋ = ℋ#⨂ℋ& = 𝐿& ℝ` ⨂𝐿& ℝ` = 𝐿& ℝo
§ Etats: 𝜓 �⃗�#, �⃗�&
§ Produit scalaire:

𝜙 𝜓 = b
ℝc×ℝc

𝜙 �⃗�#, �⃗�& ∗ 𝜓 �⃗�#, �⃗�& 𝑑`�⃗�#𝑑`�⃗�&

§ Observables:
𝑄qr#,& avec 𝑄q𝜓 �⃗�#, �⃗�& = �⃗�q𝜓 �⃗�#, �⃗�&

𝑃qr#,& avec 𝑃q𝜓 �⃗�#, �⃗�& = −𝑖ℏ∇q𝜓 �⃗�#, �⃗�&
k𝐻 =

1
2𝑚#

𝑃#& +
1
2𝑚&

𝑃&& + 𝑉 𝑄#, 𝑄&

1 particule 2 particules

On a 𝑉 𝑄#, 𝑄& ≡ 𝑉(𝑄# − 𝑄&) si les particules 
interagissent seulement entre elles 



Le problème à deux corps en MQ (2)
Centre de masse, particule réduite en MQ

§ Changement de variable: �⃗�# , �⃗�& ↦ �⃗�( =
ABt⃗BCADt⃗D
ABCAD

, 𝑟 = �⃗�# − �⃗�&
§ Alors (petit calcul de changement de dérivées partielles ):

∇t⃗u= ∇# + ∇& et ∇M⃗=
𝑚&∇# − 𝑚#∇&
𝑚# +𝑚&

§ Donc en termes d’opérateurs on trouve:

−𝑖ℏ ∇t⃗u= 𝑃# + 𝑃& et −iℏ∇M⃗=
𝑚&𝑃# −𝑚#𝑃&
𝑚# +𝑚&

§ On retrouve formellement les expressions de l’impulsion du centre de masse et de la 
particule « réduite » => on peut définir de « nouvelles observables » qui reproduisent les 
propriétés de la Mécanique Classique (voir diapo suivante).



Le problème à deux corps en MQ (3)

§ On définit les deux « nouvelles observables de position » 𝑄( et 𝑄Mwx par:

𝑸𝑮 =
𝒎𝟏𝑸𝟏 +𝒎𝟐𝑸𝟐
𝒎𝟏 +𝒎𝟐

et 𝑸𝒓𝒆𝒅=𝑸𝟏 − 𝑸𝟐

𝑄(𝜓 �⃗�( , 𝑟 = �⃗�(𝜓 �⃗�( , 𝑟 et 𝑄Mwx𝜓 �⃗�( , 𝑟 = 𝑟𝜓 �⃗�( , 𝑟
§ Et on définit les « observables conjuguées » (impulsions) par:

𝑷𝑮 = 𝑷𝟏 + 𝑷𝟐 et 𝑷𝒓𝒆𝒅 =
𝒎𝟐𝑷𝟏 −𝒎𝟏𝑷𝟐
𝒎𝟏 +𝒎𝟐

𝑃(𝜓 �⃗�( , 𝑟 = −iℏ∇t⃗u𝜓 �⃗�( , 𝑟 et 𝑃Mwx𝜓 �⃗�( , 𝑟 = −iℏ∇M⃗𝜓 �⃗�( , 𝑟
§ On montre alors (calcul purement algébrique comme dans le cas classique):

𝟏
𝟐𝒎𝟏

𝑷𝟏𝟐 +
𝟏

𝟐𝒎𝟐
𝑷𝟐𝟐 =

𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝒆𝒅𝟐

Avec 𝑀 = 𝑚# +𝑚& et 𝜇 = ABAD
ABCAD

Changement d’observables



Le problème à deux corps en MQ (4)
Conclusion

§ On peut effectuer en MQ un changement d’observables similaire à celui de Mécanique 
Classique:

𝑄#, 𝑄&, 𝑃#, 𝑃& ↦ 𝑄(, 𝑄Mwx, 𝑃(, 𝑃Mwx
§ On obtient une forme « séparée » du Hamiltonien (comme en Mécanique Classique):

k𝐻 =
1
2𝑚#

𝑃#& +
1
2𝑚&

𝑃&& + 𝑉 𝑄# − 𝑄& =
𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 +
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝒆𝒅𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅
§ Comme les variables du centre de masse commutent avec celles de la particule réduite on a:

k𝐻 = k𝐻( + k𝐻Mwx
k𝐻( =

𝟏
𝟐𝑴

𝑷𝑮𝟐 et k𝐻Mwx =
𝟏
𝟐𝝁

𝑷𝒓𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅

k𝐻(, k𝐻Mwx = 0
§ Dans le référentiel du centre de masse (impulsion �⃗�( nulle), il ne reste que:

k𝑯𝒓𝒆𝒅 =
𝟏
𝟐𝝁𝑷𝒓𝒆𝒅

𝟐 + 𝑽 𝑸𝒓𝒆𝒅



Le potentiel central en MQ : problème et symétries
Le problème: Résoudre l’équation de Schrödinger stationnaire pour un Hamiltonien de la forme:

k𝐻 =
1
2𝑚𝑃& + 𝑉 𝑄

Remarque: par le remplacement 𝑚 ↦ 𝜇 (la masse réduite) on résout en même temps le cas du 
problème à deux corps pour une interaction par potentiel central (comme en Mécanique 
Classique)

Les symétries du problème
Les quantités 𝑃& et 𝑉 𝑄 sont invariantes par rotation (aussi bien classiquement que 
quantiquement), donc le Hamiltonien k𝐻 est invariant par rotation. 
On montre que l’invariance par rotation de k𝐻 est équivalente aux règles de commutation(**):

∀𝑗 = 1,2,3 �𝐿�, k𝐻 = 0
Où 𝐿 = 𝑄 ∧ 𝑃 est l’opérateur de moment cinétique orbital (voir cours10).

(**) En Mécanique Classique cela correspond à la conservation du moment cinétique. 

A Retenir



Le potentiel central en MQ: conséquences des symétries
∀𝒋 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 k𝑳𝒋, k𝑯 = 𝟎

Conséquences: 
§ On déduit d’abord que 𝐿&, k𝐻 = �𝐿� , k𝐻 = 0 (où 𝐿& = �𝐿t& + �𝐿�&+ �𝐿�& voir cours10).
§ Donc les opérateurs k𝑯, 𝑳𝟐, k𝑳𝒛 possède une base orthonormée commune de vecteurs 

propres.
§ Or on connait déjà (voir cours10) la base orthonormée qui diagonalise 𝐿&, �𝐿� : il s’agit 

des harmoniques sphériques 𝑌ℓA 𝜃, 𝜙 (en coordonnées sphériques).
§ Il en résulte que seule la dépendance en « 𝑟 » des fonctions propres 𝜓(𝑟, 𝜃, 𝜙) (écrites 

en coordonnées sphériques) est inconnue.

Conclusion: Les fonctions propres de k𝐻 sont de la forme 𝜓�ℓA 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅�(𝑟)𝑌ℓA 𝜃, 𝜙

A Retenir Les fonctions 𝑅�(𝑟) s’appellent 
les « fonctions radiales ».

A Retenir



Le potentiel central en MQ: vers l’équation radiale

✦ Rappels cours 10 ∆ 𝜓 =
1
𝑟
𝜕&

𝜕𝑟&
𝑟 𝜓 −

1
ℏ&𝑟&

𝐿&𝜓

1
2𝑚

𝑃& =
1
2𝑚

�𝑃M& +
1

2𝑚𝑟&
𝐿& �𝑃M& = −ℏ&

1
𝑟
𝜕&

𝜕𝑟&
𝑟 .avec

✦ Equation stationnaire pour k𝑯 avec  potentiel central

k𝐻𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −
ℏ&

2𝑚
∆𝜓 + 𝑉 𝑟 𝜓 = 𝐸 𝜓 ⟺ −

ℏ&

2𝑚
1
𝑟
𝜕&

𝜕𝑟&
𝑟 𝜓 +

1
2𝑚𝑟&

𝐿&𝜓 + V 𝑟 𝜓 = 𝐸𝜓

Toute solution est nécessairement de la forme 𝜓 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅(𝑟)𝑌ℓA(𝜃, 𝜙) (diapo précédente) 
et 𝐿&𝑌ℓA = ℏ&ℓ(ℓ + 1)𝑌ℓA (cours 10), donc:

−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝟏
𝒓
𝝏𝟐

𝝏𝒓𝟐
𝒓 𝑹 +

ℏ𝟐ℓ ℓ + 𝟏
𝟐𝒎 𝒓𝟐

+ 𝑽 𝒓 𝑹 𝒓 = 𝑬 𝑹(𝒓) Equation dite 
« Radiale »



Le potentiel central: l’équation radiale (1)

−
ℏ&

2𝑚
1
𝑟
𝜕&

𝜕𝑟&
𝑟 𝑅 +

ℏ&ℓ ℓ + 1
2𝑚 𝑟&

+ 𝑉 𝑟 𝑅 𝑟 = 𝐸 𝑅(𝑟)

Commentaires

a) L’équation radiale (I) dépend de la valeur de « ℓ », donc pour chaque « ℓ » on obtiendra un 
ensemble de valeurs propres 𝐸 et de fonctions propres 𝑅(𝑟) différentes.

b) Pour marquer cette dépendance on va noter 𝐸ℓ et 𝑅ℓ(𝑟) les énergies propres et les fonctions 
propres de (I). 

c) Par contre l’équation (I) ne dépend pas du nombre quantique « 𝒎 » intervenant dans les 
harmoniques 𝑌ℓA. On en déduit que chaque énergie 𝐸ℓ sera associée à 2ℓ + 1 fonctions 
propres (3D) 𝜓 = 𝑅ℓ(𝑟)𝑌ℓA(𝜃, 𝜙) (avec 𝑚 ∈ ℤ, 𝑚 ≤ ℓ, voir cours 10).

d) Les fonctions radiales 𝑅ℓ(𝑟) vérifient(**) 𝑅ℓ ∈ ℋM = 𝐿& ℝC, 𝑟&𝑑𝑟 ⟺ ∫�
C� 𝑅ℓ 𝑟 &𝑟&𝑑𝑟 < ∞ .

(**) Si les particules sont confinées (même problème qu’à 1D).

(I)



Le potentiel central: l’équation radiale (2)

−
ℏ&

2𝑚
1
𝑟
𝜕&

𝜕𝑟&
𝑟 𝑅ℓ +

ℏ&ℓ ℓ + 1
2𝑚 𝑟&

+ 𝑉 𝑟 𝑅ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑅ℓ(𝑟) (I)

Transformation

Si on pose 𝑢ℓ 𝑟 = 𝑟 𝑅ℓ(𝑟), alors:
a) On a(**) ∫�

� 𝑢ℓ(𝑟) &𝑑𝑟 = ∫�
C� 𝑅ℓ 𝑟 &𝑟&𝑑𝑟 < ∞, donc 𝑢ℓ ∈ 𝐿& ℝC, 𝑑𝑟 ,

b) 𝑢ℓ vérifie l’équation:

−
ℏ&

2𝑚
𝑢ℓ�� 𝑟 +

ℏ&ℓ ℓ + 1
2𝑚 𝑟&

+ 𝑉 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟)

c) Tout se passe comme si on devait résoudre une éq. de Schrödinger stationnaire 1D sur la 
demi-droite [0,∞[, avec un Hamiltonien k𝐻ℓ tel que:

k𝑯ℓ = −
ℏ𝟐

𝟐𝒎
𝒅𝟐

𝒅𝒓𝟐
+ 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 avec 𝑽𝒆𝒇𝒇 𝒓 =

ℏ𝟐ℓ ℓ + 𝟏
𝟐𝒎 𝒓𝟐

+ 𝑽 𝒓

(**) Pour des 
états confinés



Le potentiel central: l’équation radiale (3)

−
ℏ&

2𝑚𝑢ℓ�� 𝑟 + 𝑉w�� 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟) 𝑉w�� 𝑟 = ℏDℓ ℓC#
&A MD + 𝑉 𝑟 et   𝑟 ∈ ℝC

Le potentiel effectif

Exemple: Si on prend pour 𝑉 𝑟 le cas d’un potentiel coulombien attractif, soit 𝑉 𝑟 =
− 𝑉�/𝑟 avec 𝑉� > 0, on a la figure ci-dessous (ℓ ≠ 0):

9.3. PARTICULE DE MASSE M DANS UN POTENTIEL CENTRAL QUELCONQUE 109

On remarque que l’équation (9.28) est équivalente à l’équation de Schrödinger pour une particule
à 1 dimension dans un potentiel effectif central Veff(r)

Veff(r) =
!2ℓ(ℓ+ 1)

2m r2
+ V (r), (9.29)

mais avec la différence que r ≥ 0. Le comportement à l’origine est donc très important et on
peut montrer que le fait de borner χ(r) quand r → 0 conduit à une condition sur les nombres
quantiques l et m et donc sur les valeurs propres de l’énergie.

! Dans le cas où le potentiel est coulombien (attractif), le potentiel effectif est représenté dans

la figure 9.1. Veff(r) est la somme d’une barrière centrifuge !2ℓ(ℓ+1)
2m r2 (répulsive à courte distance)

et qui augmente avec les valeurs de ℓ, et du potentiel coulombien (attractif à grande distance)
−V0

r .

"

!

Veff (r)Veff (r)Veff (r)

rrr

−V0

r
−V0

r
−V0

r

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

!2 ℓ(ℓ+1)
2mr2

Figure 9.1 – Potentiel effectif Veff(r) dans le cas de potentiel coulombien.

! La résolution de l’équation (9.28) est donc similaire à celle faite pour l’étude d’une particule
dans un puits de potentiel avec les conditions aux bords χ→ 0 quand r →∞ et χ finie (bornée)
quand r→ 0.

! Pour chacune des valeurs de ℓ, on peut caractériser les valeurs possibles de l’énergie par un
nombre entier naturel p, correspondant au nombre de fois où la fonction propre χ(r) s’annule
(nombre de noeuds) entre r = 0 et r → ∞ et on étiquetera les niveaux d’énergie par les deux
nombres quantiques p et ℓ : Ep ℓ, p = 0, 1, · · · , donnant un spectre fini (comme le cas d’un puits
carré) ou infini (pour le potentiel coulombien, par exemple). On appelle le nombre quantique p
le nombre quantique radial. Rappelons encore que les niveaux d’énergie ne dépendent pas du
nombre quantique m (m ∈ [−ℓ,+ℓ]) à cause du fait que le potentiel soit central, la symétrie

- Licence et Magistère de Physique Fondamentale - Année 2017-2018

A. Abada

Zone « attractive » 
𝑉w��� 𝑟 > 0

Zone « répulsive » 
𝑉w��� 𝑟 < 0

Etats confinés (énergies quantifiées) 
si 𝐸 < 0

« à l’intérieur du puits »

ℏDℓ ℓC#
&A MD

est le potentiel 
répulsif centrifuge



Le potentiel central: l’équation radiale (4)

−
ℏ&

2𝑚𝑢ℓ�� 𝑟 + 𝑉w�� 𝑟 𝑢ℓ 𝑟 = 𝐸ℓ 𝑢ℓ(𝑟) 𝑉w�� 𝑟 = ℏDℓ ℓC#
&A MD + 𝑉 𝑟 et   𝑟 ∈ ℝC

La méthode de résolution du problème

Même méthode que pour l’éq. de Schrödinger 1D habituelle en considérant que la 
contrainte 𝑟 ≥ 0 est assimilable à un mur de potentiel infini:
- Il faut imposer 𝒖ℓ(𝟎) = 𝟎 (pas de contrainte sur la dérivée)
- Il faut imposer que 𝒖ℓ 𝒓 ne diverge pas à l’infini.

Théorème (important pour l’étude des dégénérescences et des ECOC): on montre que le 

spectre de k𝐻ℓ = − ℏD
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xMD + 𝑉w�� 𝑟 n’est jamais dégénéré (pour chaque valeur propre 𝐸ℓ
de l’éq. k𝐻ℓ𝑢ℓ = 𝐸ℓ𝑢ℓ il n’y a qu’une seule fonction propre 𝑢ℓ.



Le potentiel central: Conclusion (1)
Cas où 𝐥𝐢𝐦

𝒓→�
𝑽 𝒓 = +∞ (potentiel confinant)

- Dans ce cas tous les états propres des Hamiltoniens k𝐻ℓ sont des états dits « liés » (ou 
confinés), et il y en a une infinité pour chaque valeur de ℓ.

- Les énergies propres de chaque k𝐻ℓ sont toutes « quantifiées » et donc indexables par un 
nombre entier 𝑛 ∈ ℕ. On obtient donc des énergies propres 𝐸¨,ℓ.

- Pour chaque énergie 𝐸¨,ℓ on a une (seule) fonction propre radiale 𝑢¨,ℓ(𝑟).
- Pour chaque énergie 𝐸¨,ℓ on a donc 2ℓ + 1 fonctions propres 𝜓¨ℓA à 3D du problème initial 

données par:

𝜓¨ℓA 𝑟, 𝜃, 𝜙 = 𝑅¨ℓ 𝑟 𝑌ℓA 𝜃, 𝜙 avec 𝑅¨ℓ 𝑟 =
𝑢¨ℓ(𝑟)
𝑟

(Rappel: ℓ ∈ ℕ,𝑚 ∈ ℤ, 𝑚 ≤ ℓ ⟹ 2ℓ + 1 valeurs de 𝑚 pour ℓ donné).
- L’ensemble k𝐻, 𝐿&, �𝐿� est un ECOC. En effet pour chaque couple ℓ,𝑚 donné (jeu de 
valeurs propres de 𝐿&et �𝐿�), la donnée d’une énergie 𝐸¨ℓ définit une unique fonction radiale 
𝑢¨,ℓ 𝑟 et donc un unique état propre 𝜓¨ℓA.



Le potentiel central: Conclusion (2)
Cas où 𝐥𝐢𝐦

𝒓→�
𝑽 𝒓 = 𝑽𝟎 fini (potentiel non-confinant)

Dans ce cas la situation est plus complexe:
- Si l’énergie 𝐸 < 𝑉�, le potentiel 𝑉w�� 𝑟 peut posséder (ou pas) un puits de potentiel et 

donc des états « liés » (donc des états et des énergies quantifiées indexés par des 
nombres entiers), et ceci peut aussi dépendre de la valeur de ℓ.

- Si l’énergie E > 𝑉�, alors la particule peut « aller à l’infini », on n’a plus de quantification 
de l’énergie: on se trouve dans la partie « continue » du spectre d’énergie.

- Mais même dans cette situation l’ensemble k𝐻, 𝐿&, �𝐿� est un ECOC. En effet pour une 
donnée de ℓ,𝑚 et d’une énergie 𝐸, l’équation radiale k𝐻ℓ𝑢ℓ = 𝐸 𝑢ℓ donne toujours 
une seule solution 𝑢ℓ.

Application: Le potentiel coulombien attractif 𝑉 𝑟 = −«¬
M avec 𝑉� > 0. Ceci correspond à 

la description de l’atome d’hydrogène….Nous verrons cela en MQII.




