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Introduction I

= Al'échelle atomique, l'interaction fondamentale entre particules (électrons,
noyaux) est I'interaction électrostatique.

= Cette interaction s’exprime par une « force centrale » qui dérive d’un
« potentiel central »: le potentiel électrostatique.

= Cela explique le réle crucial du potentiel central en Mécanique Quantique.



Rappels de Mécanique Classique




Le probleme a deux corps (1) I

Hypothése: on a deux particules de masse m, et m,, de position X; et X, qui interagissent seulement entre elles.
l'interaction est décrite par une énergie potentielle V' (xX; — X,) ne dépendant que de la position relative ¥ = x; —
X, des deux particules. 'Hamiltonien H (classique) dans I'espace des phases du systéme s’écrit:

1 -7 1 -7 - -
H = 2—m1P1 + %Pz + V(% — X3)
4+ On fait la transformation canonique (X1, p1, X5, p5) = (Xg, Pe, 7, P) avec:

- mlfl -+ mzfz 77'> = 3?1 e 3_6')2

X6 = = e « Particule Réduite »
m-n: —m

‘Centre de masse ‘ it ﬂil - TZ = P = . L (ou Relative)

PG = P11 P2 : my +my

Ou le couple (X, pg) représente le centre de masse (position, impulsion) et le couple (7, p)
représente « la position et I'impulsion de |a particule réduite ». On a alors:

H=— 32432 4V 7)
— — — r
am Pe TP VI
Avec: M = mq4 + m, (masse totale) et u = 1T ast la « masse réduite », masse effective de

m1+m2
la « particule réduite (ou relative) ».




Le probleme a deux corps (2) I

H = ! +1 p*+ V(@
ZMPG 2” (r)

= Conséquence: Les coordonnées du centre de masse X; sont cycliques => I'impulsion
totale p;, = M v, se conserve.

= Sion se place dans le référentiel du centre de masse alors p; = 0 et I'Hamiltonien
devient simplement:

= Conclusion: Dans I'étude du probleme a deux corps, si on se place dans le référentiel du
centre de masse, tout se passe comme s’il n’y avait qu’une particule « effective » de
masse [ soumise a une force dérivant de I’énergie potentielle V(7).




Le potentiel central (1) I

4+ Définition: une particule est dite soumise a un potentiel central si son Hamiltonien s’écrit:

Ho w2 v
o 2

Ou le potentiel ne dépend pas de la direction du vecteur 7.

4+ Conséquence: Si deux particules interagissent par I'intermédiaire d’une force centrale
(force dérivant d’un potentiel central), alors I’'Hamiltonien s’écrit (apres changement de
variables):

H = — 52 + —52 + V(I7I)
—ZMPG Zup (lr

Dans le référentiel du centre de masse on a:

H = 32 + V(IFI)
—Zﬂp (llr

4+ Conclusion: il suffit d’effectuer le remplacement m — u pour passer des résultats du
probleme a un corps au probleme a deux corps (dans le référentiel du centre de masse).




Le potentiel central (2) I

H = — 52 + V(7D
" Oin -

» On montre que le moment cinétique (orbital) P=7A p est une constante du mouvement:
d¢
dt

- Si on fait le changement de coordonnées: cartésiennes (x, Y, z) & (1,0, ) sphériques,

| i

-

- Si on définit le moment conjugué p,- de r par p, = U,.p = - .p, alors 'Hamiltonien s’écrit:

1 $2
= ——pPr T

S + V(r)

Ou 2 ne contient que la dépendance angulaire (angles et moments conjugués).

Conclusion: le mouvement radial peut s’étudier de maniere « séparé » grace a un Hamiltonien a
1D avec:

?2

1
H = mpr + Verp(r) avec Vesp(r) = + V(r)

2 2m r?



Le Probleme a deux corps & le potentiel Central
en MQ




Le probleme a deux corps en MQ, (1) I

‘ Espace des états, observables ‘

‘ 1 particule ‘ ‘ 2 particules ‘
= Espace: H = L*(R?) = Espace: H = H,QH, = L*(R3)®L?*(R3) = L?(R®)
= Etats: (x) = Etats: (X1, X5)
= Produit scalaire: = Produit scalaire:
Gl = | @ p@)ds @) = [ BG %) W ) PHEE,
R3 R3 xR3
= QObservables: = QObservables:
(QUJ)(?_C)) = X (x) (Qs=12 avec (Qs‘/i)(fpfz) o 9_551/)(9_51:9_52)
(Plp)(f) = —ihV(X) Ps_q1, avec (Pslp)(fpfz) = —ihVp(Xq, X7)
ﬁ:iﬁzﬂ/(é) ﬁ=iﬁ2+iﬁ2+v(§ Q2)
2m 2m1 1 2m2 2 ke 1
o - hz - - -
Hip(x) = — %Alp(x) +VE)Y() On a V(é)l, 62) = V(§1 — Q,) si les particules

interagissent seulement entre elles



Le probléeme a deux corps en MQ, (2) |

‘Centre de masse, particule réduite en MQ ‘

myX,+myXs

» Changement de variable: (x;,x,) (D?G = T = X1 — 3?2)

mq+m,
= Alors (petit calcul de changement de dérivées partielles ):

Vi =V +V, et Viz=————°

mq + mo
"= Donc en termes d’opérateurs on trouve:

- -
myPy — mq{P,

hVgy =P, +P, et —ihV

—l - 1 2 e —1 o —

xG r m4 ~+ m,

= On retrouve formellement les expressions de I'impulsion du centre de masse et de |la
particule « réduite » => on peut définir de « nouvelles observables » qui reproduisent les

propriétés de la Mécanique Classique (voir diapo suivante).




Le probléeme a deux corps en MQ, (3) I

‘ Changement d’observables ‘

" On définit les deux « nouvelles observables de position » Q¢ et Q04 par:

. mQq+m,0, . N
— et —_— —
Q¢ o i Qrea=01— Q>
QGlp(fG »7_”)) = fGl/J(fG »7_”)) et Qredlp(fa :7_")) = 771/J(9_C)G ,77)

= Et on définit les « observables conjuguées » (impulsions) par:

PG=P1+P2 et Pred= 2 1 1”2

mq + m»
PGl/)(fG 17:)) — _lhvfgl/)(fG '7:)) et Predlp(fG '7:)) — _lhvf‘)l/)(fG '7:))
= On montre alors (calcul purement algébrique comme dans le cas classique):

1 P2 15 1_>2+1I_)>
2m, 2m2 27 M 6 gy Ted

Avec M = my + m, et u = —22

mq+m,



Le probleme a deux corps en MQ (4)

| Conclusion |

= On peut effectuer en MQ un changement d’observables similaire a celui de Mécanique
Classique:

(61! 62' ﬁli ﬁZ) I (GG' aredr ﬁGl ﬁ?"ed)

®= On obtient une forme « séparée » du Hamiltonien (comme en Mécanique Classique):

A=— P24 B2 +V(Q1 - <§)=i iP2 +V(Qrea)
= Comme les variables du centre de masse commutent avec celles de la particule réduite on a:
ﬁ — ﬁG + ﬁred
Hg = ZM ¢ et Hppq = ﬂpr + V(Qred)
[ﬁG:ﬁred] =0

= Dans le référentiel du centre de masse (impulsion p nulle), il ne reste que:

_ 1,

Hyeq = ﬁ red T V(éred)




Le potentiel central en MQ : probleme et symétries I

Le probleme: Résoudre I'équation de Schrodinger stationnaire pour un Hamiltonien de la forme:
_ 1 S =
H=-—P2+V([le])
Remarque: par le remplacement m — u (la masse réduite) on résout en méme temps le cas du
probleme a deux corps pour une interaction par potentiel central (comme en Mécanique
Classique)

Les symétries du probleme A Retenir

Les quantités P2 et V(”C?”) sont invariantes par rotation (aussi bien classiguement que

quantiquement), donc le Hamiltonien H est invariant par rotation.

On montre que |'invariance par rotation de H est équivalente aux régles de commutation**):
vji=123 [L;,H] =0

Ou L = a A P est 'opérateur de moment cinétique orbital (voir cours10).

(**) En Mécanique Classique cela correspond a la conservation du moment cinétique.




Le potentiel central en MQ: conséquences des symétries I

‘ARetenir‘ —— ‘Vj=1,2,3 [Zj,ﬁ]=0‘

Conséguences:

= On déduit d’abord que [ZZ,ﬁ] =|L,,H| =0 (ou [2 =12+ L%+ L7 voir cours10).

= Donc les opérateurs {17 L? iz} possede une base orthonormée commune de vecteurs
propres.

= Or on connait déja (voir cours10) la base orthonormée qui diagonalise {ZZ, iz}: il s'agit
des harmoniques sphériques Y,,,,(6, ¢) (en coordonnées sphériques).

= || en résulte que seule la dépendance en « r » des fonctions propres Y (r, 8, d) (écrites
en coordonnées sphériques) est inconnue.

Conclusion: Les fonctions propres de H sont de la forme ¥ 45, (1,8, ) = Ry (1) Ys,,,(0, @)

L ‘A Retenir ‘ Les fonctions R, () s'appellent
les « fonctions radiales ».




Le potentiel central en MQ: vers I'équation radiale I

(7”1/)) =

‘* Rappels cours 10 ‘ A = 1

1
LZ
ror? h2r2 Y

105 1 1o 1 92
|- o2 2l avadlpr o0 T
2m 2m " 2mr? G r 0r? )

‘* Equation stationnaire pour H avec potentiel central ‘

h? h% 1 04

ﬁ¢=E¢=>—%A¢+V(r)¢=E¢=>— L2y + V(r)y = EY

(ry) +

2m r or2 2mr?

Toute solution est nécessairement de la forme Y(r,0,¢) = R(r)Y;,,(0, d) (diapo précédente)
et L2Y,,, = h2¢(£ + 1)Y,,, (cours 10), donc:

2 2 2 —
‘ _h"10 e (fl (£ + 1) . V(r))R(r) _ ER() Equation dite

2m 1 or? LR 2m r? « Radiale »




Le potentiel central: I'équation radiale (1) I

h? 1 04 h%e(£ + 1)
2m r Or? 2m r?

(rR)+< +V(7‘)>R(T) =ER(r) | (1)

‘ Commentaires ‘

a) L'équation radiale (I) dépend de la valeur de « £ », donc pour chaque « £ » on obtiendra un
ensemble de valeurs propres E et de fonctions propres R(r) différentes.

b) Pour marquer cette dépendance on va noter E, et Ry(r) les énergies propres et les fonctions
propres de ().

c) Par contre I'équation (I) ne dépend pas du nombre quantique « m » intervenant dans les
harmoniques Yy,,,. On en déduit que chaque énergie E, sera associée a 2¢ + 1 fonctions
propres (3D) Y = Rp(r)Yp,, (6, 9) (avec m € Z, |m| < £, voir cours 10).

d) Les fonctions radiales R,(r) vérifient™ R, € H, = L*(R*, r?dr) © f0+oo|R1g(r)|2r2dr < 0,
(**) Si les particules sont confinées (méme probleme qu’a 1D).




Le potentiel central: I'équation radiale (2) I

h2 1 92 R )+<h2£(£+ 1)
'

2m r?

+ VO‘)) Ro(r) = Ep Ry(r) (1)

‘Transformation ‘

Si on pose uy(r) = r Ry(r), alors:
a) Onal™" fooolug(r)lzdr = f0+oo|R{)(r)|2r2dr < oo, donc u,; € L*(RY, dr),
b) wuy, vérifie 'équation:

h2 ) + <h2£(£ +1)
4

—%u 2m r?2

(**) Pour des
états confinés

+ VO‘)) up(r) = Epup(r)

c) Tout se passe comme si on devait résoudre une éq. de Schrodinger stationnaire 1D sur la
demi-droite [0, oo[, avec un Hamiltonien H, tel que:

K2 d? R22(0 + 1)

H, =— T a7 + Vepp(r) avec Vepp(r) =

oy + V(r)



Le potentiel central: I'équation radiale (3) I

2

h
— %U?(T) ~+ Veff(”l")U,g(T') = Eg U,£(T') Veff(r) —

h2L(£+1)
2m r2

+V(r) et reRT

‘ Le potentiel effectif ‘

Exemple: Si on prend pour V(r) le cas d’un potentiel coulombien attractif, soit V(r) =
— Vo /7 avec Vy > 0, on a la figure ci-dessous (£ # 0):

‘/eff (’r) . /s ’ . o fre 7
. Etats confinés (énergies quantifiées)
h2 £(¢+1) .
2m r?
Zone « répulsive » s 15|.E <0 |
Verr(r) <0 1 « a l'intérieur du puits »
T
~ h20(£+1) .
i \ Zone « attractive » oz estlepotentiel
/ Verr() >0 répulsif centrifuge
ey




Le potentiel central: 'équation radiale (4)

2

h
B %U? (1) + Verr(mup(r) = Epup(r) Verr(r) =

h2L(£+1)
2m r2

+V(r) et reRT

La méthode de résolution du probleme ‘

Méme méthode que pour I’éq. de Schrodinger 1D habituelle en considérant que |la
contrainte r = 0 est assimilable a un mur de potentiel infini:

- Il faut imposer u,(0) = 0 (pas de contrainte sur |la dérivée)

- Il faut imposer que u,(r) ne diverge pas a I'infini.

Théoreme (important pour I'étude des dégénérescences et des ECOC): on montre que le
_ A2 d2 : S
spectre de Hy = — S 0 + Veff(r) n’est jamais dégénéré (pour chaque valeur propre E,

de I'éq. Hpu, = Eyu, il n’y a qu’une seule fonction propre uy.




Le potentiel central: Conclusion (1) I

Cas ou lim V(r) = 4+ (potentiel confinant) ‘

Tr—00

- Dans ce cas tous les états propres des Hamiltoniens H} sont des états dits « liés » (ou
confinés), et il y en a une infinité pour chaque valeur de ¥.

- Les énergies propres de chaque H, sont toutes « quantifiées » et donc indexables par un
nombre entier n € N. On obtient donc des energies propres Ey, ,.

- Pour chaque énergie E}, , on a une (seule) fonction propre radiale u,, »(7).

- Pour chaque énergie E}, , on a donc 2¢ + 1 fonctions propres ,,¢,,, a 3D du probleme initial
données par:

Yrem (1,0, 9) = Ryp(r)Ypn(6,4) avec Ryp(r) = u”i(r)

(Rappel: Y e NNm € Z, |m| < ¢ = 2¢ + 1 valeurs de m pour £ donné).
L'ensemble {ﬁ, ZZ, Ez} est un ECOC. En effet pour chaque couple (£, m) donné (jeu de

valeurs propres de [2et L,), la donnée d’une énergie E,,, définit une unique fonction radiale
U, ¢(r) et donc un unique état propre Y, o,



Le potentiel central: Conclusion (2) I

Cas ou lim V() = V fini (potentiel non-confinant) ‘

r—>00

Dans ce cas la situation est plus complexe:

- Sil'énergie E < V), le potentiel Veff(r) peut posséder (ou pas) un puits de potentiel et
donc des états « liés » (donc des états et des énergies quantifiées indexés par des
nombres entiers), et ceci peut aussi dépendre de |la valeur de #.

- Sil'’énergie E > V), alors la particule peut « aller a I'infini », on n’a plus de quantification
de I'énergie: on se trouve dans la partie « continue » du spectre d’énergie.

-  Mais méme dans cette situation I'ensemble {ﬁ, ZZ, Z,Z} est un ECOC. En effet pour une
donnée de (£, m) et d’une énergie E, 'équation radiale Hyu, = E u, donne toujours
une seule solution u,.

Vo

Application: Le potentiel coulombien attractif V(r) = ——avec Vo > 0. Ceci correspond a

la description de 'atome d’hydrogene....Nous verrons cela en MQJl.
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Passez de
bonnes fétes

“j'ai une bonne et une mauvaise nouvelle”




