


Rappels de Mécanique Classique I

4+ Le « moment cinétique (ou angulaire) » mesure « la capacité d’un objet a avoir un
mouvement de rotation ». Deux types de rotations peuvent exister:
- Les rotations par rapport a un référentiel fixe extérieur:

=> cela conduit a la définition du « moment cinétique orbital » noté ¢,
- Les rotations de l'objet « sur lui-méme » :
— cela conduit a la définition du « moment cinétique intrinséque » (ou spin) noté s

4+ Le moment cinétique total j d’un objet est donné par j = e

e

4+ Pour un point matériel, son moment cinétique orbital est donné par: £ = ¥ Ap ol est la
position et p 'impulsion.
4+ Le moment cinétique est le générateur vectoriel infinitésimal des rotations.




Le Moment Cinetigue Orbital
arateur des rotations de lla position)




Définition/Relations de commutation |

Particule 3D Classique: Particule 3D Qu_antiqUE:
- fxzypz_zpy - Ex=YpZ—ZAy
P=FADp < |t =2p, — xp, > > - 5~ 5a . _
£, = xpy — YPs L=0AP = lA'y B gljx )A“f Rappel: |Q;, Py| = ihdjy Idy
‘A retenir ‘ L, =XP, —YP,

m) ‘ Les opérateurs-composantes Zj sont bien hermitiens car pourj # k,on a [Qj, Pk] = 0. ‘

m) |Relations de commutation (preuve en utilisant [AB Cl =
IL,L,|=irnl,, |L, L] =inL,, |L, L, ] i L,.

‘A retenir‘

‘A retenir‘ m) |Silonnote E}observabli> L2 = Z,Zci— L; + L7, alors:
121, = [12.5,) = [12.,] = ‘J




Les composantes de L comme opérateurs différentiels I

Rappels: Qy(#) = 7Y (#) et PY(#) = —iAV(7)

D’ou: Ly

Si I'on prend les coordonnées sphériques (1,6, ¢p) € R* x[0, 7] x[0,27]:

— 1 sin 6 cos ¢ . ih(sinqb dg + cos ¢ cot O 0¢)
y =rsinfsing = |L, = —ih(cosp dg — sin ¢ cot O 6¢)
4= 1 8000 L,=—in(d,) 4mmmmm [A retenir]

) ‘ Les opérateurs L; n’agissent pas sur la « variable radiale r » ‘




Moment Cinétique orbital et 'espace L?(S?)

Le produit scalaire (11 |1) de I'espace des états a 3D H = L?(R3) peut s’écrire en
coordonnées sphériques:

+ 0o T 2TT
bl f gt e j g f Sl i e e
R3 0 0 0

On peut « voir » H = L?(R3) comme un produit tensoriel de deux espaces de Hilbert :
H = LZ(RS) = }[r®}[9,¢
=) | avec:

; }[r — LZ(R-I_)TZdr) = (lplllp)}[r — f0+oo l/J]_(T')*l/J(T) rédr
- }[9,(]5 — LZ(SZJ sin 0 d@d(P) & (lplllp>}[9’¢ = f(:-[ sinf do fozn d(]b lpl(HJ ¢)*IIJ(0, (l))

‘ S est la « sphére de dimension 2 », c’est-a-dire la sphére usuelle:
une fonction (8, ¢) est une fonction sur S2.

m) Les opérateurs ii agissent en fait sur I'espace L*(S?).



Moment Cinétique orbital en MQ: Question d’ECOC I

Question: Comment construire une base orthonormée de L?(S?) « indexée » par des valeurs
propres d’observables physiques? OU COMMENT CONSTRUIRE UN ECOC de L%(S?)?

Réponse:
- On ne peut pas prendre plusieurs opérateurs L; car ils ne commutent pas entre eux,

- Par contre [Zz, Zi] = 0, donc en particulier {Zz, ZZ} constitue un ensemble de deux
observables qui commutent.

- Pourquoi choisir L,? Car L, = —if(dy) (expression plus simple),
- ON MONTRE QUE {L?,I,} est un ECOC sur L%(S?). | A Retenir |

Question: Comment trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de {LZ, LZ} ?
Réponse: Méthode algébrique similaire a celle de l'oscillateur harmonique (voir plus loin).




Moment Cinétique orbital: Harmoniques sphériques (1) I

Les notations de Dirac pour LZ(SZ): on a des kets [y) tels que (8, d|YP) = Y(0, d) € L*(S?)

4+ ON MONTRE (voir diapos 17-19+poly) que les spectres de L? et L, vérifient: |A retenir

- Les valeurs propres de L2 sont de la forme h%¢(f + 1) avec £ € N, et chaque sous-espace
propre #, associé a la valeur A%£(¢ + 1) est de dimension 2¢ + 1,

- Dans chaque sous-espace H , donné, les valeurs propres de L, sont de la forme 7im avec
me{—¢—¢+1,..,f{—1,¢},soitm € Zet|m| <.

- La donnée d’un couple (£, m) définit un seul vecteur propre commun a L2 et L,
(autrement dit L, n’est pas dégénéré dans le sous-espace #, ).

4 On obtient donc une base orthonormée {|#,m)} de L*(S?, sin 8 d8d¢) telle que: ‘ A retenir
PENmMETZ m| <Y, L2 £,m) = h2e(L + 1)|€,m) et L,|¢,m)=hm|¢,m)

4+ Les fonctions (0, ¢|£, m) notées Y, ,,,(0, ¢) sont appelées harmoniques sphériques:
T 2T

(£'m'|fm) = J sin@df | do Y (0,0) Yern(0,0) = 6, p6m'm
0 0




Moment Cinétique orbital: Harmoniques sphériques (2) I
‘ Quelques aspects calculatoires.... \

Cherchons les fonctions propres 1, (6, ¢) de L, telles que L,y = Ayy:

= 0 A
Los = My = —ihs oy = Ay © ¥2(6,¢) = F(0)e'?

Mais la fonction (60, @) ne peut prendre qu’une seule valeur en un point donné de

I'espace géométrique (coordonnées cartésiennes), donc Y, (6, ¢ + 2m) = Y, (6, ¢).

On en déduit que e’™h = 1. Ce qui implique% =m € Z.

Conclusion: Les valeurs propres de L, sont de la forme mh avec m € Z, et les fonctions

propres associées sont de la forme:
Ym0, ¢) = Fm(e)elmq5

L ‘A Retenir




Moment Cinétique orbital: Harmoniques sphériques (3) I
‘ Quelques aspects calculatoires.... \

2 G2y 16( 90) 1 0% et T, = ha
= sno90\""%38) T 526 992 =55

- On montre que les fonctions Yy ,,, (8, ¢) sont de la forme:
Yom(8,$) = Com Py (cosf)el™?

Ou Cp yest une constante de normalisation et les P{,lml(x) sont les « polyndmes généralisés de
Legendre ».
- En particulier (a titre indicatif):

-

L2= 1%

)
pe

(2¢+1)! o _ip
= 1 — (]5
Ye-(0,¢) = 775 | (sinf)’e
Donc « la plus simple des harmoniques sphériques » s’écrit:
YO,O(HJ ¢) —

VaT




Retour sur H = L*(R3) = H, @Iy 4 I

‘}[r = L*(R*,r%dr) et Hy , = L*(S?,sin 0 d0d¢) ‘

4+ Toute fonction Y € L?(IR?) écrite en coordonnées sphériques admet une décomposition:

0.0)

+£
1/1(7”, 0, ¢) — 2 2 ffm(r)yi’m(g: ¢) avec ffm(r) — .[Sz sin 0d9d¢ Yfm*(g» ¢) l/)(?", 0, (P)
=0 m=—¢
Et:

WD) = D Fonlfondoe, = ) | 7l fon(r)1
fm m

4 Lopérateur Laplacien A exprimé en coordonnées sphériques s’écrit:
2

TR KPR
l/)_‘rarz Ty h2r? Y




Particule libre revisitée I

T
‘Hamlltomen H=—Pp? ‘
2m

Or:
S 1 0% 1.
P? = —h?A= —h*—— (r.) +—L2
T or
Si on pose:
~ 10 .
P = (—lh);a(r-) = P7 = rarz (7” )
Donc:
. _ 1. _ 1 i —
2 — p2 4 72 _ _— P2 2 .
P“ = P* + r2L =>H—2mPr +2mr2L - ‘Aretenlr‘
Remarques:

- P? est hermitien dans 7, = L>(R*,r2dr).
(A, 12, L,} est un ECOC pour la particule libre (détails cours 11) . ‘A retenir ‘




~ Le Moment Cinetique Generique
(generateurs des rotations en general: orbutaﬂ




Définition et algebre de commutation |

Tous les moments cinétiques: orbital Z, spin §, totalf = L + S vérifient la méme algebre de
commutateurs qui est caractérisée par les « coefficients de structure » du groupe des rotations.

Hypothése: Dans la suite on utilisera la notation génériquei = (fx,fyjz) correspondant a
trois opérateurs hermitiens agissant sur un espace de Hilbert 7.

Définition: Les opérateurs | = (ijy,fz) définissent un moment cinétique s’ils vérifient les
relation de commutation suivantes:

Uyl =], I =in]y ]y J;| = ih]y A Retenir




'algebre de commutation: conséquences I

4 Somme de deux moments cinétiques:
Soient J; et J, deux moments cinétiques agissant respectivement sur les espaces de Hilbert
H; et H,. AIorsi = i1 +i2 = j1®1d}[2 + Idygg, ®i2 est un moment cinétique sur I'espace de

Hilbert H = H,®H,. (Vérification facile caril etiz commutent).
Conclusion: la somme de deux moments cinétiques est un moment cinétique.

4 Conséguence de l'algebre de commutation:
Soit J = (ijyjz) un moment cinétique. En utilisant [AB, C| = A[B, C| + |4, C|B on déduit
de la définition d’'un moment cinétique que:

[jz,fx] = [izjy] = [jz,fz] =0 ‘A Retenir
Ou on note J% = J2 +J5+7J7 .




Les « représentations irreductibles » I

Question: quelles sont toutes les facons « irréductibles » (voir ci-dessous la signification) de

construire des opérateurs hermitiensi = (ixjyjz) vérifiant les conditions de la définition?

Irréductible: déf.

J estirréductible s’il ne peut pas s’écrire comme J = J; + J, avec J; et J, deux moments
cinétiques.

Remarque: cette question releve d’'un domaine mathématique bien connu qui est « |la
recherche des représentations irréductibles des algebres de Lie », et cette problématique est
une partie tres importante de I'étude des groupes de Lie.

Méthode: Il faut trouver un opérateur hermitien C qui commute avec les générateurs de
I"algebre ici (ijyjz). Alors on montre que chague sous-espace propre H . associé a une
valeur propre ¢ de C est invariant par les générateurs, ici (ixjyjz), et la restriction des
(ixjyjz) a chaque sous-espace . est irréductible. => On connait cet opérateur C: C = 72.




Recherche des « représentations irréductibles » |

4 Le programme:
- Il « suffit » de trouver une méthode algébrique permettant de trouver toutes les valeurs

propres possibles de 'ensemble {fz,fz} qui constitue un ECOC (je I'admet). On en déduit
alors gu’il existe une base orthonormée indexée par ces valeurs propres.
- Puis il faut trouver I'expression des opérateurs J, etfy dans cette base.

4+ Méthode:
Construire des « opérateurs d’échelle » similaires a ceux pour l'oscillateur harmonique.

4 Définition des opérateurs d’échelle:

e , ~ ~ ~ ~ ‘ARetenir‘
On définit les opérateurs /4 par J4 = J, i ], = (]+) =J_

Uodi]l=th]s et [JoJs] =20, || =T2 -0, +].J-=J3+ 1], +] ]« |

=)




Action des opérateurs d’échelle I

[jz»ji] — ihji et [i—»7+] — _Zhiz

Supposons |¢,) état propre de J, pour la valeur propre A#, soit /,|¢,) = Ak|p,), alors:
Uz il 12 = £hj|da) = J.Ux102)) — [ Uzlda)) = £hjy|da)

D’ou:
J.(J:ld) = @At 1) hfildy)

Conclusion:]A+ fait « monter » 2 de 1 et J_ fait « descendre » 1 de 1 dans le spectre de J,.

Par ailleurs comme [fz,fi] = [fz,fz] = 0, les relations précédentes « travaillent » dans un

sous-espace de valeur propre donnée de ]"2_

Un raisonnement algébrique un peu long, trop long pour des diapos (voir poly), permet alors
de completement résoudre le probleme....

La diapo suivante donne le résultat.



Représentations: Conclusion I

4+ ON MONTRE (voir poly) que les spectres de J2 et J, vérifient: ‘A Retenir

- Lesvaleurs propres de]ﬁ2 sont de la forme A%j(j + 1) avec 2j € N, (donc j est entier ou
demi-entier) et chaque sous-espace propre #{; associe a la valeur propre hzj(i + 1) est de
dimension 2j + 1,

- Dans chaque sous-espace #'; donné, les valeurs propres de J, sont de la forme im avec

- me{—j,—j+1,—j+2,..,j—1,j}, donc |m| < j (mais m n’est pas forcément entier),

- La donnée d’un couple (j, m) définit un seul vecteur propre |j, m) commun a jZ et j,
(autrement dit j, n’est pas degeneéré dans le sous-espace ¥ ).

- On ales relations:
J2|j,m) = #%j(j + 1)|j, m) et J,|j, m) = hm|j, m)
Joljym)=hJjG+1) —m@m—1) [jm—1)

Jrlimy =G+ 1D —m@m+1) |j,m+1)
- En particulier: J_lj,—=j)=0 et J.|j,j)=0




Représentations: Remarques I

4+ Pour chaque valeur de j on obtient sur le sous-espace 7{; correspondant une représentation
irreductible des opérateurs (ixjyjz).

4 Pour chaque valeur de j on peut retrouver |'action des opérateurs (7x,iy,iz) dans la base

{Im) = |j,m)} de I'espace H; grace aux opérateurs J; et les relations J,, = % (f+ +f_) etfy =
T o2 ~
5 Ue =),

4+ Lutilisation des « opérateurs d’échelle » /. permet (comme dans le cas de l'oscillateur
harmonique) d’écrire:

=i+ 1) = Cin () 1, =) et ljj—n)=D;n () i)



Cas particuliers I

‘ 4+ Sij € N on retrouve le cas du moment cinétique orbital L avec j = 1. ‘

| .\ . : o
+Sij = S on trouve la premiere valeur différente de type « non-orbital », il s'agit du

« spin 1/2 » décrivant le spin de I’électron (par exemple).
- La dimension de |‘espace de Hilbertest 2] + 1 = 2,

A 1
- Les valeurs propres de J, sont hm avec m = + :

- Sil'on note |+) les kets |m = +1/2), alors les matrices des opérateurs /. dans la base {|+)}

s’écrivent:
fen@ O e r=n( )

Des relations J, = % (s +/-)et], = 2%(]3, — J_) on déduit:
. ho 1 . R —i
]x_5(1 0) et ]y_f(i 0)

FIN COURS 10




