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Introduction I

Contexte: Il existe un grand nombre de « systemes modeles » quantiques, ou « d’observables
guantiques fondamentales » qui se décrivent grace a des « espaces d’états » de dimension 2.
On les appelle « systemes a deux états » ou « systemes a deux niveaux ».

Exemples « fondamentaux »: polarisation du photon, « spin de I’électron » (voir plus loin),
Physique des particules: « oscillations » des neutrinos, « oscillations » des « kaons neutres »,...

‘ Exemples de systemes « modeles »: ‘

4+ Modele d’atome (l'atome « a deux niveaux »)

Energie

E, 1) Etat quelconque |)) = «|0) + B]|1)




Systemes « modeles »: exemples

4+ Modele de la molécule d’ammoniac (NH;)

’ b H Etat « down »: |d)
Etat « up »: |u) H
H \ 7
H v =)
\
N
5 ®

‘Etat quelconque |) = alu) + [|d) ‘

4+ Modele de liaison moléculaire (systeme de deux atomes Al et A2 et un électron)

€- | Etat « left »: |L) Etat « right »: |R) [
O—---O = O————O’

‘Etat quelconque [) = aIL) + B|R) ‘
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Les observables d’un systeme « a deux etats » I

4+ l'espace de Hilbert H est constitué des états |1)) = «|0) + B|1) ol {|0), |1)} est une base
orthonormée.

4 Les opérateurs A hermitiens sont représentés dans la base {|0), |1)} par des matrices
[A] ( )telles que [A] [A] (Z ccl) = (Ccl* Z*) =a.d & Rc=Db",

Donc [A]=(b d),aveca,dE]R,bE(C.
En notations de Dirac: A = a|0){0| + b|1)0] + b*|0)(1]| + d|1)(1].

*Sionposea=%d,,8=%d,b=y+i6,aveca,,8,y,5€]R{:

Al =alys+yo,+ 650, + B o3

he=(p a=( o= 9)eu=( 2

Les {07}i=1 2 3 sont des opérateurs hermitiens appelés « matrices de Pauli ».

Avec:




Propriétés des Matrices de Pauli I
s =l gha b Sl ) )

. 4 el 2.0 : : ; o
*Vl, O-i =0y etO-l' = Ig.[, Vi 7':],0-,:0}' s "'"O-]'O-i,

4+ 0,0, = 103, 0,03 = 107, 0301 = 10y

4+ On peut résumer ces propriétés par: 0;0y, = Oji Ly + 1), Exp0yp
ou &y est le « symbole de Levi-Civita »:

Ejke €St completement antisymétrique en jkf et 1,53 = 1.

On retrouvera les matrices de Pauli avec le « spin de |'électron ».




Valeurs propres et vecteurs propres (1)

Observable [/i] o (Z IZi)' avec a,d € R, b € C dans la base orthonormée {|0), |1)}

4 Valeurs propres données par det(/i — A I}[) =0 (a—A)d-2)—-|bl?=0

) |1, =21 /(a— d)Z+4[b]

4 Vecteurs propres: on cherche (;C,) tel que A (;) =4 (;C,)

Attention: les deux équations obtenues sont équivalentes: on ne peut pas déterminer a

x) £ soluti (x
est solution x
y y

X
Si (y) est solution, on peut « normaliser » le vecteur en prenant a = (|x|? + |y|?)

la fois x et y. En effet si ( ) est aussi solution.

/2

Voir diapo suivante



Valeurs propres et vecteurs propres (2)

Observable [A] (b IZZ) avec a,d € R, b € C dans la base orthonormée {|0), |1)}

a+d

Ay =224 2 [(a— d)?+4|b]?

4+ On cherche les vecteurs (normalisés) |+) tels que A|+) = Ap|E) ‘

4 Sil'on pose b = |b|e'? et tg(8) = 2|b|/(d — a) (sid = a, @ = m/2), on montre que les
vecteurs propres normalisés peuvent s’écrire de facon générale:

|+)=cos(§)|0)+sin(§)ei‘/’|1) et |—)—sm()|0)—cos(0) w1y

Remarque: en pratique il faut refaire le calcul des valeurs propres et vecteurs propres a chaque
fois.
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Exemple: la molécule d'ammoniac (1) |

N
Etat « up »: |u) /Q H  Etat « down »: |d)

N
H I H \ 7
| > . Base orthonormée {|u), |d)}
NG

’Hamiltonien

e D
i kg
(Méme valeur propre Ej car les deux configurations sont symétriques).

4+ Premier modéle (ordre 0): H, = ( ) soit: Hy|lu) = Eglu) et Hyld) = E,y|d),

4+ Deuxieme modele (ordrel): on « autorise » 'atome d’azote a passer par « effet tunnel » a
travers le plan des hydrogenes en introduisant le parametre W > 0:

H=H,— (V(I)/' V(l)/) donc (u|H|d) = (d|H|u) = -W, W >0
LHamiltonien n’est plus « diagonal » dans [a base {[u), [d}].




Exemple: la molécule d’'ammoniac (2) |

Energies propres E, et états propres |1) de I’'Hamiltonien H |

Energie -
. By =Eo+ W et [£) == (ju) ¥ |d)) |
Eg
’ E E_ et |—): Niveau d’énergie et état fondamentaux
= = (« le plus bas niveau »).
I Modele initial (Hy) I Modele amélioré (H)

Dans les états propres de I’'Hamiltonien |1), la probabilité de trouver
'azote dans la position « up » ou « down » est donnée par:

L e
Pup = [(ul1)|® = = et Paoun = [{dI1)|* =5

On dit que I'atome d’azote est délocalisé.




Exemple: la molécule d’'ammoniac (3)

Dynamique et « oscillations »

Position du probléme: Si a I'instant initial I'état est |y (t = 0)) = |u), quel est état |P(t)) ?
Quelle est la probabilité P4(t) de trouver le systéeme dans I'état |d) a l'instant « t » ?

Méthode pour trouver [y (t)) > | Ecrire |Y(t = 0)) dans la base propre de I’'Hamiltonien .

i

WE=0)=alt) +81=)| W || = ae B |4y +pe R E-F o)

1 1
a = <+|l/)(t £ O)) = <+|u> = ?((ul 5T (d|)|u) el |l/)(t))

- 2 1 i i

1 1 - (e‘ﬁ“ I+) + e m5E |—>)
pi= e = 0))=(—|U)=\/—§((u|+(d|)|u)=—2 V2



Exemple: la molécule d'ammoniac (4) |
Dynamique et « oscillations »

% (e_'f'iE* +) + e hE : |—)) dans la base d’origine {|u), |d)}
en utilisant le fait que |+) = i(|u) + |d)). On obtient (en tenant comptede £, = Ey + W ):
\/E A

On peut réécrire [Y(t)) =

[Y(t)) = e_%EO : (COS% Jlu) + i sin% |d))

Donc la probabilité P;(t) de trouver le systéeme dans I'état |d) a I'instant « t » est donnée par:

Py(t) = Kdlp(O)* = sin? L = 2 (1 % COS%)

frod n

La probabilité P;(t) oscille périodiquement au cours du temps entre 0 et 1 avec la pulsation

o
T




Exemple: la molécule d’'ammoniac (5)

Dynamique et « oscillations »

Si 'atome d’azote se trouve dans |’'état « up » a I'instant initial, la probabilité de le trouver
dans I'état « down » a l'instant « t » est donnée par:

W
Pd(t) = SIn ?
! L : h 1 .
Il en résulte que périodiquement, aux instants t,, = e (n - E)' on est certain de trouver

'atome d’azote dans l'état « down » (P4(t;,) = 1).

Remarque: Loscillation de 'atome d’azote et |'existence des deux niveaux d’énergie E
entraine la possibilité pour la molécule d'ammoniac d’absorber et d’émettre des photons
d’énergie E = hw = E, — E_ = 2W. Ceci est a la base du fonctionnement du « MASER a
ammoniac », un des premiers systemes expérimentaux mettant en ceuvre le principe
d’émission cohérente, mais dans le domaine des « Micro-waves ».




emple « fondamental »

ectron
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Rappels de Physique Classique (1)

Le « moment cinétique intrinseque » ou « spin »

4+ La « quantité de mouvement » ou « impulsion » p d’un objet mesure « la capacité de
I'objet a avoir un mouvement de translation » dans 'espace,
4+ Le « moment cinétique » mesure « la capacité de l'objet a avoir un mouvement de

rotation ». Mais deux types de rotations peuvent exister:
- Les rotations par rapport a un référentiel fixe extérieur:
=> cela conduit a la définition du « moment cinétique orbital » noté Z,
- Les rotations de l'objet « sur lui-méme » :
=> cela conduit a la définition du « moment cinétique intrinseque » (ou spin) noté S

|| est conventionnel en Mécanique Classique de supposer qgu’un « point matériel » a une

masse m, une quantité de mouvement p, un moment cinétique orbital L=7#A p, mais pas
de moment cinétique intrinseque => || s’agit d’'un A PRIORI sans justification.

Exemple: A I'échelle du systeme solaire, Jupiter est un « point matériel », pourtant Jupiter
tourne bien sur elle-méme, et vu sa masse son « spin» est loin d’étre négligeable.




Rappels de Physique Classique (2) I

‘ Spin, Moment magnétique, Interaction avec un champ magnétique ‘

4+ On montre qu’un « objet » ayant un moment cinétique intrinseque (ou spin) S et ayant
des proprletes électromagnétiques a automatiqguement un moment magnétique M tel gue
M = 14 S ol y est appelé « facteur gyromagnétique ».

4+ Un « point matériel » situé en 7y, qui (a) posséde un moment magnétique M , et qui (b) est
soumis a un champ magnétique B(7") , posséde alors une énergie U(7,) = —M. B ().
+ Ce « point matériel » est donc soumis & une force i = —VU = V(M. B).

4+ Si le point matériel a un « spin » S et un facteur gyromagnétique y, et qu’il est soumis a un
champ §(F) , il « voit » donc une force F = yV(§ §)

On peut mesurer le spin (au moins une composante) en faisant interagir 'objet avec un

gradient de champ magnétique et en regardant le déplacement de l'objet:
c’est I'expérience de Stern et Gerlach.




Description du « spin » (quantique)
de I’électron



Les observables de « spin » de I'électron (1) I

Contexte: les « particules élémentaires » sont supposées assimilables a des points
matériels, mais elles ont un « spin ». De plus ces objets sont « quantiques », c’est-a-dire que
leur « spin » a des propriétés « tres étranges ». L'électron en est l'illustration parfaite.

4+ Le spin S = (Sx, Sy, SZ) de |'électron est représenté par trois opérateurs hermitiens
(ﬁx, Sy, SZ) agissant sur un espace des états H de dimension 2.

; : A A & | : A
4+ Les trois opérateurs (Sx, Sy, SZ) ont les mémes valeurs propres qui sont + :

(on peut vérifier que la constante A a bien la dimension d’'un moment cinétique),

4+ Dans la base |+) qui diagonalise S, (soit S,|+) = ig |+)) on a les matrices:

. A .
=30 o S5=20 9)%=320 3

Remarque: on retrouve les matrices de Pauli.




Les observables de « spin » de I'électron (2) I
Sl Iy e 0y e g
Sx=§(1 0)’5y:§(i ol)'SZ:E(o —1)

‘ Conséquences ‘ _

4 Les trois opérateurs (fx, .§y, §Z) ne commutent pas entre eux et vérifient:
IS8 i =uhs 18, S l=his |88, | =in Sy
4+ On en déduit qu’un seul des trois opérateurs peut avoir une valeur bien définie (une

valeur propre) a un instant donné => le « vecteur S au sens classigue » (constitué de trois
composantes ayant des valeurs bien définies) N'EXISTE PAS.

: e s s
+ Mais la « norme » du vecteur est bien définie car $* = S + S5 + 87 = th L.

La mise en évidence des propriétés quantiques (quantification des
valeurs mesurables) du « spin » de |I'électron a été obtenue par Stern et Y —
Gerlach (voir ci-apres)



Les observables de « spin » de I'électron (3) I

‘ Hamiltonien d’interaction spin-champ magnétique ‘

4 L'électron a un moment magnétique (quantique) M = y S avec Y =4 Zq—:n oum et g, sont la
masse et la charge de I'électron et ou « g » est un nombre sans dimension telque g = 2.

Le «g — 2 » est une des quantités fondamentales les mieux connues.
Remarque: y < O car g, < 0.

s
4 Un électron placé dans un champ magnétique B possede un « Hamiltonien d’intéraction »

H=-MB
+ Sile champ B est orienté selon Oz avec B = B(2)1i, , alors H = —yB(2)S,. 0r $, a pour
valeurs propres ig , donc les énergies possibles sont £, (z) = + yhB(Z)

2 > ; h I =
Conclusion: Selon que I'électron est dans I'état te QU ey il verra une force F, =

dE_

ouF = ——1u,.0r FJr et F_ opposeées => Separatlon des électrons en « deux paquets »
dz




IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES
PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT AM MAIN,

VON OTTO STERN UND WALTHER GERLACH DIE
FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMQUANTISIERUNG
DER MAGNETISCHEN MOMENTE IN ATOMEN GEMACHT.
AUF DEM STERN-GERLACH-EXPERIMENT BERUHEN WICHTIGE

PHYSIKALISCH-TECHNISCHE ENTWICKLUNGEN DES 20. JHDTS.,
WIE KERNSPINRESONANZMETHODE, ATOMUHR ODER LASER.

OTTO STERN WURDE 1943 FUR DIESE ENTDECKUNG
DER NOBELPREIS VERLIEHEN.

Plague commeémorative de I'expérience portant |'effigie
des deux physiciens au siege de la Physikalische
Verein a Francfort-sur-le-Main (source Wikipedia)



https://fr.wikipedia.org/wiki/Francfort-sur-le-Main

'expérience de Stern et Gerlach I

4+ L'expérience de Stern et Gerlach « originelle » (1922) a été effectuée avec des atomes
d’argent, et pas des électrons. Mais on peut montrer que le spin d’'un atome d’argent est le
méme que celui d’'un seul électron => Mise en évidence de la « quantification du spin ».

physique classique:
ligne continue

atomes d’argent On observe sur I'écran de détection

b / « deux taches » bien séparées au lieu
| d’une ligne continue prédite par la
| oA \ physique classique (pas de quantification).
N On obtient la preuve que le « spin est

\ qguantifié ».

champ magnetique
non homogene

FIN COURS 5



