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David Hilbert, né en 1862 a Konigsberg et mort en 1943 a
Gottingen, est un mathématicien allemand. Il est souvent
considéré comme un des plus grands mathématiciens du
xxe siecle. Il a créé ou développé un large éventail d'idées
fondamentales, que ce soit la théorie des invariants,
I'axiomatisation de la géométrie, ou les fondements de
I'analyse fonctionnelle (avec les espaces de Hilbert).
(source Wikipedia).




Forme « sesguilinéaire » I

- B est linéaire a droite:
\ VA, u€C vu,v,w € E,B(u,Av+puw) =AB(,v) + nuB(u,w),
(- B est « anti-linéaire » a gauche: B
: VAu€ecC vu,v,w € E,B(Au+puv,w) =A"B(uw) + uwB(v,w),
(- B posseéde la « symétrie » hermitienne ou hilbertienne:

Yu,v € E,B(u,v)* = B(v,u)

mmm) | B est alors appelée forme sesquilinéaire sur E.

(. ¥y
- B est dite positive si Vu € E, B(u,u) = 0,

J \_

- B est dite définiesi B(u,u) = 0 < u=0.

‘ Une forme sesquilinéaire définie positive sur E est appelée
produit scalaire hermitien ou hilbertien.




Eseaces hermitiensi Eseaces de Hilbert l

Soit E un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien/hilbertien B (u, v)

"4 On note alors: (ulv) = B(u, v).

4 Le produit scalaire (u|v) munit I'espace E d’une normell|u|| = +/ (u|w).
\_

P
4+ Les espaces vectoriels complexes de dimension finie muni de (u|v) sont appelés

« Espaces hermitiens ».

.
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4+ D. Hilbert a généralisé cette structure aux espaces de dimension infinie, en particulier aux

espaces de fonctions: ce sont les « Espaces de Hilbert ».
Les espaces hermitiens sont donc un cas « simplifié » d’espaces de Hilbert. o

(Remarque: les espaces de Hilbert rentrent dans le cadre mathématique plus général des 2
espaces vectoriels normés complets, appelés « espaces de Banach » (étudiés par Stephan
Banach grand mathématicien polonais, contemporain de D. Hilbert, et un des fondateurs de

¢ I"analyse fonctionnelle »). 2




Exemeles 512 l

+ Soi E est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

Ellavecu = (Uq, .. Uy), U = (U, ...0,).

4 On peut aussi adopter une notation « colonne » pour les vecteurs de E = C™:
Uq V1

u=| i Lv=| i | etlElg = — " , u v;

un
Produit « matriciel »
Iigne-colonne

Avec: i — (ul, ) — ()

u'’ = adjoint ou transconjugué



Exemeles SZZ l

4+ Soit :

E={¢p:R - C|[|p(x)|?dx < oo} = [*(R)

(Plp) = j B0 P(x) dx

E est I'espace de Hilbert des « fonctions de carré sommable ».

muni du produit scalaire:




Rappels: dimension finie (1

3 un espace de Hilbert de dimension n dans ces rappels

de Kronecker: 8;; = 1 et 6;; = 0si i # j).

(4 Une base {e;}’-, de H est dite orthonormée ssi: (ou §;; est le symbole |

Mi {e;}i=1 est une base orthonormée de H alors:

vh e H, ¢ = ) (eild) e,
=1

<

\ /
D’ou b
n n
Ve, P €I, (WI$) = ) Wlen(eild) etllgll? = > [(eild)I?.

\ =1 1= )
‘+ Soit A un opérateur linéaire sur 7, on définit 'adjoint ATde A par: o
Vo, € H,(P|ATg) = (p|AY)”

Dans une base orthonormée {e;};-; on a:
K 7




Rappels: dimension finie (2

(4 Soit A un opérateur linéaire sur H et {e;}}; une base orthonormée alors: 2

n

A

Aej = z a;je; < a;j = (eilfiej)_ « Elément de matrice »
e =1
4+ Sil'on note [A] la matrice a;; représentant A dans la base {e;}i=, alors la matrice [AT]

représentant I'adjoint AT est donnée par [/TT] = ([/i]*)t = [/T]T (« T » = transconjugaison).

+ Un opérateur linéaire est dit hermitien ou auto-adjoint (en dimension infinie) ssi 4 = 47.

4 Tout opérateur linéaire hermitien est diagonalisable en base orthonormée et ses valeurs

propres sont réelles:

A=A = 3(1)i=1._n A € R,3{e;}), orthonormée,| Ae; = A;e;

4 Si A et B sont hermitiens et A B = BA (ils « commutent ») alors 4 et B sont diagonalisables

dans une base orthonormée commune.
L J




Rappels: dimension finie (3

Projecteurs orthogonaux

4+ Projecteur orthogonal (définition): opérateur[ll tel que: II = ITlet 12 = II.

4+ Tout vecteur u € H tel que ||u]| = 1 définit un projecteur orthogonal II,, tel que

. vop € H, 1,0 = (u|p) u = u =u

4 Tout projecteur orthogonal Il peut s’écrire sous la forme

J




Eseaces de Hilbert: dimension infinie 512 I

" D. Hilbert a montré qgue pour tous les espaces dits « séparables » (en pratique ils le sont tous en |
Physique), un certain nombre de propriétés du cas « dimension finie » pouvaient étre
\prolongées (mais pas toutes: c’est 'objet de « I'analyse fonctionnelle hilbertienne »).

o )
4 Tout espace de Hilbert H « séparable » possede des bases orthonormées « discretes »

{e;};=; (donc avec (ﬁﬁ) = §;;). (On parle aussi de « systeme orthogonal total, ou complet »).
;* Dans ces bases les formules de la dimension finie sont généralisables: <

Vo e H, ¢ = ) (eild) e,
ji==1

Ve, € H, Wp) = Y (len(eld) etllpl® = ) |(eild)I?
% Résolution de l'identité: = —
z ﬁei —_ Id:}[
i=1




Eseaces de Hilbert: dimension infinie 522 I

4 On peut prolonger les notions d’adjoint d’'un opérateur, d’'opérateurs hermitiens (on parle 5 )
alors en maths « d’opérateurs auto-adjoints »), et on peut prolonger les théoréemes qui vont
avec ces définitions (diagonalisation).

Remarque importante: Il y a cependant de nouvelles « situations » qui apparaissent,

kspécifiques de la dimension infinie, et que I'on verra plus tard. v

4+ Paul Dirac a montré que les « manipulations mathématiques » pouvaient étre grandement

simplifiées si on adopte un « mode de notation » particulier appelé:
« notations de Dirac »




Notations de

Paul Adrien Maurice Dirac (né le 8 aolt 1902 a Bristol,
Angleterre — mort le 20 octobre 1984 a Tallahassee, Floride,
USA) est un mathématicien et physicien britannique. Il est
I'un des « peres » de la Mécanique Quantique et a prévu
I'existence de I'antimatiere.

Il est colauréat avec Erwin Schrodinger du prix Nobel de
physique de 1933 « pour la découverte de formes nouvelles
et utiles de la théorie quantique ». (source Wikipedia)



https://fr.wikipedia.org/wiki/Antimati%C3%A8re

Notations de Dirac: « Bras » et « Kets » I
f D

Idée de P. Dirac: « Formaliser » de maniere générale le comportement matriciel déja vu:

Uq V1
u=< : ),v=<5>,et(u|v)=uf.v
. Yn Vn y,

4 On dira que les vecteurs ¢ d’un espace de Hilbert H sont des « kets », notés | ).
Donc a la place de u = A¢ + uy, on notera |u) = A|p) + u|yY) (avec A et u € Q).

4 On introduit une opération formelle « T » :

-« T » est anti-linéaire (anti => transforme u € C en u"), MEthémhatictefentun € ira
2 L2
- (1)* = Identite . est une « forme linéaire ».

-« T » transforme un « ket » |p) enun « bra » (¢p| = |P) ’
Donc (Alg) + YN = 2" (| + u (Y.

4+ Le « produit » d’un bra par un ket (dans ce sens uniquement) est le produit scalaire:

(Y| ». < |¢) = Wlo) = [W|¢)
‘ Dans la suite je noterai le produit scalaire (| ¢)




Notations de Dirac: brasi kets et oEérateurs I
Soient deux « kets » |¢@), i) et deux opérateurs A et B.

- Mathématiquement on peut définir le vecteur A|¢), et le produit scalaire (1/)|/T<l>)

‘ En notations de Dirac (|A¢) devient (y|A|p) = (Y. (A|¢))
\jsymetrlque

- Uopération « T » s’étend aux opérateurs: c’est I'adjoint A — AT

- LUopération « T » inverse toujours I'ordre des éléments:
Exemples: (AB) = BTAT et (A|¢)) |P)TAT = (| AT

- Exemple de « calcul » avec les notations de Dirac:

(w]4|8) = (W]4|p) = (WI.A.1)" = |p)t At @It = (p]AT[w)

Carpourz € C, zT = z*



Notations de Dirac: oEérateursE Eroiecteurs orthogonaux I

i S
4+ Soit le vecteur (un ket) |u) € H « normalisé » ((u|u) = 1), on a le projecteur orthogonal II,;:

v|p) € K, |</>> (ulg) [u) = |u) (ulg) = (lu) (ul). [¢)

I
Formellement: ‘ = |u) (ul. Y
+ ‘ Le produit  « ket » « bra » => opérateur ]

(* Si {e;};2=; est une base orthonormée (compléte) on a la résolution de I'identité: o
(00
appelée aussi
2|8i> (ei] = Idy. - relation de fermeture
. =1 v,
‘4 Si A est hermitien de valeurs propres (4;);=1.. et de vecteurs propres normalisés )

(ei)i=1.. (formant une base orthonormée), on a « la résolution spectrale » de A qui s’écrit:

Z/li|ei) <€i| =A. -
=1




Notations de Dirac: oeérateurs‘ encore I

Soit A un opérateur et {|e;)}72, une base orthonormée (compléte). Comment « écrire » A dans

la base {|e;)};=, avec les notations de Dirac? p— :
mm) | Grace a la « relation de fermeture »
A = IdyAldy et 2|6i> (ei] = Idye = A = 22|ei) <‘ei|‘4|ej2<ef| =z<ei|’4lef{|ei)<efﬂ
i=1 o Lj
=0

4

Kij = lei\e;]

Adjoint de I?l] ? L] e (|el)(e]|) ( |el> |ej)<ei| = I’(\]l




Notations de Dirac: changements de base orthonormee I

+ Mors Olee] = Ifi )] mmp D Ifieid =0 ) leel =0 Idy=10

+
4+ Adjoint UT ‘ g = (Z |fi)(ei|> = 2 lei){fil

4+ U est donc un opérateur unitaire, i.e. : UTU = UUT = Id}[‘

Preuve [T = (Z |ei)(fi|> (z |fj)(e]-|) = > le)ejl 6;; = Z lei)ei| =1ds

Lj

FIN DU COURS 1



