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Feuille 1* : séries numériques

Exercice 1. [Aspects pratiques]
Donner la nature des séries de terme général:

x

1., =1~ tanh(n) ot tanh(r) = £55=,

2. un:(l—i)noﬁﬁ;>0,

nt

3. up = exp(A(Xp_; &) ot o, A € R,

4. u, = & n)ofla>0eta€]R.

(1+a)-...-(1+a

Exercice 2. (*) On considére une suite (u,) définie par son premier terme uy > 0 et la relation de
récurrence u,41 = arctanu,. Quelle est nature de > u®, a > 07

Exercice 3. Soit (u,) une suite réelle positive

1. Montrer que si Y u,, converge et si @ > 1 alors Y u& converge.
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2. Si Y- u? converge que dire de

3. Si >"u? converge que dire de “”l(lf#?

Exercice 4. Montrer que si u,, décroit vers 0 et > u, converge, alors nu, tend vers 0. Que dire de la
série de terme général v,, = min(u,, 1/n)? Et sans 'hypothese de décroissance?

Exercice 5. Soit 0 : N+ N une bijection. Quelle est nature de ) %?
Exercice 6. Soient > u, et > |uni1 — uy,| convergentes. Est-ce que > u?2 est convergente?

Exercice 7. Soit (u,) une suite réelle telle que ug = 1, > u, converge et pour tout n € N, u, <
Ugy + Usgpt1. Calculer ano Uy -

Exercice 8. Soient (a,) et (b,) deux suites réelles positives telles que pour tout n € N, ap41 < ap, + by,
et > b, converge. Montrer que lim a,, existe et est finie.

Exercice 9. (**) [Critére de Cauchy]
Soit (u,) une suite strictement positive. On note U, = >_;'_ ux. Montrer successivement:
1. Si > uy diverge alors 3 ¢ diverge.
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. En déduire, la convergence de ) (UMER

2. Montrer que pour n > 1, ((}*—”)2 <

3. Finalement, montrer que si a > 1, alors ) ([}‘—")a converge.



Exercice 10. (***) [Inégalité de Carlemann)|
Soit 3" a,, une série & termes strictement positifs. On pose b, = (ay - ... - a,)*/™, (b,) est donc une suite
des moyennes géométriques de n premiers termes de la suite (a,)n>o0-

1. Utiliser Exercice 10 de TD1 pour montrer que pour tout n € N*, n! > ("T'fl)n
2. Montrer que, pour tout n € N*, b, < ﬁ > r_y kay puis que la série de terme général ﬁ Sory kay
converge.

3. Montrer que la série 3 b, converge et que Y., b, < e a,,.



