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1. séries numériques.
a) retour rapide sur les suites.

Une suite (u,) converge vers [ (sa limite) si pour tout € > 0 il existe un rang N
tel que pour n > N on a |u, —I| <e.

Il est commode d’avoir des criteres de convergence sans connaitre la limite a priori.

suites monotones. Une suite croissante majorée converge (idem pour une suite
décroissante minorée).

critére de Cauchy. Une suite (u,) converge si et seulement si elle est de Cauchy,
i.e. pour tout € > 0 il existe un rang N tel que pour n,m > N on a |u, — u,| < €.

b) séries numériques, premiéres propriétés.

On veut pouvoir sommer une infinité de nombres, donner un sens par exemple a
la somme infinie 1 + 2% + 3% + 4% + 5% + ...

définition. Soit (u,) une suite. On dit que la série Y  u,, converge si la suite des
sommes partielles s, = ug + w3 + ... + u, converge. Sinon »_ u, diverge. Quand
> u, converge la limite s des sommes partielles s,, est appelée somme de la série
et on écrit s = ug + uy + ug +uz + ... = :i% Uy,. Enfin u, est appelé terme

général de la série.

exemples.
série géométrique. C’est la série > 7", de raison r > 0. Les sommes partielles
Sp = 1+7r+7r?+ ..+ 7" valent % sir#1letn+1sir=1 Donc) r®

n 1

converge si et seulement si r < 1 et dans ce cas 3,00 7" = 1.

série harmonique. C’est la série ) % Les sommes partielles s,, =1 + % + % +
1 véri - 1 1 > n 1

et - vérifient que so,, — S, = | +...+ 5 > 5 — o Donc s,, ne peut converger

vers une limite s. Sinon on aurait & la limite 0 = s — s > %

premieres propriétés.
linéarité. Soient a,b deux réels et > u,, Y v, deux séries convergentes de somme
s,t. Alors > (au, + bv,) converge et sa somme est as + bt.

En effet si s, et t, sont les sommes partielles de > u,, et > v, alors la nieme
somme partielle de Y (au, + bv,) vaut as,, + bt,, qui tend vers as + bt.



oubli des premiers termes. Soit p un entier. Les séries 0 u,, et ::;3

sont de méme nature, toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes.

Un,

En effet prenons p = 1 par exemple. Soient s,,t, les sommes partielles de ces
deux séries. On a s, = ug + t,, donc (s,) et (¢,) different d’'une constante. Elles
convergent ou divergent simultanément.

comportement du terme général. Soit > u,, une série convergente. Alors son
terme général u,, tend vers 0.

En effet la suite des sommes partielles (s,,) tend vers s. Donc w,, = s, — s,,—1 tend
vers s — s = 0.

remarque. Donc une série dont le terme général ne tend pas vers 0 est divergente.

Mais il existe aussi des séries divergentes dont le terme général tend vers 0, par
s’ . . 1

exemple la série harmonique ) .

séries télescopiques. Elles sont de la forme ) (a, —an41) ou (a,) est une suite.
Une série télescopique converge si et seulement si la suite (a,,) associée converge.

En effet soit s,, la somme partielle de la série télescopique. On a s, = (ag —a1) +
(a1 —ag)+...4+(ap —ant1) = ap—an41. Donc la suite (s, ) converge si et seulement
si la suite (a,) converge.

exemple. La série ) ﬁ converge. En effet c’est une série télescopique car

1 1

_ 1 l . ., L
e Sy e Or la suite associée (=) converge.

c) critéres de convergence, cas positif.

Dans ce paragraphe on se restreint aux séries »  u,, de terme général positif. Dans
ce cas les sommes partielles s, sont croissantes car s, — s,_1 = u, > 0. Donc
> uy, converge si et seulement si (s, ) est majorée.

comparaison. Soient Y u,, Y v, deux séries avec u,,v, > 0. On suppose que
un, < vy, pour tout n. Alors si > v, converge, Y u, converge aussi. Autrement
dit si ) w, diverge, > v, diverge aussi.

En effet soient s,,,t, les sommes partielles de > u,, > v,. Par hypothese s,, < t,,.
Maintenant si ) _ v, converge (t,,) est majorée donc (s,) aussi, d’ou la convergence

de > uy,.

remarque. Il suffit d’avoir la comparaison u, < v, a partir d'un certain rang
puisque la convergence d’une série ne dépend pas des premiers termes.
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exemples.

> \/%7 diverge. En effet

> -L converge. En effet
n

> 1 pour n>1. Or Y L diverge.
<

1
Tn 2
# ( Ty pour n > 2. Or ) m converge.
équivalent. Soient > u,, Y v, deux séries avec uy,v, > 0. On suppose que
Up ~ Vp, Le. 2= — 1. Alors ) u, et ) v, sont de méme nature, toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes.

En effet par hypotheése a partir d'un certain rang on a 5 < = < 2 donc 2 5Un <
U < 2v,. Si ) v, converge > 2v, aussi donc par comparalson > u, converge.
Inversement si Y u,, converge alors par comparaison . 30, converge donc aussi

> Un.

n n n ]_+(2)"
% converge. En effet inign = ()" 1+(§)" ~ (). Or Y (2)"

converge car c’est une série géométrique de raison < 1.

exemple.

Les deux regles suivantes utilisent une comparaison avec une série géométrique.

1
régle de Cauchy. Soit > u, une série avec u,, > 0. On suppose que u; — [.

Alors sil <1 Y u, converge et sil > 1> u, diverge.

En effet si | < 1 soit r tel que I < r < 1. Par hypothese a partir d’un certain rang
1
on a u; < r soit u, < r"™. Donc par comparaison Y u, converge puisque » 7"
converge (série géométrique de raison < 1).
1
Sil > 1 par hypothese a partir d’un certain rang on a u,;; > 1 donc u,, > 1. En
particulier u,, ne tend pas vers 0 et »_ u,, diverge.

1
n?
converge et [ = 1 dans les deux cas. En effet % — 1 (passer au logarithme et

remarque. Quand [ = 1 on ne peut rien dire. Par exemple Z% diverge,

ln" — 0 par croissance comparee) et de méme — — 1.

nn

vérifier que —

exemple. Soit r > 0. Alors Zn”r”2 converge si r < 1 et diverge si r > 1. En

1
effet us;; = nr™ tend vers +oo si r > 1 et vers 0 (par croissance comparée) si r < 1.

régle de D’Alembert. Soit > u, une série avec u,, > 0. On suppose que
il 1. Alors sil < 1) uy, converge et sil > 1> u, diverge.

En effet si | < 1 soit r tel que I < r < 1. Par hypothese il existe un rang N tel

que pour n > N on a < < r. En particulier <0 < ) 2882 < Mo J
UN UN+1 Un—1

En multipliant ces 1negahtes entre elles on obtient ;’“—; < =N donc u, < Cr"

ot C = unr~N. Par comparaison > u, converge car Y. Cr™ converge (multiple
d’une série géométrique de raison < 1).
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un+1

Si Il > 1 par hypothese a partir d’un certain rang > 1 donc u,, devient

croissante. En particulier elle ne tend pas vers 0 et » un diverge.

remarque. Ici encore tout peut arriver quand [ = 1 (prendre les mémes exemples
> % et > #)

un+1 g S —

— (n+1)lrm n+1

exemple. > 7;“ converge pour tout r > 0. En effet
Pour aller plus loin il est commode de comparer les séries a des intégrales.

définition. Soit f : [p,+oo[— R une fonction continue positive On dit que
I'intégrale (généralisée) f;oo f(t)dt converge si la fonction F'(x f f(t)dt a une

limite (finie) quand =z — +o0.

remarque. Comme f est positive F' est une fonction croissante En effet siy >
alors F —fy tdt:f fyde + [V f( dt>f f(t) F(z) par Chasles.

Donc f t)dt converge si et seulement si F' est majorée.

exemple. Soit a > 0. Alors f1+°o ff,’f converge si et seulement si a > 1.

En effet pour o # 1 F(z) = 133 %’f = "L’llia_l qui converge quand x — 400 si et
seulement si &« > 1. Pour a =1 F(x f1 ‘{;f Inz qui diverge quand x — +o0.

~ +oo dt
De méme f2 m
Inz du

In2 u>

converge si et seulement si « > 1 car F(x f2 t(ln t)a =

par le changement de variable 4 = Int et on se ramene au cas précédent.

comparaison avec une intégrale. Soit f : [p, +oo[— R une fonction continue
positive et décroissante. Alors la série Z:z; f(n) et l'intégrale f;oo f(t)dt sont
de méme nature, toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes.

En effet prenons p = 0 pour simplifier.

Puisque f est décroissante on a f(n+ 1) < f"“ f@)dt < f(n). Donc par Chasles
F(n+1) = [T f@)dt = [ f@)dt + .. + [T F)dt < F(O) + .o + f(n) = .
Si la série converge (sn) est majorée donc (F(n + 1)) aussi ce qui majore F' et
I’intégrale converge.

De méme F(n) > f(1) + ... + f(n) = s, — f(0). Si I'intégrale converge (F'(n)) est
majorée donc (F(n)+ f(0)) aussi ce qui majore (s,,) et la série converge.

exemple. En les comparant avec une intégrale (voir plus haut) les séries de

Riemann Z — et de Bertrand W convergent si et seulement si o > 1.



d) critéres de convergence, cas de signe quelconque.
La premiere idée est de se ramener au cas positif.

définition. Soit ) u, une série. On dit qu’elle converge absolument si la série
> |up| converge.

proposition. Soit ) u, une série absolument convergente. Alors elle converge.

En effet posons ;) = max(uy,0) et u;, = max(—u,,0). Notez que |u,| = u,} +u,,
et u, = ut —u, . En particulier |u,| > u} et |u,| > u, . Maintenant si > u,, est
absolument convergente > |u,| converge. Donc > u} et > u. convergent aussi
par comparaison (les termes généraux sont positifs). D’ou la convergence de > u,,
par linéarité.

Mais il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument convergentes.

séries alternées. Elles sont de la forme ) (—1)"v,, avec v, > 0. Si (v,) est
décroissante et tend vers 0 alors Y (—1)"v,, converge.

Pour le montrer on analyse le comportement des sommes partielles en séparant
indice pair et indice impair. La suite (s2,) est décroissante car Sapi2 — Sop =
—Vopt1 + Vanto < 0 (car (v,) est décroissante). De méme la suite (so,_1) est
croissante car o1 — S2p—1 = U2, — V2,41 > 0 (toujours car (vy,) est décroissante).
De plus sop—1 < Sop car Sg, — Sop—1 = V2, > 0. Ainsi (S2,-1) est une suite
croissante majorée par sg donc converge. De méme (s2,,) est une suite décroissante
minorée par s; donc converge. Et c’est la méme limite car so, — Sop,—1 = v, — 0.

(="

no

exemple. La série ) converge pour tout a > 0. Mais elle ne converge

—1)" ;. .
absolument que pour o > 1 car 3| nD‘) | = > -L (c’est une série de Riemann).
Les séries alternées rentrent aussi dans le cadre suivant.

régle d’Abel. Soient (v,,) une suite décroissante tendant vers 0 et ) u,, une série
dont les sommes partielles sont bornées. Alors la série Y u,v,, converge.

En effet soient s,,, t,, les sommes partielles de Yy, > u,vy,. 1l existe une constante
C' telle que |s,| < C pour tout n. Calculons ¢, en fonction des s,. On a t, =
UV + U1 + .. + Upvy = Sovo + (S1 — S0)V1 F o + (S — Sn—1)Vn = So(vo — V1) +
oot Sp—1(Vp—1 — V) + $pv, (en regroupant suivant les s,). Or |s,v,| < Cv, — 0.
Ce qui reste est une somme partielle de Y s, (v, — vp41). Mais [sp, (v, — Vpp1)] <
C(vn—vpt1) et Y C(vy, —vp41) converge (multiple d’une série télescopique). Ainsi
> $n (v —vp41) converge absolument par comparaison, donc converge. Autrement
dit la suite de ses sommes partielles converge et (,,) aussi.
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2. suites et séries de fonctions.
a) suites de fonctions.
Soient f, : I — R des fonctions définies sur un intervalle I (n étant un entier).

définition. La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur I vers la fonction
f I — R sipour tout x dans I la suite numérique (f,,(z)) converge vers f(z).

remarque. Autrement dit pour tout x dans I et pour tout € > 0 il existe un rang
N (dépendant de x et €) tel que pour n > N on a |f,(z) — f(x)] <e.

exemple. Soit f, : [0,1] = R, f,(x) = 2™ Alors (f,) converge simplement sur
[0,1] vers f:[0,1] = R ou f(x) =0sixz <1let f(1) =1. En effet 2" — 0 quand
n — 4+oosix <1et 1™ =1. Notez que f n’est pas continue alors que les f,, le
sont.

On veut durcir la définition de convergence, notamment pour que la continuité
passe a la limite. On impose une méme vitesse de convergence de f,(z) vers f(x)
pour tous les x.

définition. La suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur I vers f si pour
tout € > 0 il existe un rang N (ne dépendant que de €) tel que pour n > N on a
| fn(x) — f(z)| < € pour tout = dans I.

Par définition la convergence uniforme implique la convergence simple. Mais la
réciproque est fausse.

exemple. Soit f, : R = R, f.(z) = % Alors (f,) converge uniformément
sur R vers 0. En effet pour tout € on se fixe N > % Pour n > N on a bien

’sir;(m’ < % < % < € pour tout x.

exemple. On reprend f,(z) = 2™ sur [0,1] et f(x) =0siz < 1et f(1) = 1.
Alors (f,,) ne converge pas uniformément sur [0, 1] vers f. Supposons le contraire.
Prenons € = % Il existerait un rang N tel que pour n > N on ait |z"| < % pour
tout # < 1, donc en particulier |z7V] < % Or c’est faux si x est assez proche de 1.

Voici des traductions équivalentes de la convergence uniforme.
définition bis. La suite de fonctions (f,) converge uniformément sur I vers f

s’il existe une suite numérique (a,) qui tend vers 0 et telle que | f, () — f(x)| < an
pour tout x dans I et pour tout entier n.
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notation. Soit f : I — R une fonction bornée. On note ||f||; = supzer|f(z)].
C’est la norme uniforme de f sur [I.

remarque. C’est bien une norme sur ’espace des fonctions bornées sur I. En
particulier elle est homogene (||af||; = |a|||f]||1 si a est un réel) et vérifie 'inégalité
triangulaire (|| f+gllr < ||fllz+]lgllr). La distance (uniforme) entre deux fonctions

frg vaut [[f = gllr.

définition ter. La suite (f,,) converge uniformément sur I vers f si || f,,— f||r — 0.

exemple. Soit f, : Rt — R, f,(z) = nze "".

La suite (f,,) converge simplement sur R* vers 0. En effet f,,(0) =0et siz >0
fn(z) = nxe ™ — 0 quand n — +oo par croissance comparée.

Regardons la convergence uniforme sur Rt vers 0. Il faut calculer ||f,||g+. Pour
cela on étudie la fonction f,. Comme f () = n(1—nz)e ™" f, croit sur [0, L] et
décroit sur [L, +oo[. Comme f,,(0) =0 et f,(z) — 0 quand  — +oc le maximum
de f, est atteint en % et vaut % Donc || fnllr+ = % et (f.) ne converge pas
uniformément vers 0 sur R™. C’est dii & une bosse de hauteur constante qui glisse
vers 0.

Par contre || f,||[1,400] = fn(1) = ne™™ — 0 quand n — +o0. Donc (f,) converge
uniformément vers 0 sur [1,+o00].

Voici un critere de convergence uniforme sans connaitre la limite a priori.

critéere de Cauchy uniforme. La suite de fonctions (f,,) converge uniformément
sur I si et seulement si elle est uniformément de Cauchy, i.e. pour tout € > 0 il
existe un rang N tel que pour n,m > N on a ||f, — fumllr < e

En effet si (f,,) converge uniformément vers f alors pour tout ¢ > 0 il existe
€

un rang N tel que pour n > N on a ||f, — f|lr < 5. Si de plus m > N alors

[ = fmllr = [I(fn = )+ (f = fu)llr < Il foe = Fll + 1 fm = fllz < € Donce (fn) est

uniformément de Cauchy.

Inversement si (f,,) est uniformément de Cauchy alors pour tout x dans I la suite
numérique (fy,(x)) est de Cauchy donc converge. On note f(z) sa limite. Montrons
que || fn — fllr — 0. Pour tout € > 0 on sait qu’il existe un rang N tel que pour
n,m > N on a |fn(x) — fm(z)| < € pour tout « dans I. En faisant m — 400 on
obtient |f,(x) — f(x)| < € pour tout = dés que n > N. Donc ||f, — f|l;1 < € deés
que n > N. C’est la convergence uniforme de la suite (f,,) vers f.

b) propriétés de la limite.

linéarité. Soient f,,g, : I — R des fonctions et a,b des réels. On suppose que
(fn) et (gn) convergent uniformément sur I vers f et g respectivement. Alors
(afn + bgy) converge uniformément sur I vers af + bg.
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En effet [[(afn + bgn) — (af +bg)llr = lla(fn — ) + b(gn — 91 < lalllfn — fllr +
0l llgn — gllr — 0.

continuité. Soient f, : I — R des fonctions continues. On suppose que (f,)
converge uniformément sur I vers f: I — R. Alors f est continue.

En effet fixons = dans I et € > 0. Il faut trouver § > 0 tel que si |y — x| < § alors
|f(y)— f(z)|] < e. Orpar convergence uniforme on sait qu’il existe n assez grand tel
que || fn—fllr < §. Deplus f, est continue donc il existe § > 0 tel quesi |[y—x| < ¢
alors |fn(y) — fn(z)| < 5. On estime |f(y) — f(x)| quand |y — x| < 0 en transitant
par fn. Ona |f(y) = f(z)| = |(f(¥) = fu(y) + (fa(y) = fu(2)) + (fu(2) = f(2))] <
[F (W) = Fn @)+ 1Fn(y) = fr(@) [+ [ fn @) = f(@)] <200 = Fll1+[fuly) = fu(@)] <€

dérivabilité. Soient f,, : I — R des fonctions dérivables sur un intervalle ou-
vert. On suppose que (f,) converge simplement sur I vers f et que (f},) converge
uniformément sur I vers g. Alors f est dérivable et f' = g.

Autrement dit sous ces conditions la dérivée de la limite est la limite des dérivées.

En effet fixons x dans I. Puisque I est ouvert il existe 6 > 0 tel que [x—3, z+d] C 1.
On introduit la fonction auxiliaire h sur [—d, ] définie par h(t) = w pour
t # 0 et h(0) = g(x). Dire que f est dérivable en x de dérivée g(z) équivaut a dire
que h est continue en 0.

De méme on définit h,, sur [—4, ] par h,(t) = M pour t # 0 et h,(0) =
fl(x). Par hypothese h,, est continue et la suite (h,,) converge simplement vers h.
Pour conclure il suffit d’avoir la convergence uniforme de (h,,), cela entrainera la
continuité de h.

Pour cela vérifions que (hy,) est uniformément de Cauchy. Pour ¢ # 0 on a |h, (t) —
(1) = | SOl ) < | (y) = f7,(3)] (pour un certain y
entre z et x +t) par le théoréme des accroissements finis appliqué a f,, — f,,,. Donc
|hn — hanllj=5,6) < [|f7, — fiullz €t (hn) est bien uniformément de Cauchy car (f;,)
lest puisque (f]) converge uniformément.

intégration. Soient f, : [a,b] — R des fonctions continues. On suppose que (f,)
converge uniformément sur [a,b] vers f (donc f est continue). Alors ff fn(t)dt —
f; f(t)dt quand n — +o0.

Autrement dit sous ces conditions la limite des intégrales est 'intégrale de la limite.

En effet | [7 fo(6)dt — [0 f@)dt] = | [2(falt) = FE)AE) < [0 1falt) — F(B)|dE <
J2N o = Flliandt = (0= )|l fn = Flljae) = O
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c) séries de fonctions.

définition. Soient f, : I — R des fonctions. On dit que la série de fonctions
> fn converge simplement sur I si la suite des sommes partielles s, = fo+...+ fn
converge simplement sur /. La limite s de (s,,) est la somme de la série de fonctions
et on écrit s = :i% .

De méme la série de fonctions > f,, converge uniformément sur I si (s,) converge
uniformément sur I. Ceci entraine la convergence simple.

1 xn+1

exemple. ) x" converge simplement sur | — 1,1[ car s,(z) = ~5%— — s(z) =

ﬁ. La convergence n’est pas uniforme car la fonction s,, — s n’est méme pas

bornée sur | — 1,1[. Mais > 2™ converge uniformément sur [—r,r] pour r < 1 car
n+1

180 = sll(=rr] = 7= = 0

Voici un critere pratique.

définition. Soient f, : I — R des fonctions bornées. On dit que > f,, converge
normalement sur [ si la série numérique > || f||; converge.

Une formulation équivalente est l'existence d’une série numérique > a,, qui con-
verge, et telle que a,, > |fn(z)| pour tout = dans I et tout entier n.

proposition. Soit Y f,, une série de fonctions normalement convergente sur I.
Alors elle converge uniformément sur I.

En effet vérifions que la suite des sommes partielles (s,,) est uniformément de
Cauchy. On a |5, = smllr = | frgr + oo + fullr S fmrillr + oo+ frllr = th —
si t,, est la nieme somme partielle de la série Y || fnll7. Or (¢,) converge donc elle
est de Cauchy. Pour tout € > 0 il existe un rang N tel que pour n > m > N on a
|t — tm| < € donc a fortiori ||s, — sy |1 < e.

exemples.

siné;wc) ||R —_ LQ et Z # converge.

sin(nx
> 752 ) converge normalement sur R car || -

n n n
> 4 converge normalement sur [—r,r] pour tout r > 0 car || %=, = %y et
n
> 3 converge.

Il existe des séries de fonctions qui convergent uniformément mais pas normale-

(=D" + (=" _ 1
——.~ e converge pas normalement sur R (% - o+ = o

et Z% diverge) mais elle converge uniformément par le critére suivant (prendre
fa(z) = (=1)" et gn(2) = 35)-

ment. Par exemple >

regle d’Abel uniforme. Soient f,,g, : I — R des fonctions. On suppose les

sommes partielles de Y f,, uniformément bornées et la suite (g, ) décroissante et

uniformément convergente vers 0. Alors > f,, g, converge uniformément sur I.
10



En effet soit (s,,) la suite des sommes partielles de ) f,,. Il existe une constante C
telle que |s,,(z)| < C pour tout x dans I et tout entier n. On va voir que la suite
des sommes partielles (¢,) de > fngn est uniformément de Cauchy. On calcule
th —tm = fmi1Gma1 + o+ fagn = (Sme1 — Sm)Gmi1 + oo + (50 — Sn—1)gn =
—SmIm+1 + Sm+1(Im+1 — Gmt2) + - +50—1(gn—1 — gn) + 5ngn- On estime ceci en
valeurs absolues en utilisant la borne C' et le fait que (g, (z)) est une suite positive
décroissante. On a [t,(x) — ty(2)| < Cgmi1(x) + C(gms1(T) — gma2(z)) + ... +
C(gn—1(2) = gn(x)) + Cgn(x) = 2Cgm11(x). Donc [[tn — tm |1 < 2C|gm1llz- Or
par hypothese ||gm|lr — 0 quand m — +oo.

propriétés de la somme.

Elles se déduisent des résultats analogues pour les suites de fonctions quand on
les applique a la suite des sommes partielles de la série de fonctions. Au niveau
des hypotheses l'accent est mis sur la convergence normale (mais la convergence
uniforme suffirait).

continuité. Soient f,, : I — R des fonctions continues bornées. On suppose que
la série de fonctions ) f,, converge normalement sur /. Alors sa somme s =Y _ f,
est continue sur /.

dérivabilité. Soient f, : I — R des fonctions dérivables sur un intervalle I
ouvert, avec f; bornée. On suppose que > f, converge simplement sur I et que
> f} converge normalement sur I. Alors la somme s = ) f,, est dérivable sur I
et s =5 f! (on peut dériver terme a terme la série de fonctions).

intégration. Soient f, : [a,b] — R des fonctions continues. On suppose que > f,
converge normalement sur [a,b]. On note s = Y f,, sa somme (qui est continue sur
[a,b]). Alors f; s(t)dt = Z(fab fn(t)dt) (on peut intégrer terme a terme la série de
fonctions).

exemples.

n .
> 4 converge normalement sur tout intervalle [—r,7] donc sa somme s est con-
’ n—1

tinue sur R. De plus comme (%)’ = (1 la série des dérivées est la méme que
la série de fonctions. Donc s est dérivable sur R et vérifie s’ = s. Enfin s(0) = 1.
Donc Z:::é % = e” par unicité de la solution d’une équation différentielle & con-
dition intitiale fixée.

> ™ converge normalement sur [—r,r] (donc a fortiori sur [0,r]) si r < 1 car

|2™||(=rs) = r™ et > r™ converge si r < 1. Sa somme vaut s(z) = . Donc
ol = SES ([ dt). Dot la formule —In(1 —r) = 3% 7 pour r < 1.

11



3. séries entieres.

Ce sont les séries de fonctions de la forme > a,x™ ou (a,) est une suite numérique
(généralisation des polynomes). On s’intéresse d’abord au lieu ou la série entiere
converge.

a) rayon de convergence.

définition. Soit > a,z™ une série entiere. Son rayon de convergence est défini
par R =sup{r > 0 tel que la suite (|a,|r™) est majorée} (le sup peut étre +o00).

exemples.
> ™. La suite (") tend vers 0 si r < 1, vaut 1 si 7 = 1 et tend vers +oo si r > 1.
Elle est majorée exactement quand » < 1 d’ou R = 1.

/rn

> % On sait que ) = converge pour tout r > 0 donc la suite (;—T,L) tend vers 0

pour tout r» > 0 d’ou R = +4o00.

—1\n
> nlz". La suite (n!r") tend vers +oo dés que r > 0 car — = )"

d’apres ce qui précede. D’ou R = 0.

— 0

proposition. Soit ) a,x™ une série entiere de rayon de convergence R. Alors
> anz™ diverge si |x| > R et converge absolument si |x| < R. De plus > a,z”
converge normalement sur [—r, 7] pour tout r < R.

En effet la suite (Jan||z|™) n’est pas majorée si |z| > R donc (a,z™) ne tend
pas vers 0 et Y a,z™ diverge. La convergence absolue sur | — R, R[ résulte de la
convergence normale sur [—r, 7] pour tout r < R. Pour celle-ci fixons p tel que
r<p <R Onalan@"||[—rs; = lan[r" = lan|p"(5)" < C(5)" ou C majore
(lan|p™). Or - C(%)" converge donc par comparaison > [|an@"(|[—, ;] aussi.
remarques.

1) Donc Y |a,|r™ diverge si r > R et converge si 0 < r < R. C’est une définition
alternative du rayon de convergence.

2) On ne peut rien dire a priori sur le comportement de la série entiére en z = +R.
Y RN n n

Prenons par exemple les séries entieres ) a™,>  Z- et ) *5. Elles ont toutes un

rayon de convergence 1 (exercice pour les deux dernieres). Or la premiere diverge

en +1, la deuxieme diverge en 1 et converge en —1 mais pas absolument (série

alternée) et la troisieme converge absolument en +1.

Voici des regles pratiques de calcul du rayon de convergence.

12



régle de Cauchy. Soit > a,x™ une série entiere. On suppose que |an|% — L
(éventuellement +00). Alors le rayon de convergence de Y. a,z" est R = +.

En effet (Ja,|r™)# — rL. Donc par la régle de Cauchy pour les séries numériques
> |an|r™ converge si rL < 1 et diverge si rL > 1 d’ou R =

S

régle de D’Alembert. Soit ) a,z™ une série entiere avec a,, # 0. On suppose
que |“2+1| — L (éventuellement +o0). Alors le rayon de convergence de Y a,z"

est R= +

n+1
En effet % — rL. Donc par la regle de D’Alembert pour les séries

numériques > |a,|r™ converge si rL < 1 et diverge si 7L > 1 d’ot R = 1.

n n+1_
exemple. Le rayon de convergence de > Zrz™ est 1. En effet % =

(1+ )™ — e car en passant au logarithme nln(1 + 1) — 1.
b) propriétés de la somme.

Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Sa somme s(x) =

: 0 @nx™ est bien définie sur | — R, R].

continuité. s(z) est continue sur | — R, R|.

En effet > a,z™ converge normalement sur [—r,7] (r < R) donc sa somme est
continue sur [—r,r| car les monémes a,z™ sont continus. Ceci est vrai pour tout
r < R donc sur | — R, R|.

dérivabilité. s(x) est dérivable sur | — R, R[ et §'(z) = 3.7 na,z"~' (on peut
dériver terme a terme une série entiere).

La série des dérivées > na,x" ! est de méme rayon de convergence. En effet si
r > R la suite (Ja,|r™) n’est pas majorée donc (n|a,|r"™!) aussi. Et sir < R
fixons p tel que r < p < R. 1l existe C tel que |a,|p" < C. On a nla,|r"™ =
nlan,|p"~ 1(p)” 1< n%(%)"‘l — 0 par croissance comparée. Donc (n|a,|r" 1)
est majorée.

Ainsi ) a,a™ converge simplement vers s(z) et la série des dérivées converge
normalement sur [—r,r| pour tout r < R. Donc s(x) est dérivable sur | — R, R][ et
s'(r) = 3.7 naya L.

1 +
IE

exemple On sait que _oa™ sur | — 1,1[. Donc par dérivation terme a

terme =1z = 3 a1t sur ] —1,1[

13



dérivées d’ordre supérieur. En appliquant ce qui précede & s'(z) on voit que

s(x) a une dérivée seconde sur | — R, R[ et s"(z) = .7 n(n — 1)a,z" 2. En
répétant ceci on voit que s(x) est de classe C* (possede des dérivées a tout ordre)
sur | — R, R[ et s (z) = 7% n(n —1)...(n — k + Da,z" .

relation coefficients et somme. Soit ) a,z™ une série entiere de rayon de

(n)
convergence R > 0 et de somme s(z). Alors a,, = Sn—!(o)
entiere est égale a la série de Taylor de sa somme en 0.

. Autrement dit la série

En effet 5(*)(0) est le terme constant de s(*)(z) et vaut klaj d’apres ce qui précede.

unicité. Soient ) a,z", ) b,a™ deux séries entieres de rayon de convergence > 0
dont les sommes s,t sont égales au voisinage de 0. Alors a,, = b, pour tout n.

En effet on sait que s(z) = t(x) donc s (z) = t("(z) pres de 0 par dérivation
successive. En particulier s (0) = ¢t (0) d’ott a,, = b,,.

intégration. Soit > a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de

somme s(x). Fixons [c,d] C] — R, R[. Alors fcd s(t)dt = >0 an%

En effet ) a,x™ converge normalement sur [c,d] donc on peut 'intégrer terme a

terme. On a fcd s(t)dt = :i%(fcd ant"dt) = :;:E) Gn dnt;inﬂ

En particulier ¢(x) = :ioo an, % est la primitive de s(x) sur |— R, R[ qui s’annule

en 0 puisque t(z) = [, s(t)dt.
c) développement en série entiére.

Soit f une fonction définie au voisinage de 0. On veut savoir si elle est égale a la
somme d’une série entiere > a,z™ de rayon de convergence > 0. Si c’est le cas on
dit que f est développable en série entiere pres de 0.

analyse du probleme. On dégage des conditions nécessaires. Il faut déja que
(n)

f soit de classe C* pres de 0. De plus fT!(O) = a,. Et puisque le rayon de

convergence de > a,z™ est > 0 il existe € > 0 tel que (|a,|€™) est majorée. Donc

il existe des constantes C, D telles que | £ (0)| < Cn!D™ pour tout n (ici D = 1).

Cela ne suffit pas car il existe des fonctions f de classe C* non nulles pres de 0
mais avec f(™(0) = 0 pour tout n. Ce sont les fonctions plates en 0. Elles ne
sont pas développables en série entiere pres de 0 car leur série de Taylor en 0 est
identiquement nulle alors qu’elles ne le sont pas.
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exemple. f définie par f(z) = 0sixz < 0 et f(x) = ew si ¢ > 0 est plate
en 0. En effet elle est de classe C* en dehors de 0. De plus f/(0) = 0 car

(par croissance comparée). Puis on vérifie par récurrence

£
que fM(z) = Pr ( Je=% pour un certain polynéme P,. Donc £ m(m) — 0 quand
x—0 (toujours par croissance comparée) d’out ("1 (0) = 0.

Voici une condition nécessaire et suffisante.

proposition. f est développable en série entiere pres de 0 si et seulement si f
est de classe C* sur un voisinage I de 0 et il existe des constantes C, D telles que
| £™||; < Cn!D™ pour tout n.

En effet supposons 'estimée vraie. La formule de Taylor-Lagrange dit que f(z) =
n+1

5u(@) + s FFV (). Ted s, (@) = F(0) + 2f(0) + o + 23 S0 (0) est la nibme
somme partielle de la série de Taylor de f et ¢ est compris entre 0 et x. Donc

£(@) = su(@)| = ELL 1D (0)] < C(D2)™ — 0 quand n — +oo si |z] < 5

Dot f(z) =320 A )(O)x pres de 0.

n!

Inversement supposons f développable en série entiere. Donc f(x) = :ZFO% anpx"

sur | — R, R[. Soit r < ,0 <R Onaf®(z)=>"%nn—1)..(n—k+1az"*.
Donc || f®)|_,.,1 < S n(n —1)..(n — k4 1)]an|r"*. Or (Jay|p™) est majorée
par A puisque p < R. Donc IF N ) < e n(n—1)..(n— k+1)(5)" k=

= pF

pﬁk # = ﬁk!( p ) qui est de la forme voulue. L’égalité résulte du falt que
)

e n(n—1)...(n — k4 1)z"* est la dérivée kitme de = donc vaut W

remarque. Soit f de classe C* sur un intervalle I (contenant 0). On suppose
qu’il existe une constante C telle que ||f™|; < C pour tout n. Alors la méme
démonstration donne que f est développable en série entiere sur I tout entier.

exemple. sin(x) et cos(z) sont développables en série entiere sur R car leurs

dérivées successives sont + sin(x) ou £ cos(x) qui sont bornées par 1. On a sin(z) =
1)n 2n+1

S ((%T), et cos(z) = > % pour tout .

d) compléments.

résolution d’équations différentielles.

On peut résoudre certaines équations différentielles en en cherchant a priori une

solution sous forme de série entiere. La démarche est la suivante. On rentre

dans ’équation différentielle la série entiere inconnue. On en déduit une relation

de récurrence sur ses coefficients. On calcule les coefficients grace a la condition

initiale. On calcule le rayon de convergence ce qui justifie a posteriori la démarche.
15



exemple. On veut résoudre ’équation différentielle (F) (1 — z)y’ = 3y avec la
condition initiale y(0) = 1.

On cherche y(z) sous la forme Z+°O anx™. On rentre y(x) dans (E) On a

(1—2) 3% naya™ ' = 37 3a,2™. Le premier membre vaut 3"+ na,z" " —

+ 1nanx = Jroo((n —|— 1)an+1 — nay)x™ apres décalage de lindice de la
premlere somme. Par identification au second membre on obtient la relation de

récurrence (n+ 1)an4+1 —na, = 3a, soit (R) (n+1)an+1 = (n+ 3)a, pour tout n.
4x3

2 9
3as = basy soit az = 5—>2<4. Montrons que a,, par récurrence. Si c’est

vrai pour a, on a (n+ 1)a,11 = (n+3)("+2)(”+1) par (R) d’olt an41 = W

Or y(0) = ap = 1. Donc par (R) a1 = 3ag = 3, 2a2 = 4ay soit ay =
_ (n+2)(n+1)
= 2

Ainsi y(z) = :O% W " et son rayon de convergence est 1 par la regle de
D’Alembert car % = Zi? — 1. Donc y(z) est bien solution de (F) sur | — 1, 1].
En fait y(z) = (Zn 0" = (=) = ﬁ On aurait pu trouver ceci

directement en résolvant (E) comme équation différentielle linéaire d’ordre 1.
opérations sur les séries entieres.

Soient > anz™, > by,x™ deux séries entieres de somme s(x),t(z) et de rayon de
convergence R, R’. On note r = min(R, R).

addition. ) (a, + b,)z™ converge sur | — r,r| et sa somme vaut s(z) + t(x).

produit. Soit p, =, ., axb;. Alors ) p,z" converge sur | —7,7[ et sa somme
vaut s(x)t(z).

Cela provient du résultat suivant sur les séries numériques.

produit de Cauchy. Soient ) u,, Y v, deux séries numériques absolument con-
vergentes de somme s, t. Soit p, = >, ., ugv;. Alors ) p, converge absolument
et sa somme vaut st.

Regardons d’abord le cas u,,v, > 0. Notons s,,t, et r, les sommes partielles
de Y un, > vn et D pp. Onar, =3, upv et spt, = thn uiv;. Donc
Trn < Sptn < ropn. Ainsi (1,) est majorée car _(sn) et (t,,) le sont, donc (r,) converge
vers une limite r et par passage a la limite r < st < r d’ou I'égalité.

Pour le cas général soit g, = >, .,_, [uz|lvi| et p, la somme partielle de } gp,.
Comme |p,| < g, et >_ g, converge par ce qui précede, Y p, converge absolument.
De plus [sptn — 7l <D0 1 <pii<on lUkllv1] = p2n — pn — 0 car (pyn) converge.
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4. intégrales a parametre.

On veut étudier la régularité de F'(z) = ff f(x,t)dt ou f est une fonction de deux
variables. On s’intéresse d’abord a ces fonctions.

a) fonctions de deux variables.
Soit f : Q — R une fonction de deux variables définie sur un rectangle QQ = I x J.

notation. Pour u = (z,y) vecteur de R? on note ||u|| = max (|z|, |y|). Elle induit
la distance d(p, q¢) = ||p — ¢|| sur R?. On dit que p,, — p dans R? si ||p, — p|| — 0.

continuité. La fonction f est continue en p si pour tout € > 0 il existe § > 0
(dépendant de € et p) tel que si ||g—p|| < d alors | f(q)— f(p)| < e. Elle est continue
si elle est continue en tout point de Q.

caractérisation séquentielle. f est continue en p si et seulement si pour toute
suite (p,) telle que p,, — p alors f(pn) — f(p).

opérations. Soient f,g: () — R continues. Alors f+ g, fg et 5 (si g ne s’annule
pas) sont continues.

composition. Soient f: Q" — Ret ¢ : Q — Q' continues alors f o ¢ est continue
sur (). La continuité de ¢ = (u,v) se définit par celles de ses composantes u et v.

continuité uniforme. La fonction f :  — R est uniformément continue si pour
tout € > 0 il existe § > 0 (ne dépendant que de €) tel que si [[p — p'|| < ¢ alors

1f(p) — f(P')] <e

proposition (Heine). Soit f : @ — R continue sur un rectangle ) fermé borné.
Alors f est uniformément continue.

On raisonne par ’absurde. Si f n’est pas uniformément continue il existe € > 0 et
deux suites (py,) et (p),) dans @ telles que ||p, —p,|| = 0 mais |f(pn) — f(p),)] > €.
Or par compacité de () on peut supposer, quitte a extraire, que p,, — p dans Q.
Donc p], — p aussi et f(p,) — f(p) et f(p),) — f(p) par continuité de f en p.
Ceci contredit |f(pn) — f(pl,)] > e.

dérivées partielles. La dérivée partielle de f par rapport a z en p = (a,b) est la
dérivée en a (si elle existe) de la fonction d’une variable x — f(z,b). On la note
%(p). Définition similaire pour %(p).

exemple. Soit f(z,y) = cos(z + y)e Y. Alors %(m,y) = —sin(z + y)e Y et
g—i(x, y) = —(sin(x + y) + cos(x + y))e Y.
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opérations. Soient f,g: @ — R dont les dérivées partielles existent. Alors celles

de f+ g fg et i (si g ne s’annule pas) existent aussi. On a W —|— aw
of 409
859];9) = g + f5s 89 et 2 (£ ) = %jai. Formules similaires pour 8%'

remarque. Si f a des dérivées partielles en p = (a,b) on a les développements
limités f(z,b) = f(p) + 3L(p)(z —a) + o(x —a) et f(a,y) = f(p) + FL(P)(y —b) +
o(y — b) (ici o(h) est une fonction de la forme ¢(h)h avec e(h) — 0 quand h — 0).
On voudrait plus, un développement limité autorisant des variations a la fois en x
et en y.

différentiabilité. f est différentiable en p s’il existe une forme linéaire I : R?> — R

qui approche bien f preés de p au sens ou f(q) = f(p) + (¢ — p) + o(|lg — pl])-

Nécessairement I(x,y) = gf; (p)x + f (p)y. Clest la différentielle de f en p notée

d,f. Sa matrice dans la base canonique est (8f (p) g—;(p)). On dit que f est
différentiable si elle est différentiable en tout point.

remarque. L’existence des dérivées partielles ne garantit pas la différentiabilité.
Soit f(x,y) = —L— pour (z,y) # 0 et f(0) = 0. On vérifie que 2L et 8f

/22442 Ox
existent partout. Si f était différentiable en 0 sa restriction a la diagonale (y = :B)

serait dérivable en 0. Or ce n’est pas le cas car f(x,z) = %

Cependant on a le résultat suivant.

proposition. Soit f : ) — R une fonction telle que 3 ﬂ et g existent et sont
continues sur ). Alors f est différentiable (et sa dlfferentlelle varie de facon
continue, autrement dit f est C1).

En effet soient p = (a,b) et ¢ = (z,y). Par le théoreme des accroissements finis

il existe u entre a et z tel que f(q) — f(a,y) = 8£ (u,y)(x — a). De méme il

existe v entre b et y tel que f(a,y) — f(p) = g—i(a,v)( —b). Donc f(q) — f(p) =

5L (p)(x —a) + G () (y = b) + o(llg — pl|)- Tci le reste est (5L (u,y) — FL(p))(x —a)

-l-(?yc (a,v) — gi (p))(y — b). Par continuité les différences de derlvees partielles
tendent bien vers 0 quand q¢ — p.

composition. Soient f: Q" — R et ¢ : Q — Q' différentiables. Alors f o ¢ est
différentiable et d,(f o ¢) = dg() f o dpo.

Ici la différentiabilité de ¢ = (u,v) est celle de ses composantes u et v et sa
différentielle est d,¢ = (dpu,d,v). On a encore un développement limité ¢(q) =
é(p) + dpod(q — p) + o(]lg — p||)- Montrons la formule de composition.
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On a f(¢(q)) = f(¢(p)) + dgp) f(d(q) — &(p)) + oll[¢(q) — d()|) = f(o(p)) +

dg(p) f(dpe(P)(q = ) + dgp) flo(llg = pl) + olllé(g) = ¢(p)l]). Dot le résultat
puisque les deux derniers termes sont des o(||q — p||).

remarque.
Sen) v

La différentielle d,¢ : R* — R? a pour matrice (gi gg ) dans la base
3. 3, (p)

canonique.

En écrivant matriciellement la formule de composition (avec (u,v) comme coor-
données sur Q') on a que % = (% o)L + (% o ¢)2L. Idem pour a%'

exemple. Soit f: R? — R différentiable et g = f(rcosf,rsinf) son écriture en

coordonnées polaires. Alors gg = af cos 0+ 51n0 et ag = gf rsin 4 2L oy Ly cos®.

b) intégrales & parameétre.

Soit f : @ — R une fonction de deux variables sur Q = I X [a,b]. On note
F(x) = f; f(x,t)dt (quand cela a un sens).

continuité. On suppose f continue sur ). Alors F' est continue sur [.

En effet soit I’ C I un intervalle fermé borné et Q' = I’ x [a,b]. Comme f est
continue sur Q' elle y est uniformément continue. En particulier pour tout € > 0
il existe 0 > 0 tel que pour z, 2" dans I’ si |z —a'| < 0 alors |f(z,t) — f(2/,t)] <e.
Donc |F(z) — F(2')| < fab |f(x,t) — f(a/,t)|dt < (b— a)e dés que |z — 2'| < 4.
Autrement dit F' est continue sur I’, puis sur I en faisant varier I’.

of

dérivabilité. On suppose de plus que 5 existe et est continue sur Q. Alors F est

dérivable sur I et F'(z) = f; %(m, t)dt (on peut dériver sous le signe intégrale).

En effet comme plus haut % est uniformément continue sur @’. En particulier

pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour x,z + h dans I’ si |h| < ¢§ alors

(:E + h,t) — 8f ~(z,t)| < e. Maintenant w = fab wdt. Par
le théoreme des accroissements finis ceci vaut ff %(m + u,t)dt pour un certain
u (dépendant de t) compris entre 0 et h. Donc |w — fab g—i(x,t)dﬂ <
f; \g (x +u,t) — (:I; t)|dt < (b—a)e des que |h| < 6. D’ou la dérivabilité de F'
et le calcul de F’ sur I’, puis sur I en faisant varier I’.

1 67m2(1+t2)

exemple. Soit F'(z) = [ “z—dt.

- 2
Comme % est continue F est continue. F'(0) = 01 117;2 = [arctan(t)]§ = 5.
Lestimée F(z) = =% 01 61;; dt < e *' T 7 dit que F(z) — 0 quand  — +o0.
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9 e—:v2(1+t2)

Comme - = —2ze~ (H1") et continue F est dérivable et F'(z) =

2
—2ze~ fol et = —2e~" Iy e —u*du (par le changement de variable tz = u).
Donc F/'+G" = 0 ou G(x fo e’ du)? et F+G est constante. Or F(0)+G(0) =
Tet F(x)+G(z) — ( O+OO -t dt)? en +o0. D’ou le calcul de O+OO e dt = ‘/777

c) le cas généralisé.
On veut aussi étudier la régularité d’intégrales généralisées a parametre.

intégrales généralisées.
Soit f : [a, +oo[—> R continue. Rappelons que l'intégrale généralisée f;oo f(t)dt
converge si F(x f f(t)dt a une limite (finie) [ quand =z — 400 et on pose

[ pyde = z.

remarque. Dans ce cas f;oo f(t)dt =1— F(x) — 0 quand = — +o0.

Dans le cas positif, comme F' est croissante il suffit de la majorer pour avoir la
convergence. Cela donne le principe de comparaison.

comparaison. Soient f,g : [a,+oo[— R continues telles que f < g. Alors si
eroo g(t)dt converge, fjoo f(t)dt converge aussi.

a

exemple. Les intégrales de Riemann f1+°o %dt convergent si et seulement si
a > 1. Elles peuvent servir d’échelle de comparaison.

Dans le cas général la méthode la plus simple est de se ramener au cas positif.

convergence absolue. Soit f : [a,+oo[— R continue. On dit que fa+oo f(t)dt

converge absolument si f(:roo | f(t)|dt converge.
proposition. Si fa+oo f(t)dt converge absolument alors elle converge.

En effet soit F(z) = [ f(t)dt et G(w

) =
|fmf dt|]<f (t)|dt = G(2') — G(x) pour a < z < z’. Donc si z,, — +o0
(en croissant) alors |F(xn) — F(zn)| < G(z,) — G(xy) pour n > m. Or (G(z,))
converge donc est de Cauchy d’ou (F(z,,)) est de Cauchy donc converge. Donc F
a une limite en +o00 par la caractérisation séquentielle des limites.

Jo [f@)ldt. On a |F(a') — F(z)| =

exemple. f1+oo sm(t) dt converge absolument donc converge.

Soit maintenant f : () — R une fonction de deux variables définie sur Q) =
I x [a,+o0[. On s’intéresse a la régularité de F(z) = fa+oo f(x,t)dt sur I.
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continuité. On suppose f continue sur () et dominée i.e. il existe g : [a, +00[—

RT continue telle que |f(xz,t)| < g(t) sur Q et [, T g(t)dt converge. Alors F est
continue sur I.

En effet soit € > 0. Comme f )dt converge il existe b > a assez grand tel

que fb t)dt < e. Maintenant F f [z, t)dt + f f(z,t)dt par Chasles.
La premlere 1ntegrale est continue en x (paragraphe b) et la seconde est petlte par

domination. Donc |F(z')—F(x)| < |f (2 t)dt— f f(z,t) dt|—}—2f t)dt < 3e
si |2’ —z] < 6.

dérivabilité. On suppose de plus que % existe, est continue sur () et est dominée.

Il existe k : [a, +0o[— R continue telle que \a (x,t)] < k() sur Q et fa+oo k(t)dt
converge. Alors F' est dérivable sur I et F'(z) = fa+oo 9f = (x,t)dt.

En effet soit € > 0. 1l existe b > a assez grand tel que f Tk k(t)dt < e. Main-
tenant Leth)=F@) _ ffx+htdt 12 f tyde) + [ Lath) 2T gy
Le premier terme est proche de fa %(z, t)dt (paragraphe b). Par le théoreme des

accroissements finis le second s’écrit f;roo of (a: +u, t)dt (u dépendant de t). Donc

yw [0l tydt] < e+ [,7 L (@, 0)|dt + [, (2 4 u,t)|dt <
e+2f (t)dt < 3esi |h] <.
exemple. On veut calculer F(z fo e cos(tx)dt.

2 t2 .
Comme e~ = cos(tz) est continue et dominée par e~ = F est continue.

2 2 2
Comme %(6_% cos(tz)) = —te™ 7 sin(tsc) est continue et donzlinée par Ce™'5 (par
croissance comparée) F' est dérivable et F’( — fo T sin(tx)dt.

2

a_

+2
Or — ['te™ = sin(tw)dt = e~

+2
= sin(az) — « [ e~ = cos(tx)dt par intégration par
parties. On obtient donc F'(z) =

—xF(x) en faisant tendre a vers +oc.

Autrement dit F' est solution de ’équation différentielle 3y = —xy avec condition

+2
initiale y(0) = 0+°O e~ zdt = /T (par le changement de variable \/LE = u). Donc

F(a)=\/ZTe .
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5. intégrales doubles.
a) définition.

On va définir I'intégrale de f : Q@ — R o1 Q est le carré unité [0, 1] (pour simplifier
mais tout ce qui suit s’étend & un rectangle quelconque). Pour cela on discrétise
f. On regarde une subdivision de ) en petits carrés et on remplace f par son
sup ou son inf sur chaque petit carré. On construit ainsi des sommes de Darboux
supérieure et inférieure et on espere qu’elles convergent vers la méme limite quand
la subdivision devient de plus en plus fine.

sommes de Darboux. Soit f : () — R bornée. Soit 7,, la subdivision réguliere
de @ en 22" petits carrés. Soit ¢ un carré de 7,,. On pose s(q) = sup, f et
i(q) = inf, f. La somme de Darboux supérieure est la moyenne des s(gq), c’est
donc s, = 5= > qger,, 5(@). De méme la somme de Darboux inférieure est i, =

22% qu’]’n 'L(Q)

Clairement i,, < s,. De plus les subdivisions 7,, sont de plus en plus fines (on
coupe chaque carré de 7,, en quatre pour obtenir les carrés de 7,,+1). Donc (i,,) est
croissante et (s,) est décroissante. Comme ces suites sont bornées (par les bornes
de f) elles convergent.

définition. La fonction f est intégrable (au sens de Riemann) si les suites (s,,) et
(i5,) ont méme limite. Cette limite commune est l'intégrale de f notée [/ 0 fdxdy.

remarque. En choisissant un point a dans chaque carré ¢ de 7, on définit la
somme de Riemann correspondante de f comme la moyenne des f(a), c’est donc
Tn = 53w > qger,, f(@). Si f est intégrable (r,) tend aussi vers l'intégrale puisque
in < 1Th < Sp.

proposition. Soit f : @ — R continue. Alors f est intégrable.

En effet comme @ est fermé borné f est uniformément continue. Soit € > 0. Il
existe § > 0 tel que pour z,2" dans @ si ||z — 2’| < § alors | f(2) — f(2')] < e. Soit
maintenant N assez grand pour que 2LN < 4. Pour toute subdivision 7,, avec n > N
les carrés g de 7, sont de taille < 4. Donc sup, f —inf, f < e d'ott s, — i, < €.
Autrement dit s, — i, — 0.

propriétés. Soient f,g: () — R continues.

linéarité. Soient A,y réels. Alors fo (Af+pg)dxdy = A fo fdxdy+p fo gdxdy.
croissance. Si f < g alors fo fdzdy < fo gdxzdy.
inégalité triangulaire. |fo fdxdy| < fo | fldzdy.
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On voudrait considérer aussi des fonctions possédant peu de discontinuités.

définition. Soit D C (). Pour la subdivision 7,, on note a, 'aire de la réunion
des carrés ¢ rencontrant D. La suite (a,) est décroissante. On dit que D a une
aire nulle (au sens de Jordan) si a,, — 0.

exemple. Soit g : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Alors son graphe a une
aire nulle.

En effet g est uniformément continue. Soit € > 0. Il existe n assez grand tel que

si |z — 2’| < 5k alors [g(z) — g(2)| < e. Donc le graphe de g [ it1) est contenu
PR

dans la réunion d’au plus €2 + 2 carrés de 7,,. En sommant on obtient a,, < 2e.

proposition. Soit f: @ — R bornée. On suppose f continue sur @ \ D ou D a
une aire nulle. Alors f est intégrable.

En effet supposons f & valeurs dans [m, M]. Soit € > 0. Comme D est d’aire nulle
il existe N assez grand tel que la réunion U des carrés de 7y rencontrant D a une
aire < e. Par hypothese f est continue sur la réunion V' des autres carrés de 7.
Puisque V est fermé borné f y est uniformément continue. Donc il existe n > N
assez grand tel que si z, 2’ sont dans V avec ||z — 2/|| < 5= alors [f(z) — f(2)| < e
Soit maintenant ¢ un carré de 7,. S’il est dans V on a sup, f —inf, f < e Sl
est dans U on a sup, f — inf, f < M —m. Donc pour les sommes de Darboux
Sn — in < 55 card{q| ¢ C V} + 2= card{q| ¢ C U} < e + (M — m) aire(U) <
(M —m+ 1)e. D’ou s, —i,, — 0.

exemple. Soit U C (). On note 1y sa fonction indicatrice qui vaut 1 sur U et 0
en dehors de U. Les discontinuités de 1;; ont lieu sur la frontiere de U notée OU.
Si OU a une aire nulle alors [ o ludzdy = [J;; dzdy est bien définie. C’est I’aire
de U. C’est le cas pour un domaine bordé par une courbe assez réguliere (C! par
mMorceaux).

définition. Soit U C @ tel que OU a une aire nulle. Soit f : U — R continue et
bornée. On pose fo fdxdy = fo gdxdy ou g = f sur U et g = 0 en dehors de U.

En effet les discontinuités de g ont lieu dans OU qui a une aire nulle donc g est
intégrable.

Les propriétés de linéarité, croissance et inégalité triangulaire s’étendent a ce cadre.
On a de plus additivité par rapport au domaine d’intégration.

additivité. Soient U,V C @ disjoints tels que OU, 0V ont une aire nulle. Soit
f:UUV — R continue bornée. Alors [[, . fdxdy = [[, fdzdy + [[,, fdxdy.
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b) Fubini.
On veut calculer une intégrale double par deux intégrales simples successives.

théoréme (Fubini). Soit f : @ — R continue sur Q = [a,b] X [¢,d]. Alors on a
[y fdudy = [7([¢ f(z,y)dy)dz = [*([2 f(z,y)dz)dy.

En effet prenons Q = [0,1]?> pour simplifier et regardons la premiere égalité.
D’abord F(x fo x,y)dy est une intégrale a parametre. Elle est donc continue
puisque f est continue, et on peut considérer son intégrale.

Estimons maintenant l'intégrale double par ses sommes de Darboux. Pour un

141
carré g = [£, BEL] x [L, ] on a 5 inf, f < 2%];" f(£,y)dy < 53w Sup, f.

7 . . 1 k
Donc en sommant sur tous les carrés on obtient 4, < 5 20§kg2n—1 F(5%) < sn.

Or la somme est une somme de Riemann de F', elle tend donc vers fol F(x)dx. Et
in et s, tendent toutes les deux vers l'intégrale double, d’ou le résultat.

exemple. Calculer de deux maniéres I = [ f 0.1]2 (1725 (TTg) 42 Y-

(I+zy)

1 In(1 ..
D’une part I = fo HxQ fo 1+Iy dy)dx = |, nl(:I_f)dx par Fubini.
) _ T+ , oy
D’autre part (1+x2)”(1+my) = (1+y2)(71’+x2) — (1+y2)y(1+wy) par décomposition en

éléments simples (en z). Donc I = [ f[o 12 %dmd@; — I autrement dit
I =1 f[o 12 Tm e dedy (roles symétriques de = et y). Par Fubini I =

1 2 1 7 In(2
(Jo T2 d2)(Jy tipdy) = 52

ln(l—l—w) _ 7Tln(2)

Conclusion f 0

variante. Soient g,h : [a,b] — [c,d] continues avec g < h. Soit U la partie de
la, b] X [c, d] comprise entre les graphes de g et h. Soit f : U — R continue. Alors

[ fdzdy = f;(fgh(g) f(z,y)dy)dz (énoncé similaire dans I'autre sens).

exemples.
- Calculer l'aire de DT = {(z,y)| = € [O 1, 0<y<v1—22}. Ona [[,, dedy =

T = 1 — 22dz = [ 2 cos? = [2 14cos20) gy — 7 (change-
LV dyyde = [P VT = 22de = [ cos2(0)df = [F @ gg — = (ch
ment de Varlable x = sin(0)).

- Calculer I = ffTe‘Tzdxdy ouT ={(z,y)]0<z <1, 0<y<z} Onal=
fol e®’ (fox dy)dx = fol ze® dy = 651_

c) changement de variables.
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définition. Un difféomorphisme ¢ : U — V est une bijection entre deux ouverts,
de classe C! ainsi que son inverse (U est ouvert s’il contient un voisinage de chacun
de ses points). Son jacobien jacg(z) est det(d.¢) = g—;(z)g—?’;(z) - g—Z(z)g—z(z) (u,v
composantes de ¢).

exemple. Le passage en coordonnées polaires ¢(r,0) = (rcos(f),rsin(f)) est un
difféomorphisme entre 0, +0o[x] — 7, 7[ et R?\ L ol L est le demi-axe des = < 0.
Son jacobien est r.

théoréeme (changement de variables). Soit ¢ un difféomorphisme défini sur un
voisinage d’'un rectangle fermé borné Q). Soit f : ¢(Q) — R continue. Alors on a

ff¢(Q) fdudv = fo f oo |jaco|dxdy ((u,v) coordonnées sur ¢(Q)).

Prenons @ = [0,1]* et posons I = [[ o) fdudv. Soit 7, la subdivision réguliére
en 22" carrés q. Par additivité T = . JJ o(q) Jdudv. Choisissons un point a dans
chaque carré g. Par continuité uniforme de fogonal ~ 3" f(d(a))aire(¢(q)). De
plus 22D)  iac|(a) (voir plus bas). Donc I ~ g7 2 f(9(a))ljace|(a). Mais

aire(q)
ceci est une somme de Riemann de fo¢ |jace|. Elle tend vers fo foo |jaco|dxdy.

Estimons l'aire de ¢(q). Sur gon a ¢(z) = ¢(a)+d,p(z—a)+o(||z—a||). Donc apres
translation ¢(q) est contenu dans le parallélogramme (1 + €)d,¢(q). Or 'aire d’un
parallélogramme engendré par deux vecteurs est la valeur absolue du déterminant
de ces deux vecteurs. Donc aire(é(q)) < (1 + €)?| det(d,¢)|aire(q). En raisonnant
avec ¢~ ! on voit aussi que ¢(q) contient (1 — €)d,¢(q) apres translation. Donc

aire(p(q)) > (1 — €)?| det(d,¢)laire(q).

exemple. Calculer I = [, e~ @) dady ot A = {(z,y)] x>0,y >0, €2 <
x e~ rdrdf.
5 2

Par Fubini I = % [* re " dr = Tl — e_az). Quand € — 0 et a = +o00

on obtient ff(R+)2 e~ @+ dady = Z. Or ceci est aussi limite quand a — 400

12 + y? < a?}. Par passage en coordonnées polaires I = ff[e a]x [0

de ff[o oJ? e~ @) dady qui vaut (fy e~ dz)? par Fubini. On retrouve ainsi la
valeur de l'intégrale de Gauss.

variante. Soit X C R? fermé borné tel que K a une aire nulle. Soit ¢ un
difféomorphisme défini sur un voisinage de K. Soit f : ¢(K) — R continue. Alors

Sy fdudv = [[i f o ¢ |jac|dzdy.
exemple. Calculer l'aire de F = {(:I;,y)\’;—z + Z_j < 1}. E = ¢(D) ou D est le

disque unité et ¢(x,y) = (ax,by) de jacobien ab. Donc [[, dudv = ab [, dxdy =
mab.
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6. séries numériques.

a) sommation par paquets.

exemple. Soit u, = (—1)". Le série > u, ne converge pas car lim, , o u, # 0. Mais
(up + u1) + (ug +ug) +--- =0+ 0+ ... converge. Posons v,, = ug, + uzp4+1 pour tout n € N.
La série Y v, est convergente. Donc la nature de la sommation (convergence ou divergence)
ug +uy + - - - + dépend de l'organisation des termes en paquets. De plus, la valeurs de la somme
dépend du regroupement des termes ug + (u1 + u2) + (ug + u4) + --- = 1. Mais si on demande
que lim,,_, u,, = 0, 'organisation en paquets ne change pas la nature de la série.

Théoréme 1. Supposons que lim,_, u, = 0. On ne modifie pas la nature de la série Y u, en
regroupant les termes par paquets de p € N termes, p étant un entier fizé. De plus, en cas de
convergence les sommes sont égales.

Proof. Pour présenter 'argument, prenons p = 2. Soient S, = ug+---+up et Vo, =vg+---+ vy
oll vy = Ugn + Uon4+1. Donc, Vy, = Sop, et Sopnt1 = Vi, +ugnt+1. Si S, converge, alors V,, converge.
Réciproquement, si V,, et u, convergent, Sa, et So, 11 convergent et So,4+1 — S9p = Usnt+1 tend
vers 0 lorsque n — +o00. De plus,

+00 too
E Uy, = lim S, = lim Sy, = lim V, = E Up-
n—-+oo n—-+oo n—-+oo
n=0 n=0
O
s - L —1)"
exemple. On va étudier la nature de la série Z;:i% uy, de terme général u, = ﬁ La
série est alternée mais |u,| ne décroit pas. En effet, si n est paire,
1 1 1
’un’ =Un= = ’un+1|'

= < — =
n+l n  n4+l4 (=1
On ne peut pas donc appliquer le critere de convergence pour les séries alternées. Le regroupe-
ment des termes deux-a-deux parait naturel puisque les signes alternent.
(71)271 (71)271—&-1 1 1 -1

Un = Mo ot = o e T o p 1l (D2 2n 1 20 2n(2n 1)

La série ) v,, converge absolument car |v,| < # pour tout n > 1.

b) utilisations de DL dans I’étude de convergence.

Pour déterminer la nature de > u,, on peut effectuer un développement limité du terme u,, au

voisinage de +o0o0. On arrive souvent a faire apparaitre des termes en %, #, etc.

(="

A=) Togn converge-elle? Par algebre,

exemple. La série ) u, ou u, =

(=)™ 1 (- 1
U = = s
n no14+ (_1)7110% n 14y,
ou yp = (—1)”10%. On écrit DL d’ordre 1 en 0 pour la fonction y — ﬁ,
1
_— = 1 — 1 1‘ — U.
Ty y(l+e(y), lime(y) =0

Donc, u,, = % + (—1)"*1%(1 + e(logn/n)). La série > % est convergente. Observons

logn logn 1 1 £
que =% (1 + e(logn/n)) ~ =5 < —5 pour n assez grand. Car ) — converge, la série

Z(—l)”“%(l + e(logn/n)) converge absolument. Finalement, ) u, converge aussi comme
la somme de deux séries convergentes.
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c) encadrement du reste de ) (—1)"u, lorsque u, décroit vers 0.

Nous avons déja vu que la série alternée » (—1)"u,, avec le terme général u,, décroissant vers 0
converge et sa somme > >3 (—1)"u, est comprise pour tout n € N entre les sommes partielles

Sy =30 _o(=1)Fuy et Spiy.

Corollaire 1. Le reste R, d’une série alternée > (—1)"uy, u, > 0 pour n € N, dont la valeur
absolue u,, du terme général décroit vers 0 est majoré en valeur absolue par

“+o0

> (=1 Fuy

k=n+1

|Rn‘ = < Un+1 < up.

+oo  \n
exemple. Combien de termes faut-il prendre pour calculer Z (=1)

a 0,0001 pres?
n=1

. (" o - (
La série z e} n) est convergente par le critere de covergence pour les séries alternées.

Soit S = > € 71 Par corollaire,
~ (-1*
SR N S
>
k=1

Pour n = 10%, |R,| < 10~*. 1l suffit donc de prendre 10* termes pour s’approcher & S moins
que 0,0001.

> (_l)kl IR <

it k T n+1

d) application du théoréme d’Abel

Les séries > | Sigg”f et Y “FE converge pour tout o > 0 et x/27 ¢ Z. En effet,

n L i(n+l)z _ i(n+l)z _ i(n+1)z
Zcoskx = |Re Zelk“ = 6.71 §|e : 1|§‘e , |+1: ,2 )
prrd — er —1 le — 1] et — 1| et — 1]
De la méme facon,
n (1 A (1 A (1
_ls Ze’ikﬂf e ez(n | )T _ piw - |6z(n | )r _ eza:‘ - ’ez(n' )a;| 41 _ 2 '
— e —1 ler — 1| e —1 lewr — 1|

Car n% décroit vers 0 pour tout o > 0, le critére d’Abel s’applique aux ) Sig]}‘” et Y 2. En
particulier, les séries » 2B et ) €S convergent.
n n

+0o0 sinnz nx.

Exercice 1. Pour tout = € R, calculer ) = =%

Exercice 2. Supposons que ) u, converge. Déterminer la nature de ) =2 pour a € Ry.

e) les séries et intégrales généralisées.

Théoréme 2. Soit f : ]R+ — R de classe C tel que [[7°|f'(x)|dx < +oo, on dit que f' est
intégrable. Alors +°° ) et f x)dx sont de méme nature.

Proof. Notons par (s,) la suite des sommes partielles s, = Y, f(k) et par (t,) la suite definie
par la formule ¢, = [;* f(x)dz. Soient p < N € N*,

i:f(n) -/ T e = ﬁ [ o - swar = ﬁ [ ([ roa)
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Donc, par I'inégalité triangulaire,

i:ﬂn)—/pmf(x)dm i:/:ﬂ </:\f’(t)\dt> dx <
N n+1

Z /:H (/n | \dt> dx = Z/ (t)|dt = /pNH /()| dt.

n=p

Comme f0+°° |f/(t)|dt converge, elle satisfait la propriété de Cauchy: pour tout € > 0 il existe

po tel que pour tout p < N,
N
[ irwla<e
p

Ainsi, par 1a propriété de Cauchy, les suites (s;,) et (t,) sont de méme nature.

f(z) — = [y f'(t)dt et donc limy 4o f(z) = v € R. Si o # 0, alors f0+oo f(z)dx
diverge. La méme est vraie pour (t).

Supposons maintenant que a = 0. [M] signifie la partie entiere de M € R. Pour tout € > 0,
il existe My tel que pour tout x > My, |f(z)| < e. D’ou, si M > My + 1,

[M]+1
f da:—tM]' / f(x)dx S/ |f(z)|dx < e.
(M] (M]
Cela montre que la suite (¢,) et 'intégrale f0+°o f(z)dx sont de méme nature. O

Exercice 3. Déterminer la nature de > %

Solution:
La fonction f(z) = Sm‘f : [1, +oo[— R est de classe C!. De plus,

400 : / +00 400 1 1
/ sin v/ d:c:/ </ —|— dx < 400,
1 z 1 1 z3/2

+00 o +o00 +oo
/ sin V@ dr = —;/ (cos va) z™ V2 do = _cosl 1/ (cos v/z)x /% da.
1 1 1

T 2 2

1
5 I COS

Le module de la dérniere intégrale est majoré par

—+o0
/ 2732 dy = 2.
1

Par le Théoreme 2, la série > Smn‘/ﬁ est convergente.

cos(Inn)

Exercice 4. Trouver la nature de > Cos(hm et Y =
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7. série exponentielle, nombres ¢, 7 et le probleme de Bale.

a) convergence uniforme en points d’adhérence.
convergence diagonale.

Proposition 1. Supposons que (fn)nen est une suite de fonctions continues sur une partie
A C R qui converge uniformément vers f : A — R.
Si limy, 400 T = a € A alors limy, 4o fn(zn) = f(a).

Preuve. Soit € > 0. La fonction limite f est continue en a donc 36 > 0 tel que |a — z,| < § =
|f(a) — f(zn)| < €. Choisissons N € N tel que pour tout n > N, |a — x,| < d et ||f — fulla <e.
Alors,

[f(a) = fulzn)| < |f(a) = flza)| 4+ [f(2n) = fa(zn)] < €+ |[f = fulla < 2.
O
extension de la convergence uniforme. Supposons que A est une partie de R. On définit

la fermeture A de A comme 'ensemble de tous les points d’adhérence de A. Donc A D A et
OA := A\ A s’appelle la frontiere ou le bord de A.

Proposition 2. Supposons que (fn)nen est une suite de fonctions continues sur I D A qui
converge uniformément sur A vers f: A R. Alors, (fn)nen converge uniformément sur A et

feCoA).

Preuve. Soit x € A. La suite (f,(7)) satisfait la condition de Cauchy. En effet, soit € > 0 et
A >z — x. Puisque || fn||a converge, il existe N tel que pour tout n,m > N, ||fn — fm|la < €.
Alors,

[fn(2) = fm(@)] < | fo(@) = fu(@p)] + | fulen) = fmlze)| + | fm(en) — fm(@)].

Par continuité de f,, et f,, en z, on trouve xy tel que |f,(x) — fu(zk)| < € et | frn(2) — fr(zp)] < €.
Ainsi, pour tout n,m > N,

| () = f(2)] < 2+ || fr — finlla < 3e.

La condition de Cauchy est uniforme car N ne dé pend pas de z et donc,

||fn - meZ < 3e.
Par la condition uniforme de Cauchy, f € C°(A).

O

Corollaire 1. Soit A une partie de R. Si A n’est pas majoré (minoré), on inclut +oo (—o0)
au A. Supposons que fn : A — R convergent uniformément sur A. Soit a € 0A. Si pour tout
nEN, f, € COA) et limas, q fn(7) = o € R alors la suite (o) est convergente et
lim lim z)= lim «a,= lim lim T
A3x—an—+00 fn( ) n—+oo n—+00 A3zx—a fn( )
Preuve. Sia € R, la condition lim,_, ,+ lim,, 1 o frn(2) = @, € R permet de prolonger chaque f;,

sur AU {a} par continuité. La suite (f,) converge uniformément sur AU {a} par Proposition 2.
Théoréeme 1 du cours implique que la fonction limite f est continue sur AU {a}, donc

lim r)= lim «,.
Aex—mf( ) n——+oo "

29



Si a = —oco, A nest pas minoré. Soit H : z €] — 00,0[— 1. On considere gn(z) = f, o H(x),
x € B =|M,0[NH!(A) pour un certain M < 0. La suite de fonctions continues (g,) converge
uniformément sur B vers g = f o H et limps,_,o- gn(x) = a5,. On applique le cas précédent
pour conclure,

li = i = i .
Aaxlinfoo f(x) BSalcr—riO’ g(x) n—lg‘*r‘loo n

miscelania.

Définition 1. Soit J C R un intervalle. On dit que f : J — R est une fonction lipschitzienne
de constante K > 0 si pour tous x,y € J on a

[f(z) = f(y)] < Kl —y.

Lemma 1. Soit g : I — R une fonction lipschitzienne. Si f, : J — R convergent uniformément
sur J C R, fo(J) C I pour tout n € N, alors la suite (g o fy,) converge uniformément sur J.

Preuve. Soit K > 0 une constante de Lipschitz de g sur J.

llgo fn=go flls=suplge fal@) =g o f(z)] < Ksup|fux) = fl)| < K fn = fll-

O

Proposition 3. Si f, : [a,b] — R sont tous K-lipschitzienne et convergent simplement sur
[a,b], alors la suite (f,) converge uniformément sur [a,b).

Preuve. La fonction limite f = lim f,, est aussi K-lipschitzienne. Soit € > 0. On trouve un
ensemble fini X C [a,b] avec la propriété suivante: pour tout y € [a,b], Ty, € X tel que
ly« —y| < ¢/K. La suite (f,) converge uniformément vers f sur X car #X < +oo. Il existe
N tel que pour tout n > N, ||f — fullx < €. Soient y € [a,b] et y. € X. Par la propriété
lipschitzienne,

1f W) = Fa) < [F W) = F)l + 1F(5) = )|+ [fn(ye) = Fu(y)] < 26 + {1 = fullx < 3e

et puisque y € [a, b] est arbitraire,
I1f = fallap < 3e

O

continuité uniform. On dit que f € C°(I) est uniformément continue sur I si pour tout
e > 0 il existe § > 0 tel que [z —y| < d = |f(z) — f(y)| < e. On a demontré la proposition de
Heine, section 4, qui dit que si f est une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b], a,b € R,
alors f est uniformément continue.

remarque. Chaque fonction lipschitzienne est uniformément continue.

le cas complexe-exercices. Soit 7 > 0. Le disque ouvert D(0,7) C C centré en 0 de rayon
r est un ensemble de points z € C tels que |z| = VRe(2)2 +Im(2)? < r. Le disque fermé

D(0,7) est {z € C : |z] < a}. Finalement, le cercle du centre 0 et rayon r est noté par
S(0,7) =D(0,r) \ D(0,7). Une autre notation du cercle 9D(0, r)
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Exercice 1. Montrer que tous les lemmes, corollaires, propositions précédents peuvent étre
généralisés dans le cas complexe en remplacent les intervalles ouverts/fermés finis par les disques
ouverts/fermés. Si dans I'hypothése on considére plus généralement une partie A de R, on la
remplace par un disque ouvert. Par exemple, Corollaire 1 peut étre reformulé dans la fagon
suivante:

Corollaire 2. Supposons que f, : D(0,7) — R, convergent uniformément sur D(0,r) et que
fn € C°(D(0,7)) pour tout n € N. Soit a € OD(0,7). Silim, 4 fn(2) = an € C alors la suite
(o) est convergente et

oS ) = B on = Lip 1 Sn(2)
Proposition 4. [Dini] Si f,, : [a,b] — R sont tous croissantes et convergent simplement sur

[a,b] vers une fonction continue f : [a,b] — R, alors la suite (f,) converge uniformément sur
[a, b].

Preuve. La démonstration est trés similaire a celle de Proposition 3. La fonction limite est
continue sur [a,b], donc uniformément continue. Soit € > 0. Choisissons § > 0 tel que si
|z—2'| < §alors |f(2) — f(2)] < e. Aussi, il existe un ensemble fini X tel que pour tout y € [a, b]
ils existe y., y* € X tels que y. <y < y* et y* — y. < J. En particulier, |f(y) — f(y«)] <e.

La suite (f,) converge uniformément vers f sur X car #X < 4o0. Il existe N tel que pour
tout n > N, ||f — fullx < e. Soit y € [a,b]. Par la continuité uniforme de f sur [a, b] et le choix
de N,

|f(y) — faly)] |f(y) = f(y)| + £ () = Fuly)| + | falye) = fu(W)] < 26 + fru(y) — falys)

<
< 2+ fuly") = f(Y7) + f(YT) = fuly) < de

Comme y € [a, b] est arbitraire,
Lf = Fullfap < 4e.

b) logarithme népérien
On peut définir le logarithme népérien pour tout x > 0 par la formule intégrale,

" dr

logx :=
1 ¢

La fonction logx est strictement croissante sur R% et est donc la bijection sur son image. En
effet, par le théoreme fondamental de calculs

1
logz) == >0.
(log ) = |
En fait, le logarithme népérien est de classe CT>°(R%) car ¢ € R% — 1/x I'est. Le logarithme

est concave, (logx)” < 0 pour tout € R’ . En particulier, le graphe du logarithme se trouve
en desous de la tangente y = 2 — 1 au point (1,log1), i.e. Vo € RY,

loge <z —1. (1)
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propriétés du logarithme.
Lemma 2. Pour tout a,b >0 etn € 7Z
log(ab) =loga+1logh et loga™ =nloga .

Proof. Observons que la dérivée de g(x) = log(ax) — loga — logx est égale & 0 pour tout
z €]0,+00[. Donc, Joer tel que pour tout = €]0, +o00[, g(x) = C. Car g(1) = log1 = 11 dt
0 = C' = 0. La premiere formule est démontrée.

Pour n € N on procede par récurrence: Si n = 0 alors loga’ = log1 = 0. Supposons que la
formule soit vraie pour n > 0. On a loga™*! =log(a™ - a) = loga™ + loga = (n + 1) log a.

Si n = —1, par additivité du logarithme loga=' + loga = loga='a =logl = 0. Sin < —1,

=

alors loga” = loga~ ("™ = —loga™" = —(—n)loga = nloga. O
Lemma 3.

lim logz = —oco e lim logax = +o0

z—0t z—0t+

Proof. La fonction log : R} + R est strictement croissante donc il suffit de montrer qu’elle
n’est pas majorée. La suite (log2™),cn tend vers +o0o car log2 > log 1 = 0. La premiere limite
découle de la deuxieme et la relation V,~glogz = —log % O

Corollaire 3. La fonction log : R + R est une bijection.

définition du nombre e. Par Corollaire 3, il existe un unique nombre e > 1 tel que

loge = 1. (2)

la fonction exponentielle. On définie exp : R +— R% comme la fonction réciproque de
logarithme x — log x.
Va,b e R exp(a+b) = exp(a)exp(b). (3)

En effet, posons x = expa et y = expb. Lemma 2 implique que
log(zy) =logz +logy =a+b

et zy = exp(a + b). En particulier, Va € R,

-1

(exp(z))™" = exp(—x) (4)

car, par (3)
1 =exp(0) = exp(z — x) = exp(x) exp(—x)

Par le théoreme sur la dérivée de la fonction réciproque, exp x est dérivable. De plus, pour
tout x € R,

(expz) = ( x

Y = — =€ xZ .
lOg y)‘/y:expx Yy=expz Xp

Lemma 4. La fonction exponentielle t € R — expx est une unique solution du probleme de
Cauchy y' =y aux conditions initiales y(0) = 1 sur R.

Preuve. Supposons qu’il existe une autre fonction dérivable x € R — f(z) telle que f'(x) = f(x)
pour tout x € R. Alors,

(f(z) exp(—=))" = f'(z) exp(—z) — f(z) exp(—x) =0

et 3C € R tel que f(z)exp(—z) = C. La condition initialle 1 = f(0) = C et (4) donnent
f(x) = exp(z).
]
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développement de expx en série. Soit v : I — R une fonction continue, I C R un
intervalle. Newton a proposé une méthode d’approximation pour résoudre le probleme de Cauchy
autonome,

y=v(),yel; ylto)=a,(z0,a) €I xR

Notamment, on considere sur I des approximations successives de 1’équation intégrale y =
[ v(®)dt + o,
x €T
w@ =w. 1@ = [ WO+, s v = [ b,
xo o
Dans le cas de I = R et v(x) = x avec la condition initiale z9 = 1, yo = 1, on obtient la suite
2

n k
yo(.’IJ):l, yl(x):1+$7 y2($)=1+$+%7 R yn(x>:kz_0:1];|7

Posons 0! = 1 et 2 = 1 pour Vz € R.

. 3 Ve . . n .
Proposition 5. La série de fonctions ST L7 converge normalement sur chaque intervalle
P n=0 I ) q
[a, b] vers la fonction x — exp(x).
: +o0 \ z"
Preuve. Soit I = [~a,a], a > 0. On va montrer que » 'Z u,(x) ol u,(z) = Ty converge
normalement sur /. Observons que
||™ " a”
|[un||r = sup Ty T Sup =
Vﬂﬁa n. 0<z<a n. mn.

/. /7. n LN
La série numérique Z:{i% ¢+ converge par le critere de d’Alembert.

Car uy,(x) sont dérivable, u,(z) = un—1(z) pour tout n > 0 et up(z)" = 0, la série de dérivées

terme-a-terme
“+o0 —+oco “+o0
S up@) = un1(z) =Y un(z)
n=0 n=1 n=0

converge normalement sur I. De plus, u, € C*(I). Par le théoréme du cours (Théoréme B’), la
série S22 L7 est une fonction de classe C(I) et

n=0 nl
/
[ VAR
= n! = n!
Donc, la fonction limite S(z) = "2 %7,1 satisfait I’équation différentielle S(z)" = S(x) sur R =
Uasol—a,a]. On vérifie que S(0) = 3% &% =1 et on conclut par Lemme 4 que expz = S()

sur R.

O

’_ . n . ’
remarque. La série ) -, %7 ne converge pas uniformément sur Ry. En effet, |[R,||[r, =
k T
T Z —
SUDR, D >n41 T = SUPR, g7 = +00.

_ \too

Corollaire 4. Le nombre e = exp(1) = L est irrationnel.

n=0 n!

Preuve. Par définition, 1 = loge < exp(l) = e. Supposons que p,q € N* sont premiers entre
eux, i.e. si m € N* divise p et g alors m = 1, tels que

—+00

1
X

n=0
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Posons a := p(q — 1)! — (¢) X2 _ 4. Ainsi,
+
A O ! + ! +ot
W e+l (g (@+2) (g 1)(g+2)(g+3)
1 f 1 _ 4+2 _q+?2
(+1) \=(@+2)" ) (¢+1)*> " ¢+3°

est d’'un c6té un nombre entier strictement positive, a > 1, et de 'autre coté plus petit que %,
contradiction.

]
Proposition 6. Pour tout w € Q, exp(w) = ™.

Proof. 11 sufit de montrer I’égalité pour w > 0 car exp(—w) = 1/ exp(w). Soit w = %, p,q € N*.
Par récurrence, exp(p) = exp(}_7_; 1) = [[}_; exp(1) = €. D’ony,

p

(exp(p/q))? = exp(q(p/q)) = exp(p) = e = 1P/ = (e§)q o exp(p/q) = 4.

Corollaire 5. La fonction x € Q — €e* peut étre étendue sur R\ Q par la formule

e’ = lim €Y.
Qoy—a

Preuve. L’ensemble Q est dense dans R est z € R — exp z est une fonction continue sur R. On
applique Proposition 6 pour conclure.

0

c) le cas complexe

On considere aussi les séries complexe, > an, a, € C. On dit que la série complexe ) a,
converge vers S € C si la suite de sommes partielles

(Sn)nGN = <Z ak)
k=0 neN

converge vers S, c’est-a-dire lim, 4o [S — Sp| = 0.

On vérifie directement que Y a,, converge vers S ssi »_ Re(a,) et > Im(a,) convergent vers
Re(S) et Im(S) respectivement .

On dit que Y a,, converge absolument si »_ |ay,| est convergente. Nous avons

max(| Re(an)|, | Im(an)[) <an| < |Re(an)| + |Im(an)]
et donc ) |ap| < +00 < Y |Rea,| < +oo et ) |[Imay,| < 4o00.

Proposition 7. Soit > a, et > b, converge absolument. On pose ¢, = Z?:o a;jb,—;. Alors,

> ¢n converge absolument et
+oo +o00 +o0
(Se) (Xn) - S
n=0 n=0 n=0
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Preuve.

WAL S bl < (zm) (kz;w)

k=0 5=0

d’otu la convergence absolue de ) ¢j,.

B [t

k=0 k=0

2n
< ekl — 0.
n—-+00

fonction exponentielle complexe. On définit pour tout z € C,

oo p

z

z > exp(z) = E —-
= n!

La série converge absolument car exp(|z|) est bien définie.

Lemma 5.
Va,b e C  exp(a+b) =exp(a)exp(b)

Proof. Les séries Z+°° % et Z+O° Ui convergent absolument. Proposition 7 donne

n=0 n! n=0 n!
too a™ too b too n kbn k
e - (£5)(E5)-£(E %)
n=0 " n=0 n=0 \k=0
_+Ooi nn—!knk_—i_ooi - kpn—k
“?%m(éhm—km%w ’ )‘nom(hﬂ<>“b
+00 n
= Z (a+b)" Z‘b) =exp(a+0D).
n=0 ’

On note par Z = a — tb le conjugé de z = a + b, a,b € R. Pour tout x € R,

Y ) L
exp(Lzx) Z = exp(—tix).
n=0 ’

Lemme 5 implique que pour tout z € R,

2

|exp(iz)|? = exp(1z)exp(1z) = exp(1x) exp(—iz) = exp(0) = 1

et
lexp(tx)|=1.

les fonctions sin et cos. Soit z = a + ib. Alors,

exp(z) = exp(a) exp (1b)

ot 12 = —1. Dongc, il suffit de bien comprendre la fonction z € R + exp(tx) € C. Définissons
sinz = Im(exp (tz)) = exp (tx) —2§xp (—)
i
cosz = Re(exp (1z)) = exp (1x) —|—2exp(—m).
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On obtient facilement les développements de sinx et cosx en séries entieres:

“+o00 +oo k 2k+1
. 1 ()" — (—1x)
ST = 2 Z Z Qk +1)!
n=0 =0
+oo +0<> k 22k
1 (mL)
cosx = 3 E - = E
n=0 =0

On observe que sin z est une fonction impaire et cosz est paire.
De plus, la dérivée terme-a-terme donne des relations suivantes pour Vo € R |

+0<> 2/€+1 +O° Ic 2k
(sinz) Z 2k+1 Z = Ccos .
k=0 k=0
oo k: +<>O k p2k—1 oo k .2k+1
(D) (-1)"= :
(cosz) = Z :—Ziz—smx.
_ |
— P 2l<: 1)! — (2k + 1)!
remarque. On peut aussi définir cos z et sin z pour z complexe,
exp (12) + exp (—12)  wx (—1)kz2*
cosz = = )
2 (2k)!
k=0
) exp (tz) — exp (—tz) = (—1)k2
sinz = - =
2i — (2k)!

formule trigonométrique. Nous avons pour tout z € R,

exp(tx) = cosz + isinx
On obtient que cos0 =1 et sin0 = 0.
Lemma 6. Il existe x > 0 tel que cosx = 0.

Preuve. Supposons que pour tout x > 0, cosz > 0. Cela signifie que x € Ry +— sinz est
strictement croissante. Soit 6 > 0. Donc pour tout x > ¢ > 0, sinx > sind > 0. Par le théoréeme
fondamental du calcul,

Cosxzcosé/ sintdt < cosd — (r —d)sind <1 — (z —9)sind — —oo.
1)

T—400

Si § est assez petit, cosd > 0. Par TVI, il existe z > §, tel que cosz = 0, contradiction. Donc,
en effet on a démontré I'existence de z > 0 tel que cosz = 0.

O

Définition 2. On note § = inf{x € Ry : cosz = 0}. Autrement dit,
positive de ’équation cosx = 0.

5 est la plus petite racine

La fonction x € R + cos x est continue en 0 et cos0 = 1, donc & 5 > 0.
Nous avons que

2
‘exp (L%)‘ :SiHQg—FCOSQg = 1:>8ng =1
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car sinz est strictement croissante sur [0, 5]. Aussi,

cos 2z + ¢sin 22 = exp(2t) = (exp(tx))? = (cosx + tsinx)? = cos® x — sin® z + 2 sin x cos .
Ainsi,

2 2

VreR cos2x =cos“z —sin“z et sin2x = 2sinxcosz.

™ . ™ . . s
COSW:COS2§—SIHQ§:—1 et sm7r:2sm§cos§:0.

Ensuite,
exp(um) = —1 = exp(2um) =1

et donc pour tout z € C,
exp(z + 2um) = exp(z) exp(2um) = exp(z).
Corollaire 6. La fonction exponentielle z € C — exp z est 2wt périodique.

Chaque fonction périodique, continue et non-constante a une unique période T' > 0. Les
fonctions * € R — cosxz et * € R — sinz sont de période 27w. En effet, supposant qu’il
existe T €]0, 27| tel que cosT = cos0 = cos2w. Par Théoreme de Rolle, il existe T} €]0, T et

Ty €]T, 27 o la dérivée (cosz)’ = —sinx s’annule. Par parité de cosz et imparité de sin z,
exp(t(mr —x)) = —exp(—wr) < cos(mr —x)=—cosx et sin(m —x)=sinz.
exp(t(mr+x)) = —exp(xr) <= cos(mr+z)=—cosz et sin(r+z)= —sinz.

La fonction x + sinz est strictement croissante sur [0, ] et donc sinz ne s’annule pas sur

10, 7[. L’égalité sin(x + ) = —sinx signifie que sinx ne s’annule sur |r, 27 non plus. Donc
Ty = w = Ty, contradiction.

Corollaire 7. Les fonctions x € R — cosx et x € R — cosx sont de période 2m. La fonction
exponentielle z € C — exp(z) est de période 2mt.

Proposition 8. Le cercle unitaire |z| = 1 est de périmétre 2.

Proof. L’application t € [0, 27[— exp(it) est une bijection sur le cercle unitaire. La dérivée de
cette application est de module 1, |(exp(ct))’| = |texp(ct)] = 1 La longeur du circle unitaire est
donnée par

27T
/ |(exp(et))'|dt = 2.
0
]

notation. On utilise souvent la notation e* := exp(z). On peut aussi interpréter cette formule
comme une extension de la fonction z € R — e” aux nombres complexes. D’ou les formules

Ve eR e =cosx +tsinx

et
Vz € C\ {0} z=|z]e"*®~.
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injectivité et image de ’exponentielle. La fonction exponentielle z — exp(z) est injective
sur chaque bande horizontale B, = [at, (a + 27)¢[xR, a € R, I'image de B, par la fonction
exponentielle est C*. En effet,

exp(z1) = exp(z2) <= Re(z1) = Re(22) et Im(z1) =Im(z2) (mod 27).

Soit € R. L’image du segment I, = [ta+x,t(a+27m)+z)[, * € R, est le cercle |z| = e”. Donc,

exp(B,) = U exp(ly) = U{z eC:|z|=¢€"}=C"

zeR z€R

logarithme complexe. La fonction exponentielle n’a pas la fonction réciproque sur C* au
sens usuel. Mais, la restriction de la fonction exp a chaque bande By,

2 € By expz e C*

a une fonction réciproque
Ja : C* = B,

donnée par la formule
ga(z) =In|z| +cargz, argz € [a,a+ 27]. (5)

En effet,

Y = 5 — |Z|6Largz _ eln|z\+zargz.

La condition y € B, se traduit par Im(y) € [a,a + 27][. Mais la fonction g, : C* — B, n’est
pas continue! Toute la demi-droite argz = a est locus de discontinuité de g,. Pour avoir la
réciproque continue nous devons considérer g, seulement sur C*\ {z € C : argz = a}. En
résumé, ’exponentielle sur 'intérieur éa de B, a une fonction réciproque continue g, donnée
sur 'ensemble C* \ {z € C: arg z = a} par la formule (5). On appelle g, une branche de In.

Par abus de la notation, on remplace g, par Inz avec la précision necessaire que Inz est
définie sur C* \ {z € C : arg z = a}. La formule

Inz=In|z| + targ z,

pour tout z € C*, ne définit pas une fonction (c’est une multi-fonction)!

la branche principale. On note par log z la fonction

z € C"\] —00,0] — Inz.

Exercice 2. L’équation cosz = % a-t-elle des solutions?

solution: Soit z = a+ b, a,b € R. Alors,

_ _ . . 10
2cosz = ¥ +e " =eYcosa+isina) + e’(cosa —1sina) = —

N (et +e’)cosa=24 - 2coshb = (et 4 el) =10
et —eb)sina =0 a=0 mod
(

Par exemple, z = ¢In 3 est une solution de cos z = 2. Le nombre des solutions n’est pas fini.
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inégalités élementaires. On a besoin quelques estimations.

Lemma 7. Pour tout |z| <1,

(TL—|—1)2 |Z|n+1 < |e? — - ik n+2 |Z|n+1
(n+2)!(n+2) - e (n+1)(n+1)! '
Preuve. On a que,
no_k too g | ‘n+1 oo | ’k (n+ 2)];:\”“
I I D o e e
| Il — | | _
— k! ) k! (n+1)! — (n+2) (n+ln+2—|z|)
n+2 ‘Z|n+1.
(n+1)(n+1)!
Par 'inégalité triangulaire,
"ok ntl g n+1 n+1 ntl g
z z z z z
SR IR EaE»
| | I — | |
= k! = k! (n+1)! (n+1)! — k!
S ot < I n+3 > S o (n+1)2 .
- n+1)! (n+2)(n+2)!) — (n+2)!(n+2)

Lemma 8. Soit p < 1. Il existe C > 0 telle que pour tout |z| < p,
|log(1 + 2)| < C|z|.
Preuve. Par I'inégalité triangulaire et la croissance de la fonction logarithme réelle,
|log(1+ z)| < |log |1+ z|| + | arg(1 + 2)| < max(log(1 + |2]),log(1l — |z|)) + arcsin|z|.  (6)

Considérons la fonction réelle ¢ : [—p, p| — R définie par ¢(0) = 1 et pour tout = # 0, ¢(z) =
w. Car ¢ est continue sur [—p, pl, il existe C" € R telle que sup, <, |¢(z)| = C’. D'on,
Viz| < p,

|log(1+ z)| < C'|z|.

Nous avons arcsin |z| < C”|x| pour tout |z| < p. Par (6),

[log(1 + 2)| < (C"+ C")]zl.

[l
Lemma 9. Soit p < 1. Il existe ¢ > 0 telle que pour tout |z| < p,
|log(1 4 2) — 2| < |22
Proof. Soit y =log(1+ z) — z. Par Lemme 7 pour n =1,
=131 < 2y = s —tog(1+ ) < 2 pap
On pose ¢ = %. O
Lemma 10. Soit a > 0. La fonction z € D(0,a) — exp z est lipschitzienne.
Proof. Soinent z1, zo € D(0,a). Par Lemme 7 pour n = 0,
&%t — 2| = |et|[e2 7% — 1| < 2eRe(30) |25 — 21| < 27|29 — 2]
O
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d) produit infini

suite de fonctions (1 + %)n

Proposition 9. La suite f,(z) = (1 + %)n : R — R de polynémes converge uniformément sur
tout intervalle [—a, a],a > 0 vers la fonction exponentielle x — exp x.

Preuve. Considérons v, (z) = nlog (1 + £) qui sont bien définies pour tout n > 1/a. Par DLy(0)
pour des fonctions v, et v,1,

z? x?

on 2(n+1)

oniale) — )] = | )+ ota? )| = g ola® )

Cela montre que la série télescopique 370 (v, — vp41) converge normalement sur [—a, a] et ainsi
(vn) converge uniformément sur [—a, a] vers v(x) = x. La fonction exponentielle = — exp z est
lipschitzienne sur [—a, a] donc (expvy,) converge uniformément vers exp x sur [—a, al.

O

le cas complexe.

Proposition 10. La suite f,(z) = (1 + %)n : R — R de polynémes converge uniformément sur
tout D(0,7), r > 0, vers la fonction exponentielle z € C — exp z.

Proof. Les fonctions v,(z) = nlog(1+ £) sont bien définies pour tout n > 1/(2r). Par

Lemma 9, |v,(2) — 2| < %22‘2 D’ot,

2072
[vn+1(2) = vn(2)] = [(n(2) = 2) = (vns1(2) = 2)| < =5~
Cela montre que la série télescopique Y29 (v, (2) —vp41(2)) converge normalement sur D(0, ) et

ainsi (vy,) converge uniformément sur D(0,r) vers v(z) = z. La fonction exponentielle z — exp x
est lipschitzienne sur D(0, ) donc (exp v,) converge uniformément vers exp z sur D(0, 7). O

remarque. On peut se passer du logarithme dans la démonstration grace a I’astuce suivante
pour Vn € N et Vz € D(0,r),

n—1
€ = (L+2)" = |(e)"=1+2)" =" = (1+2)||> "1+ 17"
k=0
3 3
< 1|Z|2 > R+ ) < ZI«ZI2 ne™?(1 4 |2))"
k=0

Mettons 2 := Z dans la majoration,

. n .
car la suite (1 + 5) est croissante vers e
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argument d’Euler. L’objective est de montrer la formule:

+o0 2
. T
Vr € R sinz = a:nlzll <1 - (7rn)2> .

Euler a traité
+o0 (_1>kx2k+1

(2k + 1)

sinx =
k=0

comme un polynoéme infini avec les racines ... — nm,...,0,...nm....
Tout polynéme fini W (z) = Y"}_, arz®, a, # 0, avec les racines a; non-nulles, s’écrit

z

W(2) = an(z — a1)(z — @) - oo - (2 — ) = ag <1_Z> (1_ )

aq 79
donc nous avons la premiere relation de Viete

ap = an(—1)"ayg - ... - .

Une autre relation de Viete donne,

1 1
ap (| — +--+— | = —ai.
a1 (7%

. +o0o k(. 2\k
sinz (—1)"(2*)
z _kzzo (2k +1)!

Pour Euler

2

est un polynéme infini en z? sans racines nulles. On pose y = 22 et définit

oo k, k
(=D"y 1 Loy
Eg)=S ~ 27 1yt — e
() 22 (2k + 1)! 6/ T120Y T

Par Viete,

=

= (mn) 6
car ag = 1.

démonstration de ’argument d’Euler.

Théoréme 1. On a
oo

1 2
PR
n=1

Preuve. Pour tout n € N, on introduit le polynéme W,, défini par

1 Lz 2n+1 Lz 2n+1
= ((1 (1-
W) m(( +2n+1> ( 2n+1>

La suite de polynémes W, (z) converge uniformément vers sin z sur chaque disk (0, ). De plus,
il est facile de trouver toutes les racines de W,,. En effet,

Walz) =0& (1+ 2nL—Zi—1> :g(l B 2nf—1>
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ou £ est une racine d’unité d’ordre 2n + 1, i.e. £ = exp (;’ffl), k € NN [—n,n]. Donc,

1—¢ ¢-1/2 _¢l/2 kr
= (2 1 = (2 e =——>—=(2 1 .
zk=(2n+ 1) 11 (2n+ 1) Y= (2n + 1) tan T
Ainsi,
Wn('z) =Cz H 1— ) (7)
Pl (2n + 1)% tan? (2511>
oll -
C = lim Wal(z) _ W/ (0) = 1.
z—0 z
La formule (7) montre que W"T(Z) dépend seulement de la variable y = z2. On pose
E.(y) =
() =
qui est un polynoéme de degré n. Calculons les coefficients de FE,,
Wa(z) _ 1 2§1 2n+1 kok B szl 2n + 1\ (—1)Fk2F
z 2z k (2n + 1)k k (2n + 1)k
k=0 k=0
B zn: <2n—i— 1) (—1)k2k
P 2k +1) (2n + 1)2k+1°
et
n 2
z
E(y) = 1- Y
el (2n + 1)? tan <2n+1>
N (2 DY (2t v
B £ \2k + 1) (2n + 1)%+1 B 3 )J(2n+1)3
12n(2n —1)
S i Sl o
6 2nr1z U7
Par la formule de Viete,
- 1 12n(2n — 1)
o2 ( kr )\ 6 (2n+1)2 ®
k=1 (2n+1)?tan (m)

On définit une suite de fonctions ex(x) : Ry — Ry par la formule,

(2:5—&-1)2‘53L1n2(2’Wr ) sz € [k’ +OO[

ex(r) = (x—k+1)e,ﬁc) siz€lk—1,k[
0 sixz € [0,k—1]

Toute la fonction e : Ry +— Ry est continue sur R;. L’équation (8) s’écrit

R 12n(2n — 1)
2 =5, e

Comme tanz > x pour z € [0, 5],

km -1 1
= 1 2 2 <
llexlle., (;22(230 +1)7tan <2:n + 1>> ~ (km)?

42




et donc la série ) ex(x) converge normalement sur Ry. Calculons

. 1
L ex(@) = (k)2
Par Corollary 1,
400 +oo 1
xETOO Z Z zkffoo ek (a Z (k)2
k=1 k=1
De Pautre coté,
“+o00 “+o00 “+00
. . ) . 12n(2n—-1) 1
Jm 2 @) = Hn D ot = tn > o) = In 500w ~6

produit infini d’Euler.

Théoreme 2. Pour tout z € C,

e (1 2).

n=1

Proof. Pour tout n € N, nous avons défini les polynémes W,

1 L2 2n+1 L2 2n+1
W, = —[[(1 —(1-
nl(2) 2L<< +2n+1> ( 2n+1>
B Zn: on+1 (_1)kz2k’+1
N L= \2k + 1) (2n + 1)2+1°

On a aussi trouvé une autre répresentation de W, (z),

n 2
Wh(z) ==z H 1-— : . ,
k1 (2n + 1)% tan? <2n11>

La suite de polynomes W, (z) converge uniformément vers sin z sur chaque disk D(0,7). On

Wn( )

préfere travailler avec les polynomes V,,(z) = qui tendent simplement vers la fonction

V(Z):{ sin z SiZ;'éO

z
1 siz=20

Exercice 3. Montrer que la suite de fonctions (V},) tend uniformément vers V' sur chaque disque
D(0, 7).
Fixons z # 0 et considerons les fonctions vy : N* +— C définies par

k 22 .
ve(n) = ITj= (1 - (2n+l)2tan2(2i11)> sin>k
Vo(2) sin<k

On va montrer que Les fonctions v, sont uniformément bornées,

Vk € N* ||'UkHN* <M.
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Pour tout n,7 € N* on a

(2n + 1) tan <2ﬁ71 1) > (jr)?

et Vo > —1, log(1 + z) < z. Donc, par I'inégalité triangulaire,

k k k
K& K& ||
lug(n)| < (1 + — = exp log (14 — < exp :
= Gy 2 (2 2 iy
= = =
+oo
< exp | |2 272 <exp(2|z|*) =M
i=1

Pour montrer que la suite de fonctions (vg) converge uniformément on va établir la convergence

normale de la série télescopique )~ (vx — vg—1) sur N*.
En effet, si n < k alors
vk () — vp—1(n)| = 0.

Pour n > k,

2|2
[l — vp—1|ln>k = sup |Jvg—1 [
€=

n>k (2n 4 1)2 tan? ( 575

M|z
|[vk—1]Ine < TRz

|2

= k272

et 3125 ||k — vg—1]|n+ < +o0. On applique Corollary 1 pour A = N*, (v;) et a = 400,

sin z .
= Lm Val)
= i i = 1 li
m Jim vp(n) = lim T vy (n)
k 2 +oo 2
V4 V4
= lim l1-—— )= 1 — —
Mooj:l( <jvr>2> 13( (jﬂ?)
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7. méthode de Feynman.

Sil=[a,bl oua,beR, et f: I+ Rbornée, on pose [; f(t)dt = f; f(t)dt. Dans Théoréme 1, I
n’est pas nécessairement borné ou fermé. Une fonction bornée f : I — R est Riemann intégrable
ou simplement intégrable si I'intégrale [, |f(t)|dt existe et est finie.

Théoréme 1 (Version générale). Soit I, J deux intervalles de R. Supposons que f: 1 x J+— R
satisfait les conditions suivantes:

. [existence] t € J — f(z,t) est continue sauf pour peut étre un nombre fini de points et
JIf (2, t)|dt < 400 pour tout x € I. La fonction F(x) = [, f(x,t)dt : I — R est donc bien
définie.

2. [dérivabilité] Pour tout t € J sauf pour peut-étre un nombre fini de points, la dérivée

% existe et est continue en t pour tout x € I,

3. [domination] [l eziste une fonction intégrable © : J — R qui domine uniformément
‘%‘ < O(t) pour tout x € I et t € J.

Alors I est une fonction de classe C' et pour tout x € I,

] = [ 2

exemple 1.

Calculer l'intégrale

1,42
- —1
I :—/ dt.
0 Int

L’idée est d’introduire un parametre x a la place de 2. Cela permet d’appliquer Théoreme 1
& une fonction f(z,t) = L=t & deux variables (z,t) € [0,2] x (0,1). On va vérifier les hypotheses
de Théoreme 1.
existence. t €|0,1[— tn—_l est continue pour tout z € [0,2]. Soit x > 0. La fonction f(x,t)
n’est pas définie pour t =0et t = 1.

Puisque, t* = 1+ xInt 4+ o(xInt) pour ¢t proche de 1 et Int — —oo lorsque t tend vers 0,
lim; 1 f(z,t) =1 et limy_o f(x,t) = 0. On prolonge f(x,t) par continuité sur [0, 1] en posant
f(xz,0) =0et f(z,1) = 1. Pour z = 0, f(0,¢t) = 0 pour tout ¢ €]0,1[. On met f(0,0) =0 et
f£(0,1) = 0. Observons que la fonction de deux variable f(x,t) n’est pas continue sur le rectangle
fermé [0,2] x [0,1] car f(x,t) n’est pas continue au point (0, 1). Par contre, f(z,t) est continue
sur }0 2] x [0 1]. Dans tous les cas, t €]0,1[— =1 est intégrable pour tout x € [0,2] et donc

fo x,t)dt est bien définie sur [0, 2].

dérivabilité. Calculons

0 t*—1 1 0 1 0 1
R = oxint _ t*1nt) =
Or Int  Intox lntame lnt( nt)

La dérivée partielle a%f(w, t) est bien définie et continue pour tout (x,t) € [0,2] x [0,1]\{(0,0)}.
Posons O(t) = 1 pour tout ¢ € [0, 1].
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domination. Clairement,

0tr—1
Oz Int ‘ b= o)

et [ O(t)dt = 1.

Toutes les hypotheses du Théoreme 1 sont satisfaites. D’ou

d 1 1 1 ot —1 1 tx+1
Fl(z) = / dt= | — dt :/ t*dt =
dr Jo Int o Or Int 0 x+1

! 1

0:x+1

et par intégration
2
F(2)—-F(0) = / F'(z)dz =In3 —1In1=1In3.
0
Puisque, F'(0) = 0, on obtient F'(2) = I; =1n3.

exemple 2.

Calculer I'intégrale

L’idée est d’introduire un parametre = en utilisant le facteur e~**, pour tout > 0. On pose

f(x,t) = Ste=2t of
*sint _,,
F(x) = / ——e 'dt.
0 t

¢
Observons que pour z = 0, intégrale [ |f(0,¢)|dt = co mais pour tout = > 0 |f(z,t)[e”" est
intégrable car |sint| < |¢].

On fixe a > 0 et on considere x > a. Puisque |sint| <1,

;)f(x,t) = |sinte ™| < e := O(1),
xz
et [y° O(t)dt < oo. D’ou

Fl(x) = / " (sin) e-trdp = € (costrasin) <1

0 1 +$2 0 1 +IIT2.
Nous avons que lim,_,o, F'(z) = 0. Alors,
Fla) = Floo) - Fl@) == [ 1 tanaf = 7 4 arct &)
— F(a) = F(o0) — F(a) = — —— _ = —arctanz|° = —= + arctana.
W 14a2 0 2

On va montrer que lim,—o F'(a) = 0. Puisque [;* S2¢dt converge, N(y) = fyoo st tend vers
0 lorsque y — oo. Pour tout M,a > 0
0 00 7a€—att _ e—at
+ / cost ——————dt

@ gint 00 e—at 6—at
/ e dt = / (—cost) dt = —cost 5
Mot M t M M t

—aM [e'e) —at\/ [e'e) —at
= cosM € + cost (™) dt—/ cost e—th.
M v ¢ v t

Puisque pour tout ¢ > 0, |[cos M| <1 et e ™ <1,

o0 e'] —at\/ 0
/ gl < 1+/ (e )dt+/ a
Mot M Jy ot m 2
< 24 /Oo( —ty dt
< —+ = e
M ' M)y
3
< 4 (2)



On pose M = 1/y/a dans (2). Par TAF,

Fa@-FO < [T st - fo0k+| [ e - .0
Va

/\F sup |=— —|—/ f£(0,t)at
z€(0,a] ﬁ

/\F sup |(sint)e *|dt + 3v/a + N(1/v/a)

z€[0,a]
< 4Va+N(1/va)
qui montre que F'(a) — F(0). L'inégalité (1) donne F(0) = I = 7.

IN

’ (CL, ]:)dt
1
7

(x,t)' dt +

IN

exemple 3.

Calculer 'intégrale

™2 tdt
Ig ::/ .
o tant
En intégrant par partie,

71'/2 t t 71'/2 77/2 71'/2
I3 = / (?OS dt = / t(lnsint) dt = t1n sinﬂg/2 - / Insintdt = —/ Insint dt
0 sint 0 0 0

on obtient une intégrale ”classique” qu’on calcule en premiere année d’analyse complexe par le
théoreme des résidus. La question d’introduction d’un parameétre a l'intégrale I3 n’est pas si
triviale. On propose

F(x) =

)

/”/2 arctan(z tant) dt
0

tant
Is = F(1). L’intégrale I3 est impropre en 0. Contrairement a l'exemple 2, f(z,t) est positive
pour tout x € [0,1]. De plus, f(0,¢) = 0. On calcule I’équivalente de f(z,t) en 0,

flx,t) ~at/t = x,

donc f(z,t) se prolonge par continuité en (z,0) par f(x,0) = z. On pose f(z,7/2) = 0. Alors,
f(z,t) est positive et continue sur [0, 1]x[0, 7 /2], donc pour tout = € [0, 1], 77/2 |f(z,t)dt < +o0.
Calculons

0 tant 1 1
%f(a:,t) T 1+ (ztant)? tant T 1+ (xtant)?’
Alors,
0
&vf(x t)’ 1:=0O(t)
et [y "2Q(t) = = /2. On applique Théoréme 1,

w/2
F,(ZI;) :/ L’
o 1+ (xtant)?

et on change de variable, s = ztant, ds = z(1 + (tant)?)dt = 9521452 dt,

F,(x>_/"° xds o /°° ds /°° ds oz (171>_
Jo (@24 82)(14s2) 1—a22\Jy 22+s2 Jy 1+s2) 1—22\2z 2/

D’ou

oS

1
T dx T
I3=F(1) - F(0) = — =—1In2.
3 (1) (0) 2/0 1+ 2n
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Université Paris-Saclay OLMA201 Examen Partiel 25 Octobre 2023

Les réponses aux questions doivent étre précisément justifiées. Les documents et calculatrices
sont interdits, les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.
Baréme indicatif: 22pts + Bonus 3pts

Durée 2 heures

Exercice 1. [Vrai ou Faux] (4pts)
Dire pour chacune des propriétés suivantes si elle est vraie ou fausse. La prouver dans le premier
cas, donner un contre-exemple dans le second cas.

. 1 . .
1. Si g uy, converge, alors g — est nécessairement divergente?
Unp,
n>1 n>1

2. Si limy— 400 uy, = 0 alors la série E est nécessairement convergente?

Up

Vn
n>1
est-elle convergente, absolu-

3. La série > ., uy avec le terme général u, =

ment convergente?
Indication: Pour étudier la convergence, soit utiliser la méthode DL, soit étudier la con-

vergence de ), <o (un - (_T?n>.

Exercice 2. [Séries numériques| (5pts)

1. Etudier la convergence de la série ) -, u, de terme général (n > 1):

_ (e () _ ()" (1 +sing)
(a)un—T (b) up = e~ ™% (), = ——

2
. n .. . .
2. Montrer que la série E In <21> est convergente. En utilisant une représentation
n [R—
n>2

7 . 7 / 2 Y .
télescopique du terme général In (%) = Up—1 — Upn, ou (v,) est une suite que l'on

déterminera, calculer sa somme.

Exercice 3. [Suites de fonctions| (6pts)
On considere la suite de fonctions linéaires par morceaux (fp)nen+, fn : Ry — R, définie par

n3(x —n?) siz € [n? 2n?
fn(z) = n=3(3n% —x) six € [2n?, 3n?
0 si Ry \ [n?,3n?]

1. Tracer le graphe de f,(z) pour n =1 et n = 2.
2. Montrer que f, est continue sur R} pour tout n € N*.

3. Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R, vers la fonction qu’'on
précisera.

4. Calculer || fu||r, = supger, |fn(x)]. Lasuite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément
sur R.7?

5. Avons-nous égalité limn_s 400 fi7 fo(2)dz = [7 limy oo fo(z)dz ?

Exercice 4. [Séries de fonctions] (7pts)
e—nx
n? -

On considere la suite de fonctions (f,,)n>1 définie par f,, : z € [0, +o0[—

w2 +oo 1
On admet que G =) /7 -5

positive.

. Rappel: la fonction x € R — €% est strictement croissante et
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—_

7.
8.

. La série ), 4

Montrer que la série de fonctions ), -, fn converge normalement sur [0, +oo].

— \too

. Pour tout x € [0,400[ on pose f(x) => "7 fu(x). Calculer lim, ,o+ f(x).

Soit @ > 0. Montrer que la série > -, f, de la dérivée terme-a-terme de f converge
normalement sur [a, +00].

En déduire que f est de classe C! sur |0, +o00] et que pour tout 2 €]0, +oc[ on a

too e~ T
fwy==-> —
n=1

€ converge-t-elle normalement sur [0, +oco[?

Montrer que si z €]0, L[ alors
n g n

€k >€_1k§::

1

x| =

()] >

k=1
En déduire lim,_,o+ f/(z).
En utilisant le théoréeme d’accroissements finis, montrer que f n’est pas dérivable en 0.

La série ) -4 f), converge-t-elle uniformément sur [0, 4o0[?

Exercice 5 (Bonus). (3pts)

e—nT

On reprend Exercice 4. Trouver I'équivalent de f'(z) = =3, o, &— en 0.

n

Indication: Montrer que f est de classe C? sur ]0, +-oc[ et pour tout = > 0,
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Les réponses aux questions doivent étre précisément justifiées. Les documents et calculatrices
sont interdits, les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Baréeme indicatif: 204+3=44+8-+8-+3.

Durée 2 heures

Exercice 1. [Questions de cours] (4 pts)

1.

2.

3.

4.

n2

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) | =

(="

n

Soit Y >, u,z™ une série entiere de rayon de convergence R = 1. > uy, est-elle

nécessairement convergente?

Calculer les deux dérivées partielles de f(z,y) = sin(1 — 2% + y?).

La fonction f(z,t) = o A (x,t) # (0,0), et f(0,0) =1, est-elle continue en (0,0) 7

T2 4t2

Exercice 2. [Calcul d’Euler] (8 pts)
Introduction: Fuler dans ses eﬁorts pour résoudre le probleme de Basel a voulu "accélérer” la

convergence de la série S

et n2 Son objectif a été didentifier sa valeur numérique.

Considérons la série entiere S(z) =3 -, .

1.

2.

Justifier que S(z) est une fonction de classe C* sur | — 1, 1].

Montrer que pour tout z €] — 1, 1],

+oo  n
zS'(x) = A —In(1 —2)
n=1 n
, . “+o00
En déduire que In2 = ) " n%

. Montrer que S(z) est continue sur [0, 1].

On considere la fonction g définie sur I'intervalle |0, 1[ par
g(z) =In(z)In(l —2) 4+ S(1 —x) + S(z).

Montrer que lim, o+ g(z) = S(1).

. En calculant la dérivée de g pour tout x €]0, 1], montrer que g est une fonction constante

égale a S(1) pour tout = € [0, 1].

. En calculant g(1) montrer que

<1 S T -
ZEZ<Z@> +22n22n~

n=1 n=1

Exercice 3. [Intégrale a paramétre] (Spts)

On considere la fonction F'(z fo Sk n(t+1)dt. On s’intéresse a la valeur F(z) proche
de 0 et a I’étude de la fOIlCthD F

1+t
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1. Montrer que F est bien définie et continue sur R. Montrer que F' est positive et calculer
F(0). Indication: on peut faire le changement de variable s = In(1 +t).

2. Montrer que F' est dérivable sur R et exprimer F”(x) sous forme d’une intégrale a parametre
(formuler précisément le théoreme du cours qu’on utilisera). En déduire que F est crois-
sante sur R.

3. L’approximation du premier ordre de F'(x) en 0 est: F(0) + 2F”(0). L’expliciter.

4. En intégrant par parties, montrer que pour tout z € R, 2F"(z) = €**In2 — fol e(ttfl)x dt

e(t+1)z

t dt<6—e

5. Montrer que pour tout z > 0, 0 < fo

6. En déduire, un encadrement de zF'(x). Calculer lim,_, ., xe 2*F'(x).

Partie Bonus (3pts)
7. Calculer lim, 1o e *F(z) et lim,_, 4 e_QzF(m).

8. Montrer que F(z) est équivalent & In2 [, < € ds en +o0.



