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TD I — Révisions I

1 Topologie des espaces vectoriels normés

Exercice 1.1 (NORMES). Pour z € R", on note

1<i<n

n
lzlly =)zl 5 lallz=
i=1

1. Tout d’abord, ces trois fonctions sont a valeurs positives. Ensuite, on a pour tout ¢ € R,

n
Y a2 [|ofle = max [u].
=1

n
[tzlly = [tai] = tl|z[h
=1

n

ltzllz = | D 27 = [tl]|z]2
i=1

[t = max [ta;] = [¢]]|z]|oo-

1<i<n

Enfin, il faut vérifier I'inégalité triangulaire. Pour la premiére norme, cela découle de I'inégalité
triangulaire pour la valeur absolue : |z; 4 ;| < |z;| + [y;]. En effet, on a alors

n
lz +ylli = lzi + yil
i=1

n
<Y lwil + il
i=1

n n

= Z || + Z |yl
=1 =1

= llzlly + llyllx-

Pour la troisieme norme, on a pour tout 1 <7< non a

x| + |yl
1Z]loo + Y loo

|z + ys| < |
<

2. Soit t € R, on a

|z + tyl|3 = (z + ty, = + ty)
= (w,7) + 2(ty, =) + (ty,ty)
= ||=|13 + 2t(z, y) + [|yl3.



Par positivité du produit scalaire, ||z + ty||?> est toujours positif. Donc, le trindme apparaissant &
la derniere ligne a au plus une racine réelle, ce qui signifie que son déterminant est négatif. Or, ce
déterminant est égal a

A =4z, y)* = 4l|=[I3[ly]13-
Ainsi,
(z,9)? < llz|3]yll3
et le résultat suit.

3. Soit ig tel que ||z]|oo = |T4,|. Alors,

[2]loo = |24 ]

n
<2 lai
=1
n
< Z ‘xio‘
i=1

= nllzlle
et donc ||z]|so < ||z]]1 < ||2|loo- De méme,

1% = lio|?

et donc [|z]se < [|2]l2 < v72l|Z|oo-

Exercice 1.2 (TOPOLOGIE DES BOULES). 1. Soit x € R" et » > 0. Siy € B(x,r), alors ||z — y|| < r.
Donc, € =7 — ||z — y|| > 0. Soit z € B(y,€). On a alors

|z =z =llz—y+y—=
<z =yl + lly — 2|l
<|lz =yl +e
=z =yl +7—[lz =yl
=
Ainsi, z € B(x,r) et nous avons donc montré que B(y, €) C B(xz,r). Autrement dit, pour tout point de

B(x,r), il existe une boule ouverte centrée sur ce point et contenue dans B(x,r), ce qui est exactement
dire que B(x,r) est ouverte.

2. Soit x € R" et r > 0. Nous devons montrer que le complémentaire de By(x,r) dans R est un ouvert.
Soit donc y ¢ B(x,r). Alors, || —y|| > r, donc € = ||z — y|| —r > 0. Soit z € B(y,¢). On a alors

[ =2l = llz —y+y -z
2 [lz =yl = lly — 2|
> [l =yl —e

= [z =yl = (lz =yl =)
=7



Ainsi, z ¢ By(x,r) et nous avons donc montré que B(y,e) C R™\ B¢(z,r). Autrement dit, pour tout
point du complémentaire de By(x,r), il existe une boule ouverte centrée sur ce point et contenu dans
le complémentaire de By(x,7), ce qui est exactement dire que ce complémentaire est ouvert, et donc
que By(x,r) est fermée.

3. Soit y ¢ F. Alors, comme F est fermé, son complémentaire est ouvert donc il existe € > 0 tel que
B(y,e) C R™\ F. En particulier, considérons le point

€
syt ().
2z — ]

D’une part,
€
=l = <x—y>H
2[|x —y||
_ €
2
< g,
donc z € B(y,e) C R™\ F. D’autre part,
o — 2| < >H
r—z|=|lr—y— @ —y
2|z -yl
€
- 1) e~y
< 2[|z —y|
—|lz —yl| — =
-

Mais comme z € B(y,e) CR"\ F, z ¢ B(x,r), donc ||x — z|| > r. Ainsi,

r< |z - 2|
|z —y| — =
= €T — _ =
L

<z —yll.

Nous avons donc montré que y ¢ By(x,r). Autrement dit, By(x,r) C F.

4. L’adhérence d’une partie est le plus petit fermé qui la contient. Or, nous venons de prouver deux
choses :

e By(x,r) est un fermé contenant B(x,r) ;

e Tout fermé contenant B(x,r) contient By(x,r).

Ainsi, By(x,r) est 'adhérence de B(z,r).

Exercice 1.3 (CARACTERISATION SEQUENTIELLE DES FERMES % ). Supposons F' fermée et soit (zx)gen
une suite d’éléments de F' qui converge vers une limite z. Supposons par I’absurde que = ¢ F. Par définition
d’un fermé, R™ \ F' est ouvert, donc il existe ¢ > 0 tel que B(z,e¢) C R™\ F. En particulier, on a pour tout
k € N que x, ¢ B(x,€). Mais ceci contredit la définition de la limite d’une suite. Ainsi, z € F.

Réciproquement, supposons que toute suite de F' qui converge a sa limite dans F'. Si F' n’était pas
fermé, alors son complémentaire ne serait pas ouvert. Donc, il existerait y ¢ F tel que pour tout € > 0,
B(y,e)NF # (. En particulier, pour tout k € N, on pourrait trouver un élément 2, € F'N B(y,1/k). Alors,
(zk)ren serait une suite d’éléments de F' qui par construction convergerait vers y ¢ F', une contradiction.
Ainsi, F' est fermée.



Exercice 1.4 (BORD ). Pour une partie A de R"™, on définit le bord de A (aussi appelé frontiére de A)
comme

0A=1A\ A

1. 1l suffit de montrer que R™ \ A=Rnr \ A. Pour ce faire, considérons un point x qui n’est pas dans
lintérieur de A. Pour tout n € N, la boule B(x,1/n) n’est pas contenue dans A, donc elle contient au
moins un point x,, € R™\ A. Par construction x,, — x, ce qui montre que z € R* \ A. Réciproquement,
soit x € R™\ A et soit (x,)nen une suite d’éléments de R™ \ A qui converge vers x. Pour € > 0, il
existe N tel que pour tout n > N, x,, € B(x,¢). Par conséquent, la boule B(x,€) n’est pas contenue
dans A. Ainsi, A ne contient aucune boule centrée en x, ce qui signifie que x n’est pas dans l'intérieur

de A.

2. Posons B = R"™\ A le complémentaire de A. D’apres la question précédente, on a

I
!

0B N(R"\ B
R2\ A)N
N(R™\ A
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|

—

I
|
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3. Si A est fermé, alors 0A = A\A C A. Réciproquement, si 0A C A, nous allons utiliser la caractérisation
séquentielle des fermés pour montrer que A est fermé. Soit donc (zy,)nen une suite d’éléments de A
qui converge vers une limite x € R™. Par définition, z € A. Si z € fol, alors x € A. Autrement,
re A\ A=0AC A. Ainsi, dans tous les cas, x € A, ce qui montre que A est fermé.

4. Par définition, A est ouvert si et seulement si son complémentaire est fermé. Or R™ \ A est fermé si
et seulement s’il contient sa frontiere d’apres la question précédente. Comme le frontiere de R™ \ A
est égale a la frontiere de A, on conclut que A est ouvert si et seulement si A C R™ \ A, ce qui est
exactement dire que AN O0A = 0.

Exercice 1.5 (PARTIE DEFINIE PAR DES INEGALITES % ). Soit U un ouvert de R" et soient hy,--- ,hy :
u — R des fonctions continues. On considere ’ensemble

D ={zecU]|hi(x) <0 pour tout 1 <i < p}.

1. On peut par exemple utiliser la caractérisation séquentielle des fermés. Soit (zy,)nen une suite de D
qui converge vers un certain x € U. Pour tout 1 < i < p, on a par continuité de h; que h;(x,) — hi(z),
et donc que h;(x) < 0. Ainsi, z € D, ce qui conclut.

2. Soit x tel que h;(x) < 0 pour tout 1 < i < p. Par continuité de h;, il existe d; > 0 tel que pour tout
Yy e B(:U, (51),
|hi())|
5
ce qui implique que h;(y) < 0. Ainsi, en posant 6 = min;J;, on a h;(y) < 0 pour tout 1 < ¢ < p
et y € B(x,d). Pour conclure, rappelons-nous que U est ouvert, donc qu'’il existe r > 0 tel que
B(z,r) C U. Alors, en posant ' = min(r,d), on a que B(x,r') C D', ce qu’il fallait démontrer.

|hi(y) — hi(x)] <

Soit « € U, montrer qu'il existe 1 < ¢ < p vérifiant h;(z) = 0.

3. Supposons au contraire que h;(x) < 0 pour tout 1 < i < p. D’apres la question précédente, on a alors
x € D'. Comme ce dernier est ouvert et contenu dans D, il est contenu dans l'intérieur de D. Par
conséquent, il est disjoint du bord de D. Autrement dit, x ¢ 0D.



4. Considérons la fonction h : R™ — R définie par h(z) = —||z||. Dans ce cas, D = R" est ouvert, donc
égal a son intérieur. Toutefois,

D' =R"\ {0} £ R".

Exercice 1.6 (NORMES SUR LES ESPACES DE MATRICES). On fixe un entier n € N et on définit sur M, (R)

la quantité suivante :
Ni(M) = sup || Mal.

[[zf|=1

1. Par définition N est une fonction a valeurs positives. De plus, si N1(M) = 0, alors ||Mz|| = 0 et donc
Mz = 0 pour tout x € R” tel que ||z|| = 1. Si x € R" est non nul, on a alors

HmHMH H =0

et donc M = 0. Si A € R, on a pour tout z tel que ||z|| =1
[AM)z|| = [IM(Mz)[| = [Al[| M z]],
donc Ny (AM) = |[A|Ny(M). Etant données deux matrices M et M, on a pour tout z tel que |z|| = 1,
1M+ Mz|| < ([ M| + | M'z]| < Ni(M) + N (M),
d’ott Ny(M + M') < N1(M) + Ny (M').

2. Si x =0, I'inégalité est une égalité. Sinon, ona

[ Mzl = ]

X
'MMH < 2|V (a0).

3. Le coefficient (i,i) de la matrice M*M est égal &

(M*M);; = Zn: M")ipMy; = Z

k=1
Ainsi,

ZZ i =12

i=1 k=1

Exercice 1.7 (FORMES LINEAIRE). Soit f:R" — R une forme linéaire.

1. Soit (e;)1<i<n la base canonique. Alors, si x € R™, on peut le décomposer sur la base canonique :

n
r = E T;€;
=1

=> zif(es)
=1

et 'on a alors par linéarité de f



Si on pose, pour 1 < i < n, v; = f(e;) et qu'on définit un vecteur

n

vy = E Vi€,

=1

alors on a

n
flx) = Z Tiv;
i=1
= <vfa .’E>
2. Si wy est un autre vecteur vérifiant la méme propriété, alors pour tout x € R" on a

(vf —wy,x) = (vf,z) — (wy, T)
= f(z) - f(2)
=0.

Les propriétés du produit scalaire impliquent alors que vy — wy = 0, c’est-a-dire que vy = wy. Ainsi,
le vecteur vy est bien unique.

2 Continuité

Exercice 2.1 (POUR SE FAIRE LA MAIN). Pour chacune des fonctions suivantes, donner son ensemble de
définition et dire en quels points elle est continue.

1. La fonction fi est définie sur {(z,y) € R? | z +y > 0}. Sur cet ensemble, elle est continue comme
composée de fonctions continues.

2. La fonction f, est définie sur le plan R? privé des droites d’équation = + y = 2km pour k € Z. Sur cet
ensemble, elle est continue comme composée de fonctions continues.

3. La fonction f3 est définie sur R?. Elle est de plus continue en tout point (z,y) # (0,0) comme
composée de fonctions continues. Pour étudier la continuité en (0,0), il nous faut calculer la limite
correspondante ou montrer qu’elle n’existe pas. Or, on voit que

donc f3(z,y) ne tend pas vers 0 quand (z,y) tend vers 0, ce qui signifie que f n’est pas continue en
(0,0).

4. La fonction f; est définie sur R?. Elle est de plus continue en tout point (z,y) # (0,0) comme
composée de fonctions continues. Pour étudier la continuité en (0,0), il nous faut calculer la limite
correspondante ou montrer qu’elle n’existe pas. Pour cela, le plus simple est de 'passer en coordonnées
polaires’, c’est-a-dire d’écrire z = pcos(f) et y = psin(f). On a alors

fa(z,y) = f(pcos(0), psin(6))
~ p3cos()?sin(0)
= p2
= pcos(0)? sin(h).

Quand (z,y) — 0, p — 0 et comme |cos(#)?sin(f)| < 1, on a bien alors f(z,y) — 0. Ainsi, f est
également continue en (0,0).



Exercice 2.2 (CARACTERISATIONS DE LA CONTINUITE % ). 1. On procede par implications successives.

i)=ii) Soit U un ouvert de R™ et € f~1(U). Par définition, f(x) € U, donc il existe € > 0 tel que
B(f(x),e) C U. Alors, par définition de la continuité, il existe § > 0 tel que ||y — z|| < § implique
| f(y) — f(x)]| < e. Autrement dit, pour tout y € B(x,0), f(y) € B(f(x),e) C U. Ceci signifie
que B(x,8) € f~Y(U). Ainsi, nous avons montré que pour tout point de f~(U), il existe une
boule ouvert centrée en ce point et contenue dans f~(U), ce qui est la définition d’un ouvert.

ii)iii) Soit F' un fermé de R™. Alors, son complémentaire R™ \ F est ouvert, donc f~1(R™ \ F) est
ouvert. Or,

FHRM\F) =R\ f7H(F),

donc f~HF) =R"\ (R"\ f~1(F)) est fermé puisque son complémentaire est ouvert.

iii)=1) Soit # € R™ et ¢ > 0. On pose U = B(f(x),¢), qui est un ouvert de R™. Alors, f~1(U) est
ouvert, donc il existe § > 0 tel que B(x,8) C f~Y(U). Autrement dit, si ||y — z|| < 6, alors
y € f~YU), donc f(y) € U = B(f(z),€), ce qui signifie que ||f(y) — f(z)| < e.

2. Comme f est une application linéaire sur R", elle est continue. Comme de plus le singleton {0} est
fermé, sa préimage par f est fermée. Ainsi, le noyau de f est fermé.

Exercice 2.3 (INVERSION DE MATRICES). Soit n un entier.

1. Le déterminant est un polyndme en les coordonnées, donc une application continue.
2. On a GL,(R) = det ' (R*). Comme R* est ouvert et det continue, on conclut que GL,(R) est ouvert.

3. On sait que pour A € GL,(R),

1
At = Com(A)?,
det(A) (4)
ou Com(A) désigne la comatrice de A. Or, les coefficients de la comatrices sont des déterminants
extraits, donc des polynomes en les coefficients de A. Ainsi, ce sont des fonctions continue. Par

produit, on conclut que A — A~! est une fonction continue.

4. La réciproque de cette fonction est elle-méme, qui est continue, c¢’est donc un homéomorphisme.

Exercice 2.4 (MATRICES DE TRACE NULLE). 1. En note (Ay);; le coefficient (i,j) de Ag, on a que
(Ak;)lj — Aij, donc

i=1

n

_ I 3y
2 (Aes
i=1

=l Ak)ii

= lim Tr(A)

k——+o0

= lim O
k——+o0

=0.

2. D’apres ce qui précede et la caractérisation séquentielle des fermés, on en déduit que M,,(R)g est un
fermé.

3. La trace est une application linéaire, donc son noyau est un fermé. Or, ker(Tr) = M, (R)o, d’ou le
résultat.



3 Compacité

Exercice 3.1 (CARACTERISATION DE LA COMPACITE ). Le but de cet exercice est de démontrer que les
compacts de R™ sont les parties fermées et bornées.

1. Soit K C R™ un compact.

(a) On utilise la caractérisation séquentielle. Soit (zx)ren une suite d’éléments de K qui converge
vers un certain x € R™. Par compacité, il existe une sous-suite (f%(k))keN qui converge vers un
élément ¢ € K. Mais on a gy — x, donc x = ¢ € K. Ainsi, K est fermé.

(b) Par compacité, il existe une sous-suite (z4())ken qui converge vers un élément £ € K. Mais alors,
|z ll = [I€]], ce qui contredit [zl — +o0o. Ainsi, K est borné.

2. On considére maintenant une partie F© C R™ fermée et bornée. Soit (xj)ren une suite d’éléments de
F.

(a) Parce que K est bornée, la suite (xp(1))ren est bornée. Or, c’est une suite de réels, donc par le
THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS il existe une sous-suite qui converge.

(b) 1l suffit d’appliquer le méme raisonnement qu’a la question précédente & la suite (2, (1) (2))ren-
(c) En procédant par récurrence, on construit des sous-suites (T, o...op,,(k)())ken Pour tout 1 <
m < n qui chacune convergent vers une limite £,,,. Posons maintenant ¢ = ¢1 0 --- o ¢,. Alors,
pour tout 1 < m < n, (T4m) (Mm))ren est extraite de la sous-suite précédente, donc converge vers

Ly Autrement dit, xgp) — (b1, ,€p). Comme K est fermé, cette limite est dans K, ce qui
conclut.

3. Un projecteur orthogonal est une application linéaire qui vérifie P = P* et P = P?. En utilisant des
suites, on voit facilement que cet ensemble est fermé. De plus, la norme d’un projecteur orthogonal
est toujours égale a 1, donc cet ensemble est égalemetn borné. Ainsi, les projecteurs orthogonaux de
R™ forment bien un compact.

4. Dans R?, soit Py la projection sur I'axe des abscisses parallelement & la droite d’angle 6. L’image
de (0,1) par Py est (—tan(6)~1,0) donc ||Py|| > tan(f)~!. Autrement dit, ’ensemble des projecteurs
n’est pas borné.

Exercice 3.2 (FONCTIONS TENDANT VERS L'INFINI % ). On dit qu’une fonction f : R — R tend vers
Pinfini si
llz]| =00

Nous allons montrer qu’une fonction tendant vers I'infini admet toujours un minimum global.
1. Cela s’écrit de la facon suivante : pour tout C' € R, il existe R > 0 tel que si ||z| > R, alors f(z) > C.
2. Il suffit d’appliquer la question précédente avec C' = f(0).

3. D’apres la question précédente, il existe r > 0 tel que f(z) > f(0) des que ||z|| > R. Comme la boule
fermée By (0, R) est compacte et que f est continue, elle y admet un minimum (d’apres le THEOREME
DES BORNES ATTEINTES) que nous noterons m. Alors, on a m < M et pour tout z € U,

e Si||z]| < R, alors f(x) > m par définition d’un minimum ;

e Si||z|| > R, alors f(x) > m par définition de R.

Ainsi, m est bien un minimum global de f.



4 Optimisation a une variable

Exercice 4.1 (LA FORMULE DE WILSON). L’un des problemes fondamentaux pour les services logistiques
d’entreprises est celui de la gestion des commandes et des stocks. Concretement, imaginons qu’une entreprise
commande tous les T jours des matériaux dont elle utilise ensuite une quantité k chaque jour. Ceci représente
un double coup : celui de 'achat des matériaux et celui de leur stockage. L’objectif est de choisir T pour
minimiser le cotit total.

1. Le cotit de stockage au n-ieme jour apres la commande est csk(T — n), donc le cout total de stockage

est
" T(T -1
Z csk(T —n) = csk(z).
n=1

Le temps total de stockage étant de T'— 1 jour, on obtient un cotit par unité de temps égal a

cskT
5
2. On a LT
Cs cy
T e
C(T) 5 T

Cette fonction ne s’annule qu’une fois, en

2¢y
T, =4/ —
V ke

et le tableau de variations ci-dessous indique qu’elle y atteint un minimum global.

4. Puisqu’on va utiliser une quantité k de matériau par jour, on doit commander
2kc

Q=kT, =/ L.
Cs

Exercice 4.2 (ETUDIER PLUS POUR REUSSIR PLUS). Vous planifiez vos révisions pour deux examens E; et
FEs>. Les deux ont le méme coefficient, mais vous étes meilleur dans la matiere de E; que dans celle de FEs.
Concretement, vous estimez qu’en fonction du temps ¢ passé a travailler, votre note sur 100 a chacun des
examens sera

Ni(t1) =20 +20vt; & Na(ta) = —80 + 3to.

Vous disposez de 60 heures de révisions, a répartir entre le temps ¢; passé a préparer E; et le temps t9 passé
a préparer Fo.



1. Pour que ces expressions aient un sens, il faut qu’elles soient comprises entre 0 et 100. Pour la premiere,
on remarque que Ni(¢) > 0 pour tout ¢ > 0, et que Ny(t) < 100 si et seulement si ¢ < 16. Quant a la
seconde, Na(t) sera positive si et seulement si ¢t > 80/3 et inférieure a 100 si et seulement si ¢ < 60.

2. Comme on a ty = 60 — t1, on peut se ramener a un probleme d’optimisation a une variable : il s’agira
de maximiser la fonction

3
N:t€R+»—>10+10ﬁ—40+§(60—t).

Pour ce faire, on dérive NV, ce qui donne

SU,
~
N

Cette quantité s’annule une seule fois sur Ry, pour t = 100/9. On peut donc tracer le tableau de
variations.

N(t) / \

60 —00

On observe ainsi que la fonction N a un maximum global sur Ry. Les valeurs correspondantes du
probleme initial sont t; = 100/9 < 16 et to = 60 — 100/9 > 80/3. Ainsi, ces valeurs font sens. Nous
avons donc trouvé la moyenne maximale que nous pouvons obtenir, et qui sera

100 3100

N@) =604 00 _ 3100
() =60+ —= — 55~ =60+

2
020
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