TD4 : Magnétostatique

4.1 Introduction

En magnétostatique, les équations locales deviennent
divB =0
rotB = o j

soit, dans leurs versions intégrales

/ B.dd =
S

§1§ B.dl = tolc(courant enlacé)
c

Le potentiel vecteur A est lié au champ magnétique par la relation B = rotA, le vecteur
potentiel étant, par ailleurs, a flux Conservat1f d1VA = 0 (jauge de Coulomb). On déduit

ainsi I’équation vectorielle de Poisson AA = — Ho ] soit
](P ><PM yoyglﬁxm
B At =-"— O ———
(M //  4m C PM3

4.2 Solénoide fini

Soit un solénoide de longueur L, constitué de N spires jointives identiques de rayon
R parcourues par un courant I. On note n le nombre de spires par unité de longueur.
Lorigine O est choisie au centre de la bobine et I'axe de la bobine est Oz.

1. Quelle est la direction du champ magnétique B en tout point de l'axe de la
bobine ?

Les plans (xMz) et (yMz) sont tous deux plans d’antisymétrie de la distribution de courant :
le champ magnétique pour tout point M appartenant a I'axe Oz est compris dans chacun de
ces plans soit B(Me Oz) || .

2. On se place cette fois en un point quelconque, qui ne se trouve pas nécessaire-
ment sur I'axe Oz. De par les symétries, quel systéme de coordonnées serait il
judicieux d’em_p)loyer ? En utilisant ce systéme, quelles sont les composantes
non nulles de B? De quelles variables dépendent ces composantes ?

En raison des symétries du probléme, le systéme de coordonnées cylindriques est le mieux
adapté a la description du probléme. En particulier, le systeme est invariant par 1 rotation
d’angle 6 et le plan (,, i) est plan d’antisymétrie : B (M) = B,(r,z)t, + B,(r,2) ..
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3. Montrer que B, (7, z) est une fonction impaire de z, alors que B (7, z) est une
fonction paire de z.

Symétrie du champ magnétique

Le plan (xOy) est plan de symétrie de la distribution de courant impliquant

B.(r,z) = B,(r,—z)
B/(r,z) = —B,(r, —z)

4. Calculer le champ en tout point de I'axe Oz. Vérifier la parité prévue par la
question 3. On suppose L > R, montrer que le champ magnétique B au
point O est le double de celui du point situé a l'extrémité, c’'est-a-dire en z =
L/2.

Calcul du champ magnétique généré par une boucle de courant

4

2\
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Loi de Biot & Savart

= _ Mol dl x PM
B(M)_Eﬁé PM3
o Al =RAO T,
PM = PO+OM = —Ru,+zu,

0 R
soitdl x PM=| Rd0 x| 0 = Rd0zi,+ R*d07T,
0 z

En raison des symétries invoquées a la question 1), le champ magnétique est colinéaire au
vecteur 1, d’oit

B( )_VOI R2 27
47 PMB J,
IS
2 PM3

dou,

U, avec PM = —
sina

I .3 — ]/l()l .
=" —sin"au, = — sin
2 R? R
Pour calculer le champ magnétique généré par un solénoide fini, on superpose les champs
magnétiques générés par les N spires. En considérant une épaisseur dz’ contenant donc n x

_ N / . Zps . . L2z .
dz = T x dz' spires, le champ magnétique ainsi généré a pour expression

Sa i,

stoléno’ide(M) = E)spire(]\/f) xn x dz'

L/2
B ponl . 3 15>
Bsoléncide (M) = / SR Sin adz i,
-L/2
!
La coordonnée z est reliée a 'angle a par ’expression tana = —£ d’oit ‘;—Z =_R f
2z « sin” o

- )
ponl . 4 R N
B soonoide(M) = d
solencice (M) /DC1 2R S Vg M

I -
= % [~ cosal? i,

onl
= ‘uT (cosa; —cosay) U

f Lo 1 A N
la dérivée de - est égale a

1 ! B <cos w )/
tan o ~ \sina

. D)
sSin COos”

i )
sma sin“ w

2
COS” i 1
=—|{1+—= =5
sin” w sin” w
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Sachant que

cosay = 2+ L/2 = f(z)
VR2 4+ (z+L/2)*
- z—L/2 _ e
e R =127 f(=2)

le champ magnétique sur 1’axe du solénoide devient

B>solénoide(I\/I) = V()an (f(z) +f(—Z)) I[z

confirmant la parité de B, avec g(z) = B(-2).

eenz=020,

- _ ponl L/2 L/2 N
BlO) =75 (\/R2+L2/4+\/R2+L2/4> "z

I 1 N
= Vozn <\/R2—|—L2/4> Uu,avec L > R

_ ponlL 1 =
2 \L/2x (1+4R/12)V2) 77

~ ,u()nlz Z — R2

~ X 7 U, +0O (ﬁ

ecnz=1L/2,

=g 07’11 L >
B(z=1/2) = H= x T

5. Onveut maintenant étudier le champ magnétique B au voisinage du point O,
c'est-a-dire lorsque z et  sont tous les deux tres inférieurs aux deux grandeurs
L et R. Etablir les approximations suivantes :

BZ(T’,Z) = BZ(O/O) +ar + br? + cz?
Bi’(r/ Z) =drz

Calculer les constantes a, b et d en fonction de c. Comment peut-on calculer
la constante ¢ ? Eﬁprimer ¢ en fonction N, L et R. En déduire I'expression
approximative de B au voisinage du point O.
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Champ magnétique au voisinage de O. On réalise un dévelopement limité a 'ordre 2 de B,
et B, soit

B,(r =0,z —0) ~ B,(0,0) + % r 9B, z
Z( ! ) Z( ! ) or r=0,z=0 09z r=0,z=0
9’B r2 9*B Z2
+ Z LA + Z =
I |y—0,2=0 2 92 |=0,2=0 2!
3*B 2 .2
+ = rz +0(r",z
drdz r=0,z=0 ( ! )

B.(r,z) = B:(0,0) +ay 7+ By 1 + 922+ 6: 2% + fj 1z + O(r7, 2%)
B,(r,z) ~ B,(0,0) + &'.7 + .2 + . 2+ 8. 2 + 1, rz 4+ O(r*,22)
e Calcul de B, :

B,(0,0) = 0et B,(r,z) = —B,(r, —z) i.e. une fonction impaire en z implique nécessaire-
ment que ¢, = 0. Par ailleurs, la parité de la fonction conduit a 1’équation suivante

a£r+/3£r2+y;/z+M:—a;r— ;r2+%+ﬂ%

X =f =0
L'expression de B, se réduit a 7. z + 17, rz or B,(0,z) = 0 implique que . = 0 d’out

B,(r,z) = ., rz = drz

e Calculde B, :
La parité de B, i.e. B;(r,z) = B,(r, —z) implique que les termes “impairs” en z, 1y, et
1rz, soient nuls. L'expression de B, se limite a
B.(r,z) = B;(0,0) + o, 7 + B > +6,2°
= B.(0,0) + ar + br? + cz?

e Calcul dea,b,d en fonction de ¢ :

On utilise les équations de Maxwell faisant intervenir le champ magnétique a savoir
divE = OetrofB = 0 (au voisinage de O, il n'y a pas de courant ni de variation
temporelle d’un champ électrique)

diVﬁzO

190 0B,
rar TPt =0
%dezr—chz:O
d=—c
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rotB = 0

9B, 0B, _
0z Jar
dr—a—2br=20
d c
ﬂ—Oetb—E——E

e Calculdec:

Pour calculer la constante c, on évalue sa valeur pour r = 01i.e. sur I'axe du solénoide ot

nous avons établi que B, = %"I (f(z) + f(—z)) avec f(z) = ﬁ% On a donc

B.(0,2) = B:(0,0) + e = "9 (£(2) + f(-2))

Sachant que L > z et R > r, il sagit des lors de développer 'expression de f(z) au
voisinage de zéro. On calcule ainsi

—-1/2 —
(R*+(L/2+27) "= (R+12/4+Lz+22) "

-1/2

_ 2 Lz
_ R2 L2 4 1/2 1 zZ
(RE+17/4) TR I2/1 T RET 1274

or

(1+e)”:1+ne+$e2+(’)(ez)

on obtient finalement

-1/2 - 1 Lz+ 22 3/ Lz+22 \°
2 2 _ (D2 2 1/2 i Lz o f Lzozm
(R +(L/2+z)) — (R*+L2/4) l1 2R2+L2/4+8<R2+L2/4

La fonction f(z) devient au deuxiéme ordre en z

f 20D 1 L2 1 2 8 P2 ],
\/R2 +12/4 2R24+12/4 2R24+12/4 8(R2—|—L2/4)2
f(z)NE 1 1 Lz 12 +§ L%7?
-2 \/R2+L2/4 2R>4+12/4 2R24+12/4 8 (R2—|—L2/4)2
2z z? )
T ‘m}w@)
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f(z) ~ LJLo 1 g2 1 Lz 3 z? L3 L?2? +O(2)
2 /R2+12/4 L 2R+1%2/4 2R*+12/4 8 (R24[2/4)

L 1 2z 1 Lz 3z 3 1222 )

fl=z) = 2 J/R2+12/4 +L2/4l1 L+§R2+L2/4_§R2+L2/4+§(R2_|_L2/4)2 +0(z)
L 1 z2 3 1222 )
f()"‘f( Z) 2\/R2+L2/4l_3R2+L2/4+‘_1(R2+L2/4)21+O(Z)

Le champ magnétique B, se réduit a I’expression

wonl L 1 3 3 12 ,
B,(0,2) ~ VN S | Y _2
~ B,(0,0) + cz*

ponl y L
2 VR +1%/4

B:(0,0) =

Ci,uonlx L B 3 +3 L?
4 T JRPHL2/4\ REHL2/4 0 4 (R2412/4)

_ ponl L 37 -3 x4 (R*+1%/4)
- 2 2 2
VR g (R )

2

= —B,(0,0) x LZ

2(R2+12/4)
soit finalement
R2 R2
B.(r— 0,z 0) = B.(0,0) x (14— - 3 2

4(R2412/4) 2(R2412/4)
3R?

B,(r -0,z—0)=B,(0,0) x ————rz
2 )= B:(0.0) 2(R2+12/4)°

4.3 Supraconducteurs

Effet Meissner dans un supraconducteur

Dans toute cette partie, on s'intéresse a une boule supraconductrice de centre O
et de rayon R placée dans un solénoide trés long et de section circulaire de rayon
a > R, d’axe z’Oz, possédant n spires par unité de longueur, et parcouru par un
courant stationnaire I, le reste de I'espace étant vide. On pose B, = ponl.

On constate expérimentalement que la boule supraconductrice tend a expulser le
champ magnétique en créant des courants localisés au voisinage de la surface (effet
Meissner). Pour rendre compte de cet effet, on admettra que dans un supracon-
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