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Feuille de TD ne 4: La méthode des images en électrostatique

2.3 Boule conductrice en présence d'une charge ponctuelle : méthode des images

Soit une boule conductrice, de centre O, de rayon E. On place une charge g sur l'axe
'z au point . On étudiera le potentiel et le champ créés par cette charge.

1. Onimpose le potentiel V' = 0 en un peint de la surface de la boule.

a) Quel estle potentiel dans'ensemble dela boule 7 Par des considérations
de symétrie, simplifier I'expression du champ électrostatique E (direc-
tion et dépendance des composantes par rapport aux différentes coor-
dennées). Quel systéme de coordonnées a-t-on intérét 3 adopter 7

b) Montrer guiil est possible d'obtenir V' = 0 sur la surface de la boule de

centre O et de rayon R dans le vide en remplacant la boule conductrice
par une deuxiéme charge g' sur I'axe Oz, en plus de la charge g initiale.
Que vaut V{oe) 7 Déterminer la valeur et la position de g'.
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Rappeler I'2quation de Poisson. Quelles sont les conditions aux limites
imposées par la boule ? En déduire que pour r > R, le champ créé par
la charge g en présence de la boule est le méme que celui créé par les
charges g etyq'.

d) Calculer E auvoisinage dela sphére. Rappeler les conditions de continu-
ité a la traversée d'une surface chargée. En déduire la densité surfacique
de charges portée par la surface de la boule conductrice.

e) Calculer la charge totale portée par la boule conductrice. En utilisant le
théoréme de Gauss, montrer que le résultat était prévisible.

f) Calculer la force qu'exerce la charge g sur la sphére conductrice.

1. a) Labsence de charges libres dans le volume d’un conducteur (les charges sont sur-
faciques) implique que le champ électrique E . s0it nul (théoréme de Gauss). Le
potentiel électrique Vine. déduit de E.m_ = —gr:r;:{ Vit est par conséquent constant.
Vige.(r = R étant par ailleurs nul

Vi =V(r <R) =0

Le probléme est invariant par rotation autour de l'axe Oz et le plan [:'5}, i) est
plan de symétrie de la distribution de charge. Le champ électrostatique E exprimé
dans le systéme de coordonnées cylindriques M = (r, 8,2, a donc pour expression

E(M) = E(r,z)i, + Ez(r,2) T



b) En raison de la symétrie du probléme, une charge fictive 5" est nécessairement sur
I'axe Oz. Le potentiel alors généré en tout point M de l'espace est la somme des
potentiels induits par chaque particule soit
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oll P est la position de la charge ¢'. Le potentiel pour r — ce est nul : Vies) = 0.
La condition selon laquelle le potentiel est nul en tout point M de la surface de la

sphére implique
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g’ est donc de signe opposé 4 g. Par suite, on déduit que
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Le premier membre de I'équation est indépendant de M et est donc constant. Le
second membre dépend de M mais doit demeurer constant pour tout M appar-
tenant i la surface de la sphére. Cette égalité est ainsi vérifiée pour M(r, 8,z = 0)
soit OM L i On obtient T=@=0 et on déduit
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c) A partir de 'équation locale divE = % et de I'expression du potentiel électrique
E= —gradV, on obtient "équation de Poisson

—div (gaa'v} ~ £
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Les conditions aux limites imposées par la boule sont que le potentiel électrique en
tout point de la surface soit nul V{r = R) = 0. Pour tout point r > R, le probléme
"charge q + boule conductrice” est équivalent i la situation " charge g + charge 4™
du fait que les deux situations obéissent 3 la méme équation de Poisson et satisfont
aux mémes conditions awx limites V(r = R} = 0. Le théoréme d'unicité implique
donc les mémes solutions pour chacune des représentations. Cette équivalence
n'est vrai que pour r == R car a l'intérieur de la boule le champ électrostatique
demeure nul ce qui n'est pas le cas dans la situation "charge g + charge g'".

d) Caleul du champ E{r > R) : combinaison des champs coulombiens de chacune
des charges g et g
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Sachant que PO = S—FD' et'M = —%PM, I'expression @ devient
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soit pour M < sphére




Conditions de continuité du champ électrique au passage d"une surface
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= — — discontinuité de la composante normale
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= U — continuité de la composante tangentielle

Etant donné que Emt_ = E1 = Elr, la densité surfacique de charge est égale 4
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e) La charge totale Qi de la boule conductrice est donc
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Finalement )y, devient
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Le théoréme de Gauss impose que Qo soitégal ala somme des charges a l'intérieur
de la sphére. La charge fictive g’ est par construction a l'intérieur de la sphére d'ot
Qbor. = 4.



f) Calcul de la force exercée par la charge g sur ' = a calculer la force exercée par la
charge g sur la boule conductrice.

Fq—n?‘ = Fq—;bouje
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2. La boule conductrice est maintenant au potentiel Vi £ 0

a) En utilisant le principe de superposition, montrer qu'on peut vérifier les
nouvelles conditions aux limites en ajoutant une troisiéme charge 7".
Déterminer la position de g"' et sa valeur.

b) Galculer la charge totale Q portée par la boule conductrice. Sachant que
Q = 0, déterminer V;, en présence de la charge 4.

2. a) Le principe de superposition implique
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soit
q" = 4mepVy x P"M = constante

impliquant que P” = O et donc g = 4RV}

b) Lescharges fictives/virtuelles g’ et 4" sont a I'intérieur de la boule conductrice d'ot
Qboule = ' +g” = 0. La charge g” est ainsi égalea —g' = -?,RU soit un potentiel Vj
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i.e. le potentiel généré en O par la particule g.



3. On place une boule conductrice dans un champ uniforme crée par deux charges
+q et —q respectivement placéesen +Z et —Z, 007 % R

a) Déterminer le champ F crée par +g et —gj en l'absence de la boule con-
ductrice. Montrer gu'au 1*' ordre, E peut étre considéré comme uni-
forme sur le volume de la boule.

b) Calculer la densité surfacigue de charge ¢ qui apparait sur la boule con-
ductrice en présence de +4 et —g. Le champ reste-t-il uniforme au voisi-
nage de la boule ?

¢} En déduire le champ créé a lintérieur d'une sphére de rayon R, portant
la densité surfacique de charge oy cos 8.

d) Enfin on suppose que la boule est coupée en deux par le plan xOy. Elle
est toujours soumise a un champ électrostatique uniforme. Calculer la
force qui sexerce sur chacun des hémisphéres en utilisant la pression
electrostatique.

3. Boule conductrice dans un champ électrostatique uniforme

a) Les champs électrostatiques créés par chaque charge se superposent en M
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Pour r < R, I'expression de la longueur PM devient au premier ordreen % (Z 2
R)
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Le champ électrique au voisinage de la boule conductrice devient
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Le dnamp ainsi généré correspond au champ électrique généré par un dipdle élac-
trique 7 = gN P (oi1 lacharge g est en Pet la charge —gesten N, of. Cours Chapitre
2, page 44).
by Mous avons établi a la question 1.d) qu’en présence d'une charge ponctuelle g, la
densité surfacique de charge était
g RI—PO? 1

“ T R TP

o ' est la position de la charge g et M est un point situé a la surface de la boule.
On déduit ainsi que la charge +g génére une densité surfacique
PR R? - PO? . 1
P dn R PAM3

tandis que la charge —q placée en N implique une densité surfacique
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En ne considérant toujours que le premier ordre en E on obtient une densité sur-
facique totale
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Le champ électrique au voisinage de la surface de la boule n'est plus uniforme du
fait de la présence de charge en surface de cette boule.



c) Le champ dipolaire électrique s"écrit

Eaiptle = _2:::Uz2 :
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Le champ électrique & I'intérieur de la boule conductrice demeurant nul, on déduit
que le champ électrique E; crée par la densité surfacique de charge cpale s"écrit
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d) La pression électrostatique I est égale a ._f'é_—z. C'est par ailleurs, la force électrosta-
ar

tique par unité de surface P = i La force exercée sur I’"hémisphére supérieur
est ainsi
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Seule la composante suivant ¥'; de la foree est non nulle soit en remplacant &, =
1; cosd, la force Fq devient
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En procédant au changement de variable x = cosfavecx £ [1, 0] etdx = — sinfdf
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Exercice 2 : Exam janvier 2024
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