TD3: Les milieux diélectriques

3.1 Introduction

Historiquement, la découverte expérimentale des diélectriques est a mettre au profit de Michael
Faraday qui nota que l'introduction d"un isolant entre les armatures d’un condensateur mod-
ifiait sa capacité.

On exprlme la polar1sat1on P d’un matériau comme la densité volumique de moment dipo-
laire 7 p soit P = dT En calculant le potentiel électrique a partir d'une distribution de moment
dipolaire, on déduit que la densité volumique de charge liées ou polarisées pp est égale a la
divergence du vecteur _Polarlsatlon pp = —div P. De méme, la densité surfacique de charges
liées est égale a op = P.7. L'équation de Maxwell-Gauss devient

—>
leE Plibre + Plice plibre —divP
€0 €0

En posant le vecteur D= eof + T’), on obtient 1’équation locale suivante

divD = Olibre — % D.dS = ZQjibre

Dans le cas_Partlcuher d’un milieu Linéaire, Homogene et Isotrope (LHI), la polarisation
est égalea P = € x. E o1 X, est un nombre positif, sans dimension, appelé la susceptibilité
diélectrique. Dans ce cas, le vecteur D devient

D=eFE (1+x.)=¢E
———r

€r

ol € et €, sont appellés respectivement la permitivité absolue et la permitivité relative du
diélectrique.

3.2 Boule uniformément polarisée

On considére une boule uniformément polarisée de rayon R.

1. Montrer que le potentiel peut-étre déterminé en tout point de l'espace en ré-
solvant I'équation de Laplace.

La polarisation est uniforme P =ri.diln y a donc pas de charge volumique liée pp =
~divP = 0. II n’y a pas de charge libre d'oti p = pp + p = 0. L'équation de Poisson
AV = —6% = 0 devient une équation de Laplace.

2. Résoudrel'équation de Laplace en cherchant le potentiel sous laforme V (r,6) = I

d)invariance du probléeme permet de poser P = P, car on pourra toujours pivoter/tourner le systéme de
—
coordonnées sphériques de telle sorte a ce que P soit colinéaire a Oz.
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f(r) cosb ou f est une fonction de la forme :

f(r) = Z ar"

n=-—oo

dont on déterminera les coefficients a,, non nuls.

L'invariance du probleme par rotation d’angle ¢ implique que le potentiel V ne dépende pas
de cette coordonnée. En posant V(r,0) = f(r) cos® avec f(r) = 7 32a,r". Le lapacien en
coordonnées sphériques s’écrit

1 92 1 0 oV

soit
az +o0
52 (rV(r,0)) = cos x 2”” x n(n+4 1)1

9 (. ,oV(r0) oV 2V
30 <Sm9—80 > 9% +sinf— 50

YF%a,r" X (—cosfsinf — sin 6 cos6)
= —2cosfsinf x T 2a,r"

L'équation de Laplace devient

AV =0=cosf x 2 %, x n(n+1)r""2 —2cosf x £2a,r" >
O=n(n+1)-2
0=m+2)(n—-1)
Les seuls coefficients non nuls sont donc a_; et a;. Le potentiel V en tout point de 1'espace

s’écrit

V(r,0) = (ar;zz + alr) cos @

que les champs E et E correspondants. Commenter.

3. Déterminerles potentlels V; et V, alintérieur et a I'extérieur de la sphére, ainsi I

Les potentiels V; et V, ne doivent pas diverger (équivalent a dire qu’ils doivent rester finis)
d’ott lorsque r — 0, V; fini impose que a_; soit nul. De méme, lorsque r — oo, V, reste fini et
donca; =0

Vi(r,0) = ajrcos 6
a_»cosb

Ve(r,0) = 2
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Par ailleurs, la continuité du potentiel en r = R conduit a

Vi(R,0) = V,(R,0)

a_ocest

alRGesﬁ = —R2
a—s
"R

On utilise finalement la discontinuité de la composante normale du vecteur D a Vinterface
diélectrique-vide

(DE(RIG) - Di(RIG)) Ay = Olipre = 0
avec 1_5 = eof + T’)
(60_)5 +%— €()E)' — T;l> .Z[r =0
€0 (Ee - E‘)i
Les champs électriques E.et Ei sont respectivement égaux a

fc = —gradV, = —grad (M>

) ., = B.7, = Pcosf

2
W 10Ve,
or " ro0 ¢

2 1 .
=a 20080 X S, + —a sinfiy
r r

e

i = —gradV; = —grad (a7 cos 0)
= —aycos01, 4+ a;sin 01y

La relation de passage projeté selon i, devient

2a_ Pcost

202 cost + acest =

R3 €0
2(2_2 a_n P

R3 R3¢
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d’ou
_ PR3cos®
3¢y 12

Ve(r,0)

p
Vi(r,0) = Ercose

3

E.(r,0) = (2cos Oy +sinbuy)

3€01’3

2 p o
Ei(r,0) = “3a cos 01, —sinfy

Y
Uz

—

p
= ——— = champ dépolarisant
3€0
Le champ électrique extérieur s’apparente au champ électrique crée par un dip6le ponctuel

7 placé a l'origine avec = 37R3 P. Pour rappel, le champ électrique crée par un dipodle est

1 3(Pu)ur—7p
47eg 73

E ~

Or I'expression
2cos01, +sinfuy =3cos0u, — U,
—>
car i, = cos 0, — sin0uy. Sachant que P.u, = P cosf on obtient

L wp3(Pa)u -7
Sl

36‘0 r3

d/ N S é 3 d . o d?;
, = =£.
ou p = 37mR’P, on retrouve donc bien P = -

3.3 Plaque diélectrique

Le condensateur plan
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Un condensateur plan rectangulaire de dimension ¢ x L, dépaisseura < £ ou L,
est relié aux bornes d’'un générateur qui délivre une tension constante V;. Pour les
symétries et invariances, on considére que les armatures sont des plaques conduc-
trices infinies, perpendiculaires a Oz. L'espace entre les armatures est vide. On sup-
pose que le champ électrique est nul a l'extérieur du condensateur. Etudier la répar-
tition des charges. Retrouver les expressions de la charge Q d’'une armature, de la
capacité Cy et de I'énergie stockée Uj.

Symétries & invariances de la distribution de charges

e tout plan contenant 1’axe Oz est plan de symétrie d’ou E | 2.

e invariance par translation selon Ox et Oy d'ott E = f(x¥, 2)

Lorientation du champ électrique E= E(z) U, permet la définition d’une surface fermée de
forme cylindrique a l'intérieur du condensateur. Le théoréme de Gauss implique

# E.dS = % = 0 (pas de charge a l'intérieur du condensateur)
S 0
E(zl)S — E(Zz) =0— E(Zl) = E(Zz) =Ey
E =Eyu, = —gradV = L U,
a )
/ EodZ:— dV—)an: -V
0 0
Répartition des charges
eenz=20
— — — (o4
(Ee - Ei> () = e—z
s Voeo
Eg=—=—>Qy=0sx{XxL=——"¢XL
€0 a
eenz=a
(F-E)m=2
€0
s Voeo
—Ey=——>Q,=-0sx{xL=—4xL=-Q
€0 a
Capacité du condensateur
{x L
Qo=CoVh = Co=L"=>0
Energie stockée dans le condensateur
1 GOE x L
= ZCyV? = V?
Uy 2C0 0~ Uy 2 0
E? {x L
uemzeo—%U:/uemdrzeo “SVE = Uy
2 2a

L'énergie stockée dans le condensateur est bien d’origine électrostatique.
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Plaque diélectrique infinie

1. Une surf_a}ce élémentaire dS de normale 77 porte une densité surfacique de
dipdles Ps = Ps7. Exprimer le potentiel électrique dV (M) créé au point
M en fonction de I'angle solide algébrique dQ) de la surface vue du point M
(a I'infini le potentiel est nul). En déduire le potentiel crée par un plan infini
de normale 77 en tout point de l'espace, portant une densité surfacique de
dipéles uniforme colinéaire a 77. Calculer le champ électrique E(M) en tout
point.

_ 4577,

Potentiel crée par un dip6le d p

1 dp.AM
dV(M):4ne0 AM3

ot A est le barycentre du dipole

La polarisation P représente la densité volumique de moment dipolaire “ij—f. La polarisation

surfacique P est ainsi égale a
- dp
S

d
AP = PsdS = PsdS7i
1 PsdSHAM

av =
(M) 47‘[60 AM3
avec AM = —r1l,
___bs
V(M) =~ 5 d0

En fonction de la position du point M i.e. au dessus ou en dessous du plan infini le potentiel
électrique V(M) change de signe du fait que I'angle solide () = £277 sr.
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o v

X - -

vI\/I: 2 =27msr

Ainsi, le potentiel vu en un point au dessus de la surface du diélectrique est égal a

Ps Ps
(M) /plan 47eg 2¢y
Ps
V(M) = ——
(M) = =5,
Dans les deux cas, le potentiel électrique étant constant : E=- gradV = 0.

2. Une plaque diélectrique infinie parallele au plan xOy, d'épaisseur b, porte les
dipoles répartis en son volume de sorte que sa polarisation est P = P(z),.
Calculer en tout point M, le potentiel V;(M) et le champ électrique fd(M).
Indication: décomposer la plaque en tranches d'épaisseur dz, exprimer V; (M)
par uneintégrale de P(z) en distinguant les cas ol M est extérieur ou intérieur
alaplaque.

En décomposant la plaque en tranche d’épaisseur infinitésimale dz’, chacune porte une den-
sité surfacique dPs = P(z')dz’

z

*M(x,y,2)

En fonction de la position z du point M, le potentiel électrique est
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e siz > 7

_ dPs _
aV(z) = 5 =
esiz<z
_ dPs _
av(z) = T2

On distingue par suite 3 situations

e pour tout point M tel que z < 0

b p(z')dz’

P(z')dZ

2€0

_ P()dZ

260

Vi(M) = — / 5 = constante — E = 0
0 €0

—_—
indépendant de z

e pour tout point M tel que z > b

b p(z')dZ
26‘0

Vi) = + [

indépendant de z

e pour tout point Mtel que 0 <z < b

— —
= constante -+ E = 0

Vy(M) = 2%0 (/0 Pz — / hP(z’)dz’)
= 2%0 </OZ P(z’)dz'—l—AZ P(z’)dz’)
= 2%0 (/OZ P(z"dZ +AO P(Z)dz' + /OZ P(z’)dz’)

1

P(z')
€

z b
= 2/Pz’dz’—/Pz’dz’
o EY WCTE e

—_——

constante

Z
V4(M) = constante + / —=2dz
0

0

Le champ électrique Ed(M) s’écrit

_dVa(M)

E4(M) = —gradV;(M) = i,

dz
14 [

€ dz Jy

_P()u:

P(z"dZ' i,

P(M)

€0
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Condensateur diélectrique a potentiel constant

—
?e 0 r‘ V1, = constant
VEs | B, eM(xy.2) .
al ¢ T b
| &, *

On considére le condensateur de la question 1. On introduit la plaque de la question
2 entre ses deux armatures (b > a) tout en le maintenant a un potentiel constant V.
On considérera le diélectrique linéaire, homogeéne, isotrope, de susceptibilité x.

1. Montrer que les champs intervenant dans le probléme sont paralléles a Oz et
ne dépendent que de z

Les symétries restent les mémes a savoir que tout plan contenant I’axe Oz est plan de symétrie

de la distribution de charge. Les invariances du problémes restent également les mémes d’ou
E(M) = E(z) ..

2. Soit fl le champ électrique créé par les charges des armatures seules. Appli-

que_n;le principe de superposition pour calculer le champ E total en fonction
de Eq. Montrer que:

« tous les champs sont uniformes.

+ onretrouveraitle méme champ électrique en remplagant la plaque diélec-
trique par deux plans chargés séparés par du vide. Quelles seraient leurs
charges (charges de polarisation) ?

e al'extérieur de la plaque diélectrique
E = El + 0 — uniforme

e al'intérieur de la plaque diélectrique

- — TJ)
E=E;——
€0
_ g, _ K&k
€0
= L uniforme
1+ xe

On a vu que la densité surfacique de charge 05 = £€oEp sur les armatures du condensateur
est a l'origine d’un champ électrique constant. Pour créer un champ uniforme d’expression
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—

—%, cela reviendrait a placer deux plaques i.e. deux armatures chargées en surface par des
densités og = £P. Leurs charges Qp = &P x £ x L.

stockée U;.

3. Calculerlacharge Q; des armatures, la capacité C; du condensateur etl'énergie I

Le potentiel électrique V; est égal a

- — a
E = —gradV; — V; = —/ E(z)dz
0

c b+c Eq a
V1 = —/ Ele —/ dz —/ Ele
0 c 1+ Xe b+c

Xxb—E; xa+E; x(b+¢)

= — C —

1
1+ xe

b bxe
- F b)) = —F (a-
1<a+1+xe > 1<a 1+xe)

La charge des armatures est égale

Ql(ZZO):0’2X€XL:—E1€0€XL
Ql(Z:a):—(TZx€XL:E1€0€XL

La capacité C; du condensateur diélectrique est égale a ‘Ql‘

C1 _ ’Ql‘ N €0%€ X L

bxe
Vi }:/1(11 o 1-13()(@>

€ol x L
a_lﬁ
+Xe

L'ajout du diélectrique a contribué al’augmentation de la capacité du condensateur. L'énergie
stockée dans le condensateur est

1
u, = §C1V12
1 b
= —eoEX x La(1— 22
2 14+ xea

4. Retrouver les résultats précédents en utilisant le déplacement électrique et le
théoreme de Gauss.

Le déplacement électrique D est égal a ey E £+ P Le theoréme de Gauss appliqué aux diélec-
triques implique que divD = Pribre — Dds = It .- En tout point situé entre les arma-
tures du condensateur y compris a l'intérieur du di€lectrique, il n’y a pas de charges libres.
Par ailleurs, le vecteur déplacement D est égal dans le diélectrique a €g E + Peta € E 1 entre
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le diélectrique et les armatures du condensateur. En choisissant une surface fermée cylin-
drique dont les sections circulaires sont de part et d’autre de l'interface diélectrique-vide, on

a
# D.dS =0
DyigeS — D diélectriques =0

— —>

Dyige = D diélectrique
— — —

e0E1 =€E+ P

€0E1 = €0E+€0Xef
-
1+ xe

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ol o e e

Tﬁdl?l*

a
C++++I+++++++++f

b

1

Figure 4 — Distribution des charges de polarisation et du condensateur apreés ajout du diélectrique

Condensateur diélectrique a charges constantes

On considere le condensateur de la question 1 initialement au potentiel V. Onl'isole
puis on introduit la plaque de la question 2. Calculer la charge Q; des armatures, la
capacité C,, le potentiel V; et I'énergie stockée U>.

Les charges des armatures restent a Q> = +eyLVy = Qo lorsque l'on débranche le généra-

teur. Le champ électrique a l'extérieur de la plaque est Eget % al’intérieur du diélectrique.

Le potentiel est alors égal a Vo, = Ey (a — 1?(;(5) dou G, = % = eoaf% = C;. Finalement,
T+xe
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I'énergie stockée U, est

1
Uy = 5CoVE = L eolLaE? <1 Xe b)

2 14 xea
_1 14 Xe b
= EGOELIZ7 <1 — 1 —i—XeE

Xe b
=Uy[1- — ) < U
0( 1+Xea>_ ‘

Force électrostatique sur la plaque diélectrique

La plaque diélectrique estintroduite dans le condensateur parallelement alalongueur
L de sorte qu'il subsiste une longueur x vide. On admet que les champs restent uni-
formes paralléles a Oz.

1. En déduire les densités surfaciques de charge. Calculer Q, C, et U en fonction
de x.

P V1 = constant

On supposera la situation identique a celle de la question Condensateur diélectrique a po-

tentiel constant soit a potentiel constant V = V; = E; (a — 1’2‘;@) . Dans la région @, le champ
électrique est égal a B} = — 477,
Les densités surfaciques de charge sont respectivement
e région ®:
E b
02 = eo|Ej| = ep— (a - X >
a 1+ Xe
e région @:

0'S® = €0E1

La charge Q du condensateur est égale a

x L
Q:/ U?de—i—/ o ldx
0 x

_ X bx.
—60E1€<a (a— 1+Xe) +L—x>

Xe bx
=¢yE /| L— —
ot ( 1+Xea)
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La capacité C est égale a %, l'énergie stockée U = 1CVZ = 1QV;.

2. Pour calculerlaforce F que subitla plaque diélectrique on imagine_gue I’opégteu
déplace la plaque de dx a vitesse nulle en lui appliquant la force Fop = —F.
Calculer la variation d'énergie stockée, le travail de l'opérateur et le travail du
générateur a potentiel constant. En déduire E.

Lorsque la plaque diélectrique est introduite x 7, la charge du condensateur diminue de
méme que la capacité C. L'énergie stockée diminue donc de pair avec I'introduction de la
plaque.

_ 1, 1 _1..4dQ
du = 2V1dC— 2VldQ— 2V1 Ix dx
1 Xe b
= §V1€0E1€(—)—1+Xeadx

Le travail dWqp, fourni par l'opérateur correspond au produit scalaire de la force fopi parle
déplacement infinitésimal d ¥

dWop. = Fop.d¥ = Fopdx = —Fdx
La puissance du générateur P = V1 x I d’ot1 le travail dW,

AW, = Pdt = Vy1dt = V,dQ

Xe by oau
1+ xca

= —VieoE14(—)

Ainsi la variation d’énergie stockée correspond a

dU = 2dU + dWyy

_ _ 1 Xe
Fop.dx = —dU = §V1€0E1€1 T e—d
1 b
Fop. = 5VieoErl7 fx Z>0

e

Vi = constant
R S S S R TR Rt 1
T

3.4 Boule chargée flottant sur un diélectrique
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