9.2 Rayonnement dipolaire magnétique

9.2.1 Moment magnétique oscillant

Un dipdle magnétique oscillant sera par définition un circuit émetteur circulaire, parcouru par un courant
sinusoidal i(t) = I,,, exp(—iwt) tel que son rayon soit petit devant la distance d’observation (cf Figure 9.16).
Ce circuit porte le moment magnétique sinusoidal complexe m(t) donné par :

m(t) = mo exp(—iwt) i, avec moy = ma’l,

On pourrait faire une étude similaire a celle développée au paragraphe précédent pour le dipdle électrique.
On présente ici simplement les résultats les plus pertinents.

FIGURE 9.16 — Géométrie utilisée dans le cas du moment dipolaire magnétique oscillant. Le point courant P décrit
le circuit circulaire. La figure n’est pas a ’échelle puisqu’on considere que M est éloigné de l'origine O.

9.2.2 Calcul des potentiels et des champs
Calcul des potentiels

Le potentiel-vecteur A retardé s'écrit :
. Iy ) PM -
A, ) = B0 d 2m exp [zw(tﬂ i
c

ol P est un point courant sur le circuit et dl' = dO?. On a PM ~r — i, . O?, dont on déduit :

o po Im = PM . exp(fz‘wﬁ'r.O?/c) .
A(M,t) = HTmC’exp {iw(tcﬂ avec C = ]{ ﬁ/ de (9.37)
1—1,. r

Comme on a :

 4,.0P  4,.0P i,.0P\ i,.0P
exp | —iw - ~ 1—iw 1-— " ~ 1+

et

C r

On en déduit que c s’écrit, en négligeant les termes du 2° ordre en . . O?/r :

¢~ (1) @ OP ;v

Cc r
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puisque § dl = 0. Un peu de trigonométrie élémentaire (& 1'aide de la Figure 9.16) montre que :
U, = sin(#) cos(@) iy + sin(f) sin(¢) U, + cos(d) @, et OP = a cos(a) iy + a sin(a) Uy

On en déduit que :

¢ = (1 - “”) 2 $in(6) é [cos(a) cos() + sin(a) sin(¢)] df
= (1 - > 2 sin(6) ﬂ [cos(a) cos(¢) + sin(a) sin(¢)] [— sin(a) i, + cos(«) i,] dev
~ (1 B > 2300) 1 sin(g) @, + cos(9) )
_ (1o el
c T ¢
olt la 2¢ égalité vient de df = [— sin(«) @, + cos(a) Uy] da et la 4° de Uy = — sin(@) Uy + cos(@) Uy.

On en déduit I'expression approchée du potentiel-vecteur :

AM, 1) ~ 20 <1—“‘”"> SO) ot — vy, = 40 {m(t_r/c) LI ey, (9.38)

47 c r2 4n 72 rc

ou la 2° égalité vient de la formulation harmonique de la dérivée temporelle. Finalement :
= =/
AM, ) ~ 22 [”; + m] x i, (9.39)
4 |r U YR

Remarque 1 : On remarque que A est bien porté par iy, comme attendu par la symétrie du systeme.

Remarque 2 : En utilisant V x (7/r2) = 0,

- om om m’ - m’’
VXM = — ity — — iy = —— (Y, — 21, et Vxm' = YUy — T U
gy * ox " rc( ” v) T‘C( N v)
Finalement :
7? - F = -/ 4 — — —
5 V x 2 Vxm' =0 en développant 7= XUy + YUy

Le potentiel-vecteur retardé (9.39) vérifie bien V . A = 0.

Remarque 3 : En jauge de Lorenz, on en déduit que A® = 0 car la charge totale du systéme est nulle.
Le potentiel scalaire retardé ®(M, t) du dipdle magnétique oscillant vérifie donc :

®(M,t) = 0 (9.40)

Calcul des champs

On obtient E & partir de E = —dA/dt. On en déduit :

- po [m'(t—rjc) m''(t—r/c)] . . po (iw  w? ) .
EM,t) = — r 2 + o sin(f) iy = ooz + ) sin(8) dy (9.41)
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Le champ B s’obtient par B =V xA. Apres quelques calculs, on trouve :

B, = o Zmocos(l) <1_iwr> exp |—iw (t=1)]

47 73 c c
> _ . : 2.2
B(M,t) = B, = Mo mo b;n(ﬁ) (1_zwr_w27“ )exp {—z’w(t—f)} (9.42)
47 T c c c
By =0

Remarque 1 : Dans les relations 9.41 et 9.42, le 1° terme représente le champ en I’absence de rayonnement,
et le 2° est dii au retard temporel /¢ et traduit leffet du rayonnement.

Remarque 2 : On notera que E est dans la direction Ug et que B est contenu dans le plan (@, @p). Comme

dans le cas du dipole électrique oscillant (§ 9.1.2), les champs Eet B s’expriment uniquement en fonction
de termes proportionnels & m/r3, m'/(r?c) et m” /(r c?).

9.2.3 Champ de rayonnement

Dans la zone de rayonnement, c¢’est-a-dire pour 7/ < 1 ou encore wr/c > 27, on obtient :

- w? sin(4 . - w? sin( .
E(M,t) ~ Z—;T()m(t—r/c)qu et B(M,t) =~ —%Tmm(t—r/c)ug (9.43)

Remarque 1 : Les amplitudes des champs E et B décroissent comme 1 /r.

Remarque 2 : On vérifie que E =c¢Bx Uy, c’est-a-dire que le champ possede localement la structure

d’une onde plane qui se propage selon .. Le triedre (E , B , ) est un triedre direct et les champ E et B sont
en phase.

Remarque 3 : En orientant les dipoles selon Oz (cf Figure 9.17), on remarque que les champs E et B
donnés par (9.43) sont intervertis par rapport & ceux du dipole électrique donnés par (9.12).

Dipole électrique Dipole magnétrique

FIGURE 9.17 — Champ de rayonnement d’un dipdle électrique (& gauche) et d’un dipdle magnétique (& droite).

9.2.4 Puissance rayonnée a grande distance

Un calcul simple montre que la valeur moyenne sur le temps du vecteur de Poynting vaut :

N 2,4 12 0
< Re_ Mo mpw sm()a,r
3272 3 r2
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dont on déduit la puissance moyenne Pj; rayonnée dans toutes les directions :

po m w?

Pu = 1273

en intégrant sur une sphere de rayon r dans la zone de rayonnement. Comme dans le cas du dipole électrique
oscillant, on constate que les hautes fréquences sont mieux rayonnées que les basses fréquences.

Résistance de rayonnement

Comme dans le cas du dipodle électrique oscillant, on peut définir une résistance de rayonnement R, comme
étant la résistance nécessaire pour qu’'un conducteur ohmique parcouru par le courant I,, perde par effet
Joule la puissance Pj;. On obtient :

R = — (2m) (%)4 ~ 308 (;)4 (9.44)

Gege

On constate que R, varie selon 1/\*, alors que la variation n’était que de 1/A? pour le dipéle électrique
oscillant.

Remarque : Pour un dipole électrique oscillant, on avait P = p3w*/(127€oc®), ott I'ordre de grandeur
du moment dipolaire électrique est p = e a. Pour le rayonnement dipolaire magnétique, ’ordre de grandeur
du moment dipolaire est mg = ma?e/T = eva/2 puisque vT = 27 a.

En ordre de grandeur, on a donc :
2
P 2
Pr Do C 4c?

Le rayonnement dipolaire magnétique est beaucoup plus faible que le rayonnement dipolaire électrique. Dans
la pratique, il ne sera observable que lorsque le rayonnement dipolaire électrique sera nul.

9.3 Rayonnement d’une antenne

9.3.1 Généralités

Les divers types d’antennes

On appelle antenne un dispositif congu pour rayonner (ou récupérer) de 1’énergie électromagnétique sous une
forme donnée. On s’intéressera uniquement au champ de rayonnement.

D’apres ce qu’'on a vu précédemment, des charges qui se déplacent a vitesse constante dans un conducteur
ne produisent pas I’émission d’un rayonnement car leur accélération est nulle. Par contre, si ces charges
rencontrent une discontinuité, alors leur vitesse change et provoque 1’émission d’un rayonnement. Il en est
de méme dans une structure en résonance ou les charges ont une accélération non nulle (cf Figure 9.18).

W W\

—
000 — eece0 ; «—— 00000 —>

[ | I |
(a) (b) (c)

FIGURE 9.18 — Une antenne est constituée de charges qui se déplacent sur un conducteur. Si leur vitesse est uniforme,
Pantenne ne rayonne pas (a). Une discontinuité (b) ou un mouvement d’oscillation (c) provoque une émission de
rayonnement.

Pour émettre de I’énergie électromagnétique de maniere efficace dans une direction donnée, les charges et les
courants doivent étre disposés de maniére optimale.
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Une antenne peut étre un simple fil conducteur rectiligne, une boucle excitée par un courant sinusoidal, un
orifice & 'extrémité d’un guide d’onde ou un arrangement sophistiqué de tout ceci (voir Figures 9.19, 9.20
et Fig 9.21 pour quelques exemples). Il n’existe pas d’antenne qui rayonne uniformément dans toutes les
directions. Le rayonnement d’une antenne doit généralement étre étudié en trois dimensions, puisqu’il varie
selon 6 et ¢ en coordonnées sphériques.

FIGURE 9.19 — Une antenne peut-étre constituée d’une interruption du blindage dans un céble coaxial (& gauche),
d’un circuit ouvert (au centre) ou fermé (& droite).

FIGURE 9.20 — Schéma d’une antenne constituée de plaques paralleles parcourues par un courant sinusoidal. La
figure représente les lignes de champ entre les plaques (& gauche) et a Uextérieur (a droite).

- S - By e e B

FIGURE 9.21 — Une antenne peut-étre constituée un orifice dans un guide d’ondes, ou d’une forme plus complexe
comprenant plusieurs orifices.

Les antennes linéaires

Une antenne rectiligne ou linéaire peut étre considérée comme un ensemble de dipoles oscillants en alignant
les dipoles dans la direction de ’antenne. On contrebalance alors 'effet des tres faibles résistances de rayonne-
ment d’un dipéle (§ 9.1.5). Elle est constituée de conducteurs alimentés en leur centre et ayant une longueur
de 'ordre de la longueur d’onde.

En théorie, si la distribution de courant est connue, on obtient le champ en intégrant ’effet d’un dipdle sur
tout le volume de 'antenne. Ce n’est qu’un simple probléeme de conditions aux limites sur le conducteur
(courant nul aux extrémités et champ ETMMWTSE nul sur toute la surface de ’antenne). Dans la pratique, la
détermination de la densité de courant réelle est tres délicate, méme pour des conducteurs parfaits. Considérer
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les conducteurs réels est encore plus complexe. Dans tout ce cours, on simplifiera le probleme en négligeant
Peffet de I’épaisseur de ’antenne.

9.3.2 Cas particulier d’'une antenne demi-onde

Le cas particulier d’une antenne demi-onde est décrit sur la Figure 9.22. Une antenne demi-onde est simple-
ment constitué de deux conducteurs, chacun de longueur h/2 = A\/4, alimentés au centre du dispositif par
un courant I, cos(wt) (X est la longueur d’onde d’une onde plane se propageant dans le milieu).

9’ e Ty

A4 T el
fdp )’ 7

D —— : 0 _--
v}
A i
: & 1@ =l,cos(2mz/})
I(t) = I cos(m t) :
N4

ot
ot
....

FIGURE 9.22 — Principe d’une antenne demi-onde constituée d’une infinité de moments élémentaires dp. La courbe
en pointillés représente 'onde stationnaire de courant pour cos(wt) = 1. La figure n’est pas a I’échelle puisque le
point d’observation M se situe a grande distance de I'antenne.

L’antenne porte une onde stationnaire de courant avec un maximum au centre et des nceuds aux extrémités.
Le courant a la position z sur la partie du conducteur qui rayonne s’écrit donc :

I(t) = I, cos (27;2’) exp(—iwt) (9.45)

D’apres ce qu'on a vu précédemment, chaque portion de conducteur dz va rayonner comme un dipole de
Hertz *. L’onde stationnaire peut étre décomposée en somme de deux ondes progressives, dirigées respecti-
vement vers les z positifs et les z négatifs, chacune d’amplitude /2 :

) = %’” [exp <z (mrz;m)) + exp (z (wt+2§z>)] (9.46)

Champ électrique

On ne considerera que le cas d’un point d’observation M dans la zone de rayonnement. On a alors 6’ =~ 6 et
r’ a~r—z cos(d) (cf Figure 9.22). D’apres (9.12), le champ dE créé par le moment dipolaire élémentaire dp
s’écrit :

Mo w? dp

dE =
4dmr’

sin(6) iy

ol le moment dipolaire dp est exprimé a Uinstant retardé ¢’ =t — r/c. Apres calcul, on obtient :

= I, . 2 ) 2 R
dE = — ;K09 m exp | —1 wt' — T2 +exp | —¢ wt' + 22 sin 0 dz g (9.47)
8! A A

soit encore :
. How

1
40!

4. Cette description d’une antenne demi-onde est sujette a caution car 'onde de courant le long de ’antenne ne peut étre
réellement sinusoidale que dans le cas d’une absence de perte, c’est-a-dire sans phénomeéne de rayonnement. Dans une antenne
réelle, la distribution de courant n’est pas exactement sinusoidale, mais ce phénomeéne peut étre négligé (et de toute fagon, on
ne sait pas faire autrement..).

dE = —

I(t") sinfdz iy (9.48)
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Pour intégrer le long de Pantenne, on peut utiliser r’ &~ r au dénominateur car r > \. Attention, on ne peut
pas utiliser cette approximation dans l'expression du temps retardé ¢’ = t — r’/c parce que la phase des
termes exponentiels dans (9.48) varie rapidement avec r'. Il faut donc poser :

, r — z cos(f) r  zcosf
tom e — T —
c c c

En un point M donné, toutes les contributions élémentaires dE ont la méme direction selon U et la méme
amplitude. Seules les phases sont modifiées. Le champ total s’écrit :

R I
E(M,t) = —iLéw " sin(6) exp(—iw (t—f))
Tr c
/+/\/4[ < _27rz(cosé—1)) < ‘27TZ(C089+1)>} .
X exp|—i———— ) +exp| —i—————= )| dzip
A4 A A

puis en intégrant :

= i . . T sin(m (cos —1)/2)  sin(m (cos +1)/2)\ _
E(M = —(———5 — -
(M 2) Z47rceo7“ sin(0) exp( L (t c)) ( cosfh —1 cosf +1
Apres calculs® :
= —iI(t") cos(m/2 x cosh)
= .4
E(M, 1) 2T ceyr sin 0 Yo (9.49)

Remarque 1 : On remarque que le champ électrique est indépendant de la fréquence d’excitation. C’est

cohérent car le champ E pour un dipdle est proportionnel & 1/\ mais la longueur de antenne est égale a
A/2.

Remarque 2 : L’expression (9.49) n’est pas définie pour § = 0 et § = 7. Mais, selon la régle de I’Hépital
(ou régle de Bernoulli), la limite est égale a la limite du rapport des dérivées. On en déduit que :

lim (F) = lim (E) =0

0 — 0 0 — m

ce qui est cohérent avec le fait que les dipdles ne rayonnent pas dans la direction de leur axe.

Champ magnétique
Comme B = E/c dans la zone de rayonnement, on a immédiatement :

< —ipoI(t") cos(m/2 x cosh)
B(M,t) = 9.50
(M, ¢) 27r sin 6 b (9:50)

Puissance rayonnée

Apres calcul, le vecteur de Poynting moyen dans la zone de rayonnement est :

- 1 12 (/2 56
- m_ cos (77/ 2>< cos )177» (9.51)
mTege 8T sin” 6

La puissance totale rayonnée P s’obtient en intégrant Ex B /o sur une sphere de rayon r. On obtient :

1-2 ™ 2 2 0
P = _m / €8 W.XQCOS )12 nodo ~ 36,54 12
8m2epc Jy r2 sin” 6

5. Au cours de vos études, vous avez (peut-étre) vu que :

sin (M) = — cos (f cosO) et sin <M> = cos <E CosG)
2 2 2 2
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puisque qu’on montre numériquement que l'intégrale vaut 1,219.

Remarque 1 : La résistance de rayonnement de 'antenne est donc R, = 73 €, soit environ 10° fois plus
que dans le cas du dipole de Hertz.

Remarque 2 : La puissance est principalement émise dans le plan équatorial (Figure 9.23). En comparant
avec le diagramme du dipole oscillant retardé, on constate que la puissance est plus rayonnée dans le plan
équatorial dans le cas de I’antenne demi-onde que dans le cas des dipoles élémentaires qui la constituent.

-9
cos (E p

= cos(H)) \

cos? (g cos(0)>

FIGURE 9.23 — Diagramme polaire des fonctions cos(7/2 x cosf) (courbe externe) et cos®(m/2 x cosf) (courbe
interne).

9.3.3 Autres antennes rectilignes

En posant 8 = 27/X, on modélise la distribution de courant le long d’une antenne rectiligne quelconque de
longueur 2 h par :

I(z,t) = I, sin(B(h—|z]))cos(wt)

En développant des calculs identiques a ceux du paragraphe précédent, on obtient le champ en superposant
les champs créés par les différents éléments de ’antenne, de longueur élémentaire dz :

B~ —i \/? In. oep(i 1) F(0) avec Flo) = S8R cost) = cos(Bh)
0

r sin 0

ou F(0) est le diagramme de rayonnement du champ E pour 'antenne linéaire dipolaire. La forme de F(6)
dépend de la valeur de S h = 27 h/\ et peut-étre tres différente selon ces valeurs (cf Figure 9.24). On remarque
que F(0) est toujours symétrique par rapport au plan § = 7/2 et que le diagramme de rayonnement de B
sera toujours des cercles puisque F'(6) ne dépend pas de ¢.

2h

FIGURE 9.24 — Diagramme de rayonnement des antennes linéaires dipolaires pour diverses valeurs de Bh = 27 h/\
(Bh=m/2, Bh=3n/2et Bh=57/2).
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Apres calculs, on obtient la puissance moyenne émise par cette antenne :

AP pocl?, (cos(ﬂh cos(6)) — cos(cos(B h)))2

aQ - 8x2 sin(6) (9:52)

L’intégration de cette équation sur tous les angles solides fournit la puissance totale rayonnée par 1’antenne,
mais un calcul complet nécessite de connaitre précisément la forme de F(f). Comme il y a autant de cas
différents que d’expressions différentes de F(8), un calcul général du rayonnement d’une antenne n’a donc
pas de sens. Il est trop dépendant de la géométrie de ’antenne choisie. Si on sait traiter le cas de 'antenne
demi-onde, on sait traiter tous les cas! On peut simplement dire que la présence de I,,, dans (9.52) permet
de toujours définir une résistance de rayonnement (cf Figure 9.25).

R
G P
~ 200~ AN 3
& 100 - . . S e
m p .l'l 1 1 k. 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0

FIGURE 9.26 — Réseau de deux antennes demi-ondes

FIGURE 9.25 — Résistance de rayonnement des an-
tennes dipolaires de longueur totale 2 h et de longueur
d’onde A (Figure extraite de [13]).

séparées par A/2. Les distances du centre des antennes
au point M sont respectivement r — A\/4 X cos(¢)) et
4+ A/4 x cos(v).

9.3.4 Réseaux d’antennes rectilignes

Le champ électrique de I'antenne demi-onde est maximum dans le plan équatorial. Dans ce plan, a une
distance donnée, I’amplitude du champ est identique. Lorsqu’on cherche & maximiser le champ dans une
direction particuliere, on n’utilise plus une seule antenne mais des réseaux d’antennes. On va illustrer ce
propos sur I'exemple de deux antennes demi-onde séparées de \/2, d’abord alimentées en phase et ensuite
en opposition de phase (cf Figure 9.26).

Deux antennes demi-onde en phase

Comme les antennes sont en phase, le champ E en M sera juste la somme des contributions (9.49) de chaque
antenne, en prenant en compte la distance qui est r — /4 X cos()) pour une antenne et 7+ A/4 x cos(¢)) pour
I’autre. Donc une antenne verra son signal arriver en avance par rapport a celui d’une antenne imaginaire
située au centre, d’une phase :
2m A cos(y) T cos(1))
A 4 2
tandis que 'autre verra arriver son signal en retard avec la phase opposée. Le champ total sera donc :

—i  cos(m/2 x cos(f)) (exp (72‘ m cos(w)) + exp (Zg COS(¢)>) I(t') g (9.53)

E(M,t) =
(M, ¢) 27 cey r sin(6) 2

Comme r cos(¢) = r sin(f) cos(¢), le champ total peut s’écrire :

- —1 cos(m/2 x cos(f)) T "o
E(M, t) = (f 0 )It 54
(1) = - IO cos (5 sinh) cos(0)) 1) (9.54)
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On peut considérer trois plans particuliers :

1. Plan (Ozy) pour lequel 6 = 7/2 :
T
E(M,t) x cos (5 cos(cb))

Le champ est nul pour ¢ = 0 ou ¢ = 7, et maximum pour ¢ = 7/2 : il y a une interférence destructive
le long de axe (Ozx) et constructive le long de 'axe (Oy).

2. Plan (Ozz) pour lequel ¢ =0 :

E(M,t) COS(W/S?HTH;OS(Q)) cos (g sin(@))

Le 1°* terme représente la distribution angulaire d’une antenne demi-onde (0 & § = 0 et maximum
a0 = m/2). Le 2° terme vient de l'interférence entre les deux antennes (maximum & 6 = 0 et nul a
0 = m/2). Le produit des deux est donc nul & § =0 et 6 = 7/2.

3. Plan (Oyz) pour lequel ¢ = 7/2 :

cos(m/2 x cos(H))
sin(6)

E(M,t) x

comme pour ’antenne demi-onde. Les deux ondes sont en phase et le champ total est le double du
champ d’une antenne demi-onde.

Le diagramme de rayonnement est indiqué sur la Figure 9.27.

FIGURE 9.27 — Diagramme de rayonnement de deux antenne demi-onde séparées de \/2 et alimentées en phase
(& gauche) ou en opposition de phase (& droite). Le spectre total a été coupé en deux pour plus de clarté (Figures
extraites de [1]).

Deux antennes demi-onde en opposition de phase

Si la 2° antenne est maintenant déphasée de 7, (9.53) reste valide en changeant le signe du 2° terme. On

obtient alors : - o)
= 1 cos(m/2 x cos(f T L
E= TCep 7 sin() cos (5 sin(6) COS(¢)) I(t") g (9.55)

Le diagramme de rayonnement est indiqué sur la Figure 9.27.

On conclu de tout ceci qu’on peut obtenir une grande variété de diagrammes de rayonnement en variant la
géométrie et la phase des diverses antennes. A titre d’exemple, la Figure 9.28 représente le champ E rayonné
en fonction de 'angle 6. Les conclusions sont généralisables : on observe un lobe principal & § = 0 et des
lobes secondaires sur les cotés.
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FIGURE 9.28 — Diagramme de rayonnement (coordonnées polaires & gauche et cartésiennes & droite) de | E | en
fonction de 6 pour un réseau de 10 antennes linéaires demi-ondes en phase (Figure extraite de [13]).

9.3.5 Les antennes a ouverture

Il existe d’autres types d’antennes que les antennes linéaires. Par exemple, parmi les plus utilisées , certaines
antennes sont caractérisées par la présence de surfaces métalliques dans lesquelles on a pratiqué une ou
plusieurs ouvertures : cornets, guides d’ondes ouverts, antennes a fentes, etc..

Du point de vue physique, le rayonnement électromagnétique de ces antennes est toujours produit par les
courants qui circulent sur les parties métalliques de Pantenne (cf Figure 9.29). Tout se passe comme si le
rayonnement était issu de 'ouverture de I’antenne.

| Rayonnement

Guide d’ondes /

Cornet \

Cable coaxial "

Ouverture

FIGURE 9.29 — Principe d’un cornet, alimenté par un cable coaxial.

L’analyse mathématique exacte de ces antennes a partir des courants dans les parois est délicate, en particulier
parce que la répartition des courants n’est pas facile a obtenir. Ces calculs ne peuvent généralement pas se
faire de maniere analytique, mais uniquement par modélisation numérique a I’aide de méthodes par éléments
finis.

Si on veut obtenir des résultats sans passer par ces méthodes nécessitant une forte puissance de calcul, on
peut obtenir quelques résultats approchés en utilisant des méthodes qui utilisent 'ouverture de ’antenne
comme la source principale du rayonnement. Certaines de ces méthodes sont brievement exposées dans le
Complément G.3 a la fin de cette partie.

9.3.6 Mode récepteur des antennes

Les dispositifs vus jusqu’a présent était utilisés pour émettre une puissance P a grande distance. Ils peuvent
également étre utilisés pour détecter un champ électromagnétique. On pourrait montrer (voir le Complé-
ment G.3.4) que le diagramme de rayonnement est identique & 1’émission ou a la réception pour tout élément
rayonnant passif.

Par exemple, la Figure 9.30 représente une antenne dipolaire utilisée en mode récepteur. Si I'impédance
d’entrée du systeme est tres élevée, 'antenne va générer une tension égale a la composante tangentielle de
E sur 'antenne, multipliée par la longueur de I'antenne.

Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS 270
Université Paris-Saclay (2022-2023)



FIGURE 9.30 — Schéma d’une antenne dipolaire électrique (& gauche) et d’une antenne dipolaire magnétique (&
droite) en mode récepteur.

Une boucle de courant peut également étre utilisée comme antenne réceptrice (cf Figure 9.30). Le champ
électromoteur sera maximal lorsque le champ B sera orienté dans la direction orthogonale a la spire. Pour
augmenter le flux de B A travers la bobine, et en particulier la tension aux bornes du circuit, on peut utiliser
un bobinage autour d’une 4me en matériau magnétique (par exemple une ferrite).

Conclusion

La théorie des antennes repose sur la généralisation a grande dimension des concepts des dipodles électriques
et magnétiques oscillants. On est néanmoins forcé de faire des approximations importantes, en particulier
liées au fait qu’on ne sait pas prendre en compte la forme réelle de la distribution de courant dans le volume
de I’antenne.
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Annexe G

Compléments des Chapitres 9 a 11

Sommaire

G.1 Diffusion de Mie

G.2 Rayonnement d’une distribution quelconque
G.3 Quelques développements théoriques pour la modélisation des antennes . . .

G.1 Diffusion de Mie

La diffusion Rayleigh vue au § 9.1.6 n’est valable que pour les particules diffusantes tres petites devant
la longueur d’onde. La diffusion de Mie est une théorie complexe de la diffraction de la lumiére par des
particules sphériques, dont le rayon varie entre 0.1 et 10 fois la longueur d’onde. Etant donné qu’il n’y a
pas de solution analytique au probleme, il a fallu attendre, pour son étude extensive, les progres en calcul
numérique de ces dernieres années. La diffusion Rayleigh est un cas limite de la diffusion de Mie.

0,1 nm 1nm

10 nm

100 nm

1pm

10 um

100 pm
l l

»
»

Molécules dans

Aérosols dans
I'atmosphere

I'atmospheére
I

Gouttes d’eau
dans les nuages

I
|
| Rayon
|

Poussieres et
cristaux de glace
dans I'atmosphere

Diffusion Rayleigh

v
g

Diffusion de Mie

Optique
géométrique

FIGURE G.1 — Répartition typique des différents processus de diffusion du rayonnement électromagnétique.

On peut voir la différence entre la diffusion Rayleigh et la diffusion de Mie dans deux phénomeénes lié a

latmosphere terrestre (cf Figure G.1) :

1. La diffusion Rayleigh sur les molécules de "atmosphere explique la couleur du ciel (S 9.1.6). Cette
diffusion dépend de la longueur d’onde et disperse uniformément dans toutes les directions.

2. La diffusion de Mie provient de la diffusion de la lumiere sur les aérosols présents dans l’atmosphere
et sur les fines gouttes d’eau qui constituent les nuages les nuages. Cette diffusion varie peu avec la

Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS

Université Paris-Saclay (2022-2023)

273



longueur d’onde mais n’est pas isotrope car elle diffuse préférentiellement vers 'avant (cf Figure G.2).
Elle explique la couleur des nuages : toutes les longueurs d’onde sont diffusées vers I'observateur qui
voit donc un nuage blanc.

'\\ » ., o
\\ /"
—_— %’ Diffusion Rayleigh
» “« N
Rayonnement ¥ *
incident

Com— 37" Diffusion de Mie

FIGURE G.2 — Indicatrices de rayonnement typiques pour la diffusion Rayleigh et la diffusion de Mie.

3. Lorsque la taille des particules cibles est tres grande devant la longueur d’onde, les lois de 'optique
géométrique sont applicables. C’est par les lois de Snell-Descartes qu’on traite le cas de la diffusion a
travers une goutte d’eau (ce qui ameéne a la formation des arcs-en-ciel).

G.2 Rayonnement d’une distribution quelconque

On peut utiliser ce qui a été vu pour le rayonnement des dipoles électriques et magnétiques oscillants au cas
d’une distribution arbitraire contenant des charges et des courants. La seule contrainte admise est que cette
distribution est localisée dans une zone finie de 'espace (cf Figure G.3). On va faire dans ce paragraphe un
développement multipolaire des potentiels retardés.

»

u, -
=
r

.9
(D) i
g
0 P

SV

e
uX

FIGURE G.3 — Rayonnement en M d’une distribution de charges et de courants (D) localisée dans l’espace. Le
point courant P décrit la distribution volumique. La figure n’est pas a 1’échelle puisqu’on considére que le point
d’observation M est éloigné de l'origine O.

G.2.1 Calcul des potentiels et des champs
Calcul des potentiels retardé

Le potentiel scalaire retardé se met sous la forme :

—
O(M, t) = 1 /// p(7', t—ri/c) av avec ri = Pt (r)2—27. 7 (G.1)
47‘1’60 D T

Comme précédemment, on est amené a faire plusieurs approximations :
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1. L’approzimation dipolaire consiste & dire que r’ < r. On écrira donc :

= =/ =%
ri zr(l—r'r) et p(F' t—ri/c) Np(”t——i- 'T>

r2 c

En notant tg = ¢t — r/c le temps retardé a l'origine, on peut faire un développement de Taylor et dire
que :

. . . ot 172 AN
p(F'st—rife) =~ p(F', to) + p(7”’, to) . +2p( - >—|—3'P( . )—i— (G.2)

2. L’approximation non-relativiste consiste a dire que les charges ne se déplacent pas "trop” rapidement.
Pour le cas du dipdle, cette approximation se traduit pas w/c petit. Dans le cas général d’une dis-
tribution quelconque, il est plus délicat de tirer une conclusion définitive. On admettra que cette
approximation, combinée a ’approximation dipolaire, permet simplement de ne conserver que les
termes du 1°" ordre en 7.

Finalement, on écrira :

oo = gk [ o f o om - ([ o)

ou la 1% intégrale est la charge totale @ de la distribution et les deux autres intégrales représentent
le moment dipolaire a l'instant tg.

On écrira donc :

4dmeg \ 1 72 re

On peut remarquer que le 3° terme dans le développement de ® n’est pas présent dans le cas statique
et est donc caractéristique du rayonnement.

Pour le potentiel-vecteur, on aura :

o = 3 [ F

Comme précédemment, pour les problemes de rayonnement, on peut se contenter pour A du 1°* ordre en r

pour le développement. On obtient alors :
Ko /// T, to) dV
Q0 D

AM, ) ~ i‘f;p(? (G.4)

Q

A(M, t)

puis :

Calcul des champs dans la zone de rayonnement

On se s’intéresse qu’aux champs qui varient plus lentement que les champs statiques, c’est-a-dire aux champs
qui varient comme 1/r. On négligera systématiquement les termes en 1/r2, 1/73, ... Apres calculs, on obtient :

S0 ) sin(d B
7#023( 0) sin(9) g et B(M,t) =~

o P(to) sin(6)
4 r drc r (G-5)

E(M, t) ~ Ug

Remarque 1 : On retrouve que les champs E et B ont localement une structure d’onde plane, comme
pour tous les phénomenes de rayonnement.

Remarque 2 : Dans ce paragraphe, on a fait un développement multipolaire des potentiels retardés pour
trouver les champs qui sont source d’un rayonnement, a ordre le plus bas en r’/r. On trouve qu’il s’agit du
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moment dipolaire électrique, aussi bien pour E que pour B. Un monopodle électrique, tel que présent dans
(G.3), ne rayonne pas. On en déduit par exemple qu’une sphere chargée, dont le rayon varie, ne rayonne pas,
ce qui n’est peut-étre pas intuitif!..

Remarque 3 : Si le moment dipolaire électrique p est nul, il n’y a pas de rayonnement dipolaire et on
doit alors aller & Pordre suivant en r’/r. Ce terme est en deux parties : 'une est liée au moment dipolaire
magnétique de la distribution, I’autre a son moment quadrupolaire électrique.

G.2.2 Puissance rayonnée a grande distance

Le vecteur de Poynting s’écrit alors :

i FE x B 1o .
R = ~ t
140 1672 ¢ [A(to)]

5 sin®(0)
2

Uy (G.6)

En intégrant & travers une sphere de rayon r, on obtient finalement la puissance totale rayonnée par la
distribution :

R RETRE
Pray ~ 61c (tO)] (G7)
G.3 Quelques développements théoriques pour la modélisation
des antennes

Pour I’étude du fonctionnement des antennes, quatre grands théoremes fondamentaux ou principes sont
utilisés :

1. Le théoreme d’équivalence

2. La théorie des images
3. Le principe de Babinet
4

. Le théoréme de réciprocité de Lorentz

Ils sont décrits dans la suite de ce paragraphe.

G.3.1 Théoreme d’équivalence

La démonstration rigoureuse de ce théoreme est récente car elle se fait a ’aide de la théorie des distributions.
Ayant été pressenti initialement en optique par Huygens et Fresnel, il est parfois connu sous le nom de
principe de Huygens-Fresnel.

On considere des champs E et B créés par des sources localisées dans I’espace. On sépare I’espace en deux
domaines par une surface fictive (5), appelée surface de Huygens : & 'extérieur le champ électromagnétique
est (Eg, Bp). A lintérieur, on impose un champ nul (cf Figure G.4).

Point d’observation

Sources Surface (S) .
Domaine
intérieur D,

FIGURE G.4 — Domaines intérieur D; et extérieur D, du théoreme d’équivalence (voir texte).

P

Domaine
extérieur D,

1. Le champ est alors constant et vaut Q/(4 7€) Ur.

Electrodynamique classique du vide et des milieur continus, Magistere de Physique & ENS 276
Université Paris-Saclay (2022-2023)



On note U(M) la fonction caractéristique associée a I’espace extérieur aux sources : U(M) =1si M € D, et
U(M)=0si M € D,;. A l'aide de ces notations, on peut écrire le champ dans tout ’espace sous la forme :

—

E(M,t) = UM)Ey(M, t) et H(M,t) = U(M)Hy(M, t) (G.8)
En dehors des sources, le champ vérifie :

- o oF
t H = —_— .
e V x €0 ot (G.9)

B = o
Pour évaluer les champs E et B aDaide de ces deux relations, il faut utiliser la théorie des distributions car
on passe brutalement de la zone de champ nul a la zone de champ non nul.
On écrira donc :
V.E(M) = U(M) (6 XEO(M)> i x (52 AE)
(G.10)
V xH(M) =U(M) (v xHO(M)) + i x (52 Aﬁ)
ol :
e AE et AH : sauts de E et H en tout point M de la surface (S).
e §(X) : distribution associée & tout point M de la surface ().
e 71 : normale sortante de la surface (.59).

Le champ électromagnétique est nul du coté interne de la surface (S) et vaut (EO, ﬁo) juste a lextérieur de
(S). On peut donc écrire que :

SLAE = §S Eo(M) et SSAH = 6% Ho(M) (G.11)

En utilisant (G.11), et en injectant (G.9) dans (G.10)

VxE(P) = —puo afg(tp) + 0%7 x Eo(P)
(G.12)
VxH(P) = —e OE(P) | 557 x Hoy(P)

En comparant (G.9) et (G.12), on voit que tout se passe comme si les champs dans le domaine extérieur D,
étaient dus a des courants équivalents :

J, = 6% x Ho(M) et Jp = — 6% x Eo(M) (G.13)

La connaissance des champs sur la frontiére (S) permet de connaitre le champ en tout point du milieu
extérieur. On peut traiter le probléme en considérant le rayonnement des sources équivalentes J. et J,,.

Remarque 1 : Noter que les courants J, et J,, sont des courants liés, qui n’ont pas d’existence réelle. Ils
ne sont & considérer que comme des artifices de calcul.

Remarque 2 : En toute rigueur, pour appliquer le principe d’équivalence, il faut que la surface de Huygens
soit fermée. Son application a des surfaces ouvertes améne parfois des résultats éloignés de la réalité.

Pour de nombreuses antennes (métalliques la plupart du temps), il est possible de connaitre une expression
analytique des champs proches de la surface. On utilise alors le théoreme d’équivalence pour en déduire le
rayonnement de ces antennes, méme si les surfaces ne sont pas fermées. On est souvent amené a agir ainsi
car il s’agit souvent de la seule fagon d’obtenir une expression analytique des champs rayonnés.

G.3.2 Théoreme des images

Ce théoreme permet une simplification du calcul des champs, dés lors qu’on peut supposer la présence d’un
plan infini parfaitement conducteur.
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.

Antenne Antenne imprimée
Antenne « cornet »
« parabole » sur un substrat

FIGURE G.5 — Exemple de quelques surfaces de Huygens (en pointillés) proches d’une antenne.

Théoréme des images en électrostatique

On a vu (§ 2.3.2) que la méthode des images (cf Figure G.6) permet de trouver rapidement le champ d’une
charge en présence d’un plan infini parfaitement conducteur.

. .
7 o-0 7 -0
/‘ /‘ . 9
Plan parfaitement Surface \
conducteur équipotentielle Charge image

FIGURE G.6 — La méthode des images permet d’obtenir facilement le champ E en présence d’un plan infini parfai-
tement conducteur.

Théoréme des images en optique géométrique

Une réflexion totale sur un plan parfaitement conducteur suit la loi de Descartes : tout se passe comme si le
rayonnement était émis depuis le point image M’ en direction du point P (cf Figure G.7).

Observation Observation
Source Source

M M

\ /’
M’ M’
Plan
parfaitement

conducteur

\

Image de la source Image de la source

FIGURE G.7 — Image d’une source ponctuelle (4 gauche) et d’un courant (a4 droite) sur un plan parfaitement
conducteur.

On a vu au § 1.7.2 que la composante tangentielle de E se réfléchit en changeant de signe, tandis que la
composante normale de F se réfléchit sans changer de signe. La conséquence de ceci est que 'image d’un
élément de courant parallele au plan conducteur est un élément de courant au point image M ' orienté en
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sens opposé, alors que 'image d’un élément de courant normal au plan sera dans le méme sens que la source

(cf Figure G.7).

Théoréme des images en électromagnétisme

Historiquement, de nombreuses propriétés électromagnétiques ont été d’abord étudiées par le biais de 1’op-
tique. L’optique géométrique étant la limite asymptotique des équations de Maxwell a la limite des hautes
fréquences, les propriété des images qu’on vient de rappeler sont valables en champ lointain.

On pourrait également montrer que le théoreme des images reste également valable en champ proche.

G.3.3 Théoreme de Babinet
Principe de Babinet en optique géométrique

Le principe de Babinet de l'optique géométrique stipule que si, entre une source ponctuelle et un écran
d’observation, on interpose successivement deux écrans complémentaires I'un de ’autre, la somme des champs
observés est égale au champ obtenu en 1'absence de tout écran (cf Figure G.8).

i Ecran
I Zone
d’ombre
Source Source I
Zone ] Zone
d’ombre ] éclairée
Ecran
| Zone
1 d’ombre
! Ecran
Plan Plan
d’observation d’observation
Situation #1 Situation #2

FIGURE G.8 — Le principe de Babinet en optique géométrique stipule que la somme des champs sur le plan d’obser-
vation mesurés lors des situations #1 et #2 correspond au champ observé en I'absence d’écran intermédiaire.

Théoréme de Babinet en électromagnétisme

On considére une source de champs électromagnétique qui provoque en un point P, en l’absence de tout
obstacle, des champs E; et ﬁi (cf Figure G.9). On considére désormais un objet de dimension quelconque
qui modifie le champ électromagnétique recu par le point P. On note Er et Hy les champs totaux au point
P en présence de I'obstacle.

Point Point
d’observation d’observation
[ ] o P L @ e P
Source Source
Obstacle

FIGURE G.9 — Un obstacle de dimension quelconque entre la source et le point d’observation y modifie la valeur du
champ électromagnétique.
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Comme en optique géométrique, on peut définir le champ diffracté par 'objet (noté Epet H p). Il est défini
en tout point de l'espace par :

ET = Ei+ED et ﬁT :ﬁl—i-ﬁp
et traduit la perturbation au champ électromagnétique généré par la présence de ’objet entre la source et le

point P.

On consideére une ouverture (X) dans un plan infini, parfaitement conducteur, illuminé par une onde électro-
magnétique. La surface () peut étre, comme sur la Figure G.10, constituée de plusieurs surfaces différentes
(un cercle et un rectangle ici).

Situation #1 Situation #2

FIGURE G.10 — Le théoréme de Babinet relie le champ électromagnétique derriere un écran conducteur parfait
(Situation #1) et derriére son complémentaire (Situation #2) (voir texte).

Le théoreme de Babinet stipule, dans le demi-espace ne contenant pas les sources, les relations suivantes
entre les champs totaux et diffractés :

(Er) = (i) et (Ep) = (dr) (G.14)
1 2 1 2
Cette relation permet de relier le rayonnement de structures en apparence tres différentes. Dans I’exemple

de la Figure G.10, on en déduit que le champ E rayonné a travers les orifices de la situation #1 est le méme
que le champ H rayonné a travers les deux surfaces de la situation #2.

G.3.4 Théoréme de réciprocité de Lorentz

On considére deux milieux (1) et (2), ot des sources J; (i = 1 ou 2) produisent des champs E; et H;. Si on
considere des milieux lhi pour lesquels D=¢E et B= ﬂ,ﬁ , on pourra écrire :

= = ag el = — b= 85 - -
V xE, = —6—; = iwpH et V xH, = J1+a—tl = Ji—iweE

et les mémes formes pour les champs du milieu (2).

En suivant un raisonnement proche de celui ayant amené au théoreme de Poynting (§ 1.4.1), on cherche a
calculer V . X ou X = F; x Hy — E5 x Hy. On obtient :

V.X

ﬁg. (6 XE1> _El- (6 Xﬁg) _ﬁl . (6 XEQ) —|—EQ (6 Xl’_jl)
= ﬁg. (zw,u]—iﬂ) 7E_:1. (j‘gfllCUEEé) 7]‘?1. (zw,uﬁg) +EQ (ji 7Z.CLJ€E_:1)

= Ey.Jy —Ei. ]y

On integre cette derniere relation sur un volume (V'), séparé du milieu extérieur par une surface (5). Il reste :

///(V) (Boodi— By J3) av = ﬁs) (By x Hy— By x ) a8 (@.15)
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Cette relation est connue sous le nom de Théoréme de réciprocité de Lorentz.

Un cas particulier important correspond & un volume qui tend vers lespace entier (la surface (S) est alors
rejetée & linfini). Dans ce cas, si les charges sont localisées dans une zone finie de 'espace, l'intégrale
surfacique de (G.15) est nulle. On en déduit que :

// El.jng:// Ey. JydV (G.16)
(V2) (V1)

ou les intégrations se limitent aux volumes (V;) sur lesquels les courants sont non nuls.

On en déduit une propriété fondamentale des antennes : le diagramme de rayonnement est identique a
I’émission ou a la réception pour tout élément rayonnant passif au comportement linéaire et réciproque.

Remarque : Les champs s’annulent également sur la surface (S) de (G.15) si (S) est parfaitement conduc-
trice puisqu’on a alors d’apres les relations de passage dans un modele surfacique et en notant 77 une normale
sortante du conducteur :

—

ixE =0 soit (Elxﬁ2).ﬁ=o et (E2xﬁ1).ﬁ=o

<
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