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Equations des ondes planes dans un milieu

- Déterminer les équations non couplées pour les champs E et B

Départ: Eq. Maxwell en absence de charges + C.1.

V-E=0
V-B=0
VxE= 9B On remplace:
- ot E —D / D = €E
1 9E
VXBZEE B —H / B = uH .
sachant : jiotal = Jiibre T VX M + 3
On obtient: Jiibre = 0
V-D=20
V-B=0
9B Avec les équations de continuité de la charge:
VXE=——
at
_ oD A0 -
VxH= P Plibre ou lice V. Dlisre ou tice = 0

ot

Equations des ondes planes dans un milieu

On combine les équations pour avoir une éq. en E et en B non couplées:

Vx(VxE) =...=_3(V3;<B
= AE —:—z% = 0 avecn? = u,€,
Méme analyse pour B:
2 52
aB —ZTE_ g

Observations:



Equations des ondes planes dans un milieu

- Déterminer les solutions de E et B

n? 92w

, e _n?o’w _
On résoudre I'éq : Aw ——=—-5=0
A 1D (ex: u,):

a2 n? 9%w

W —C—ZG?—O avec w=w(zt)

On décompose:
) n? 9 0 n? o
(—az —c—z?) (—az * c—zﬁ)w =0
On obtient 2 solutions linéairement indépendantes:

w(z, t) = g(z—vt) + f(z+vt) ol g et f sont des ondes planes propagatives

On écrit donc le champ E:
c c
E(zt) = E,(z +£t) +E-(z-=10)
_ ( N c t) N c . ol l'indice L dénote un vecteur
=fi(z n 9.z~ n ) perpendiculaire & u,
E 1 u,: onde TEM
(Transverse EM wave)

Equations des ondes planes dans un milieu

On écrit donc le champ B:

u,xE(z+5¢ u,xE_(z-S¢
B+(z+£t)=w ot B_(Z_zt)=M
n c/n n c/n
Alors B(z,t) = B, (z+%t) +B_(z—§t)
Observations:
* BlEetdoncB 1l u,:ondeTEM
e Orthogonalité:
e Stationnaires: ;
Eq Générale: Ef o o - ‘wikipedia
i § '_‘...-;f" '2"} " : (f,n [ ..1
_ c y I 777770
B0 = Ey (k- —£lklD) v 2l Z
_ w ' 1 Q'Y : 1 ¥ /
B(r,t) = n 7! I
k = kuy ol k = n Voir https://www.geogebra.org/m/jctrv8xe#tmaterial/bhvrgymr
A

Pour une polarisation quelconque :
https://www.geogebra.org/m/jctrv8xettmaterial /tfkbv46w




Equations des ondes planes dans un milieu

- Vitesse de phase de I'onde

E(r,t)=E, (k-r—£lklt) =E, (k-7 — wt)
Phase:
¢(r ,t)=k-r—wt

Vitesse de pase:
dr W c

E=v¢=vuk=guk=;uk

Chaque plande: ¢(r ,t) =cte se déplace a

En fonction des constantes du milieu:

w C
V=—=—-=

1 . . .
non U@ on a: k = w+/ue : relation de dispersion

Equations des ondes planes harmoniques

- Interlude mathématique: Transformé de Fourier

On définit la transformée de Fourier (T.F.) et son inverse (I.T.F.) par:

f(T, w) = f_oooof(r, t)eiwtdt f(r,t) = if_woo f(r, a))e_i“’tda)

Propriétés mathématiques et cas particuliers:

1. Toute fonction f(r, t) peut s’écrite comme combinaison linéaire des fonctions f(r, w)e i@t

2. Champs EM: E et B sont des grandeurs réelles = f(r,t) = R [@] = ]R[Ee—iwt] — % [Ee—iu)t + F_*e+iu)t]
2] = (—iw) X [..]

v [l.] -@-[.] Vx[.]->@)x[.] 4.1 - (-k)[.]

<f®g® >=1R[f g

FTIf(®) g(©)] = f() * ()

La TF f(t — t,) translatée: f(t — to)(w) = fjooof(t —ty)eltdt = ei® f(w)

T.F de la fonction delta de Dirac: 6 (w) = fjooo S(Hewtdt =1

© N o A~ ow

9. T.F: d’une exponentielle complexe: e'@ot (w) = 218 (w — wg)
Si f(t) = cos(wt) alors f(w) = n[8(w — wg) + 8(w + wy)]



Equations des ondes planes harmoniques

V-D = piipre V-D=0
V-B =0 bDans u; mirl]ieu en t V-B =0
. absence de charges e VxE=iwB
VXE=iwB courants libres: VxXH=—iwD
VxXH = jipre — iwD avecV.j +iwp =0
L'équation des ondes dans le régime harmonique pour les champs:
nw\ 2 ne\ 2
—_— = 5 (Me\T 2
AE(r,w) +(—) E(rw) =0 ot (%) = cuw
nw)? — 2 20, —
AB(r, w) + (T) B(r,w) =0 On obtient: [ —k* 4+ wep=0 ]

Ici I'éq. Helmholtz =éq. onde plane dans le régime harmonique monochromatique
La solution générale : E(r,t) = R [E(r)e‘i‘“t]
si onde propagatrice monochromatique:

E(r,t) = R[Ee—iw(t—?u.r)] — ]R[Ee_i(“’t_k'r)] avec k| =k = %

ou bien E(r,t) = %(E YE) = %(Eue‘i“’f + By emiot)

Advantages:

Polarisation d’'une onde plane

- Définie par I'évolution du champ E (dans le temps) sur le plan de normal || uy
- Référentiel:

e1-e2=0

€eq, e, u
1, €2, k/elxe2=Uk

- E(rt) se réécrit comme: E(r,t) = (e1€1 + epe5)elRT—00
— A, el®
avec ©1 Ale_ ! A, A, ER et ¢ =kr —wt
&y = Azel(pz
Cela donne:

E(r,t) = (A191 + Ayeyel(@z =91 )) ei(kr-owt+e)

- Différent cas de polarisation:

- Linéaire - Circulaire - Elliptique
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= Dispersion

- Introduction: décomposition de la lumiére. Vitesse de phase et de groupe

- Dispersion dans un milieu diélectrique: origine, propagation de 'onde selon £(w), effet d’interface
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- Dispersion dans un conducteur

Dispersion

- Introduction: décomposition de la lumiere blanche. Vitesse de phase et de groupe

Dispersion

White Light n= n(a))

Glass Prism

Origine du phénomeéne de dispersion :
= Conditions d’interface entre deux milieux

= |nteraction de 'on EM avec la matiere

nsin(@) = n,(w)sin(#)

7 propre a chaque 4;
sachant: k = Zl—ﬂ et w(k)=vk)- k

| Chaque A voyage avec sa propre vitesse
dans le milieu



Dispersion

Vitesse de 'onde EM :

= Vitesse de phase

_dr  dpor o
=G T T8 T k@ nw)

= Vitesse de groupe

1 Jw
vg(w) =E = a
Jw

Note: v, # vy sauf si w = ak (milieu non dispersive)
linéarisation de la dispersion
w(k) = wg + (k — ko) w (ko)

Dispersion

- Dispersion dans un milieu diélectrique:

= QOrigine




Dispersion

= Propagation de 'onde selon €(w):

& (w)>0

€,()<0 (pur imaginaire)

£, (w) complexe

=  Propagation a I'interface :

Dispersion ]

n e

- Modele de Drude-Lorentz ou de I'électron élastiquement lié @J\/\f\]y{)

P(t)=-ner(t)
avec n : densité volumique de dipdles
r(t): écart par rapport a la position d’équilibre
e : charge de I'électron

Eq. dynamique:

mei = —eE —yr —kr
forces d& champs f
forces d'amortissement
visqueux force de rappel

Si excitation harmonique:
E = Eoei(k-r—a)t)

Cela donne: r = rgeikr-»0 -
qui entraine I'apparition d’'un moment dipolaire électrique complexe p = qr 500

400

. 300

Ona x = ¥ (w), +iy"" (w); L
A . . . . 100
a partir de la relation constitutive: D = ¢E = gy&,.E = ¢ (1 +x )E .
Alors & =¢&'(w), +ic" (w) ~100

-200

=300

11.0 115 12.0 125 13.0 135 14.0

Wavelength (um) wikipedia



Dispersion
- Relations de Kramers-Kronig

On cherche des équations générales pour décrire la réponse d’une grandeur a une perturbation externe (ici P sous E 4 ).
P dépend de maniere causale et directe. Ceci implique que P ne peut pas exister avant que le champ ne soit pas appliqué. Ainsi,
cette causalité impose des relations entre les parties réelles et imaginaires de I'indice.

P(r,t) = sgj ¥ (r,t—1)E(r,t)dt
0 sit<O
Oou x(t)=| x#0 siE,y, appliqué

Comment cette condition temporelle se traduit-elle dans le domaine fréquentiel ? Relations de Karmers-Kronig

1 i u
¥ (@ =Rely (@)]=--P %_‘“w,)dw'

w P: partie principale (1°" terme non

© nul du développement limité)
v _1 X (o)
¥ (w)y=Img|y (wW)|==P ——dw
— T w —w

—00

I La partie réelle (imaginaire) est déterminée par la partie imaginaire (réelle)

Dispersion

- Propagation dans un milieu conducteur :



Sommaire

= Loi de conservation dans les milieux : Théoreme de Poynting
- Théoreme de Poynting dans les milieux
- Théoreme de Poynting pour des ondes monochromatiques

Loi de conservation dans les milieux

- Théoreme de Poynting dans les milieux (rappel)

On défini le vecteur de Poynting : Il = E X H

oD 0B
jjlibre'Ed37”=—JE><HdS—J E-—+H-— ) d°
v 5 v at ot

Dans un milieu simple (Lh.i,, cad: &, i, sont réels et cts) :

s . . ) s . ED+BH
- D =¢E et B = puH ;on déduit que la densité volumique de I'énergie EM est: Uy, = ;

On réécrit le théoréme:
dUu
= [ nds = [ ue - B
dt v
by
Ou sous forme locale de conservation de I'énergie:

du .
aim = —VII — jiipre ' E




Loi de conservation dans les milieux

- Théoreme de Poynting pour des ondes monochromatiques

- . . aD o . e .
Dans un milieu dispersif E - 20 ne peut pas s’écrire simplement comme la dérivée de E? ou du produit E - D

Dans le cas de champs harmoniques:
E(rt) = ]R[Ee—i(mt—kz)]=§(E0(r)e—iwt + EO*(r)e—i(ut)
On a: Up = Uy = %[E,% cos?(wt — kz + ¢,) + EZ cos?(wt — kz + ¢y,)]

n(r,t) = i [EZ cos®(wt — kz + ¢y) + EZ cos?(wt — kz + ¢y) |u,

21

w):

1
(um) = ZR[B-H*] =

Les moyennes temporelles sur une période (T =
2

4uc?

1
(X)) = 5 RE x H'] = %R[E. E'Ju = (up)vg

R[E.E*] = %R[E. D*] = (u,)

Cela donne le théoreme de Poynting dans le régime harmonique:
1
EJ. j}-Ed3r+fEdS+2iwf (Ue —Up) d37 =0
v v
S

Partie réelle : (IP_U-”m) = fs (IT)dS  Partie imaginaire: puissance réactive ou stockée temporairement en V

Résumé des contenues a retenir

m Retrouver I'équation de propagation dans le vide/milieux a partir des équations de Maxwell
m Ecrire la forme d’une onde plane généralisée et monochromatique
m Définir la polarisation d’'une onde plane monochromatique

m Dispersion dans un milieu diélectrique et conducteur: relation avec et modélisation des
grandeurs a l'origine, indice de réfraction et permittivités complexes, effets a I'interface et
caractérisation de I'onde plane dans le milieu

m Ecrire le vecteur de Poynting, la densité d’énergie électromagnétique, la conservation de
I’énergie dans le vide et les milieux simples



