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Magnétostatique

Equations de Maxwell pour la magnétostatique

Introduction au champ magnétique:

B est généré par N charges q; situés dans P; points et avec une vitesse v;

B admet le Pp. de superposition:

N

Ho O qiVixPiM

B(M) = 120y AT
M) = 4 TATTE
n=

dans le cas d’une distribution continue j(r’) avec V le volume total embrassé par les charges

o j(r)x(r — 1)
B(M) = E[_I;, dVll‘——l"I3

Rappels:

B pseudo-vecteur; crée par un courant = pas de monopole magnétique

Unité: T (Tesla: N/Am)

B ne travaille pas Fi,,s = qv X Bavecv L B = Puissance magnétique: Py, = 0



Magnétostatique

= Magnétostatique: VB =0
B(r) avecZ—f =0 satisfait VX B = uoj

sachantque V- (VX B) = uVj=0
Vj = 0= j(r) régime stationnaire
= Conservation de la charge: Vj + % =0

donné Vj=0 = g—sz

= Théoréme de Thomson pour la magnétostatique:

dans un volume sans charge, le |B(r)| peut avoir un minimum local mais jamais de maximum local

= Loi de circuits d’/Ampere 7 N
VXB=pol } fv x BdS = jg Bdl = pyl, /"""1T"""‘l
v, jr) =0 J ( Yk
I¢ est la somme des tous les courants I; dans le contour ou B a été calculé. \‘,T;‘-f——— ‘C_,_,»/

Note: I = [ j(r)dsS ‘
IC =_11+12+13

Magnétostatique

- Loi de Biot et Savart
Appliquons le Théoréme de Helmholtz au champ magnétique (VB =0et V X B = pyj):

B=VXA=V,x fdv' J

r—r|
r)x(r—r
B(M)——f dV]( ) (r|3 p)
cas d’une distribution de courant continue (I courant permanente constante) de taille finie
on obtient:
-
B(M) =224, —/dllrx_(:,lf )
Notes: - I'équation dépend du courant I et pas de la vitesse des charges

-Vxj=0= B=0

- valide pour tout circuit localisé dans le volume

- confirme VB =V, Z—;fv dV’M = 0;carjnedépendpasder

[r='|3



Magnétostatique

ldl x r=u.s
Exemples d’application de la loi de Biot et Savart: ~ B(M) = Z—;; gﬁc ol (1)

[r=7'|2

= Boucle circulaire de courant = Fil infini

I—CD

Wire segment

Griffiths

Zangwill

Ici: symétrie radiale, restent seulement les composantes
selon u,.

Ir—7'| =|r—1| = (R? + z%)1/2
ldl x(u, — u,s) = Idlcos(8)
u, IR? Uo I cos®(0)

B(M) = 2 Rzt 3 T g Wz

I Notons que selon la symétrie du probléeme, I'application du Théoreme d’Ampere pourra étre plus pertinent

Magnétostatique

Exemples d’application du théoréme d’Ampére: f VXxBdS = 3€ Bdl = pol¢
C

® Fil conducteur infini = Cylindre infinie
-
™~ B(r >R) =
. b —{—=~| @ B
| 7 \%
)T L B(r<R) =
] :
A I
A >,
= Solénoide infinie ® Feuille infinie

Sheet of curr ent‘ K

uZ
=
——  Amperian loop

Griffiths

fojR?

Ho] r



Magnétostatique

- Potentiel vecteur (A)
m Aestdéfinieaunectspres:A=A"+ Vo

s VA=0 VA = —V?%¢: condition de jauge
o de Coulomb

m  Unité T/m

Note: Il peut exister ¢y,,4 €quivalent au ¢ dle au E si n’existent pas de sources pour B (cad

si 7V X B=0).

m Eq. de Poisson:

VZA= - uoj (3 composantes); si il n’a pas de courant dans la region AA = 0

m A définie par Biot et Savart:

j A Lj(r)
_ Ko 1 _J@)  _ pol di
A= an J.V av lr=r'| 4w Eﬁc [r=1/| A 1B(r)

m  Relation flux magnétique @, et 4 :
Drnag = J¢ BAS = [; (Vx A)dS =¢, Adl
comme VB=0 ; fs BdS = fv VB dV = 0 = ®,,,, =0 si surface fermée

Magnétostatique
- Conditions d’interface
= Champ:

By — By = g js XNy
Bin = By

Griffiths T

= Potentiel vecteur:

AZ :Al

oty _om _
n an_:u'o.’s

Griffiths



Magnétostatique

Actions mécaniques: force, moment et trajectoires
Force de Lorentz:

F =Fo+F g = q (E+vXB)
- Notes: - Fyyqq4 ne travaille pas; 6W,qg = 0

- correction de la Fyqg surla Fp (¥/)?

- viole le principe d’action/réaction. Revoir la conservation de la quantité de mvt
wc = qB/m
R = UJ_/(UC

. dv . . . .
-éq. de mvt: m— = q v X B = Revoir trajectoires avec B uniforme (m.c.u. {

dat
et mvt. hélicoidal) et B non uniforme

- Applications des forces/analyses des trajectoires:

Electroaimant

- Détecteur de masse
} ,. Faisceaud’ions formé
- Séparateur d’isotopes Les ions trop lourds
sont peu deviés

Sourced’ions .
Les ions de masse

Les ions tro ; ,
a attendue sont détectés

légers sont tres

dévié Détecteur
evies

ol

Hautetension 0
r’d Pompeavide

Injecteur
Filament (échantillon)

Magnétostatique

= Force:

cas particuliers:

F=[, avj(r) x B(r) e
avec F « %(B) , car une charge ne peut pas exercer E_
de force sur elle-méme

un ruban F = fs dS js(rs) X Bayg(rs)

un fil F=1[. dlxB(r)

Force de Laplace: Force qu'exerce un champ magnétique sur un conducteur parcouru par un courant.
Contrairement a la force de Lorentz, Laplace est de caractére macroscopique (portion de fil)

dF; =1dlx B I AN LN
oUF=f—gll’§Cl¢Czdlx% | & E i
avec |, I’ les courants qui traversent le fil et Ll s b
qui créent le B, respectivement
Ty D,

=  Moment d’'une force magnétique:

r=¢. 0PxdF, = [, rx(jxB)dr

siI' # 0; le systeme tourne

cas particuliere d'un fil: T = Ifc r X (dl X B)
d’une spire: I' = ISu, X B



Magnétostatique

- Energie magnétostatique totale. Energie d’interaction et de réciprocité
m Energie magnétostatique totale Uy

Ug d’une distribution j(r) isolée est le travail requis pour créer le j(r) et le champ B associé. Uy est minimale pour
un systéme isolé. Déterminer Ug est donc calculer 6W,,; pour créer le circuit. On rappelle que la F,44 ne travaille
pas; ce qui reste est la F, qui s'oppose au déplacement de charges.

8 Up = 8 Woyr = —Fodr = Y (—q;E) - v;6t = — [ dVj(r) - E(r)8¢; si circuit filiforme §Ug = —I gﬁc dlEé&t

. . 0B | . N e -
INote: tout changement de B implique un Enon nul /V X E = > Ici B change suite a une modification du courant
dans le circuit. On obtient :

d do
SWopr = Ifs o+ dS5t; pour un contour fix : § Wy, = IEJ:S B- dSét = I% 5t;

On obtient donc: §Up = [.6Ppqq
Relation avec A (B = V7 X A + théoréme de Stokes): § Ug = [dV j - 6A

La Up totale est donc: Up = %ngj(r) A () dPr = g—;jj IJE) 43, g3y (ce derniére en jauge de Coulomb)

[r—r/|

Dansuncircuit: ~ Up = [1.6®pqq = %I D@pnag

Magnétostatique

A partir des sources: Up = —2; Je B?(r) d®r — [, A%ELS\‘
0
0

m Aspectlocald’ Ug
Ug = ile(r)lzd:“r >0
0

NP . . - 1
Note: on retrouve la densité d’énergie magnétostatique: ug = EBZ (r)
0

m Energie d’interaction et de réciprocité

Energie entre deux distributions de courant telle que j(r) = j, (1) + j, ()

Up(1 +J2) 5 Up(1) + Up(2) + VU1 J2) |

| [
E magnétostatique E interaction entre
(circuits isolés) distributions
.. Jj1(r) - j2(r") , , ,
Ve(1.J2) = ff = d?r d?r jdeh(T)Az(T) = delz(T)A1(T) |

Identité de Green pour la
magnétostatique

Note: Vg nest pas I'énergie potentielle V (= force mécanique reliant les position ; des charges/courants dans I'espace)



(VB =0,

Méthodes pour déterminer B en régime statique vxB=pjet

. Vj=0)
Formule de Biot-Savart

- Si les sources ou dB sont connues et facilement additionnables/intégrables
Théoreme d’Ampére
-pVxBdS =¢. Bdl =pglc > Silag, faisable +le choix du circuit est facile et contient les symétries
Conservation du flux
-®pg = g BdS = ¢, Adl - A utiliser si @, connu dans une région de I'espace
Potentiel scalaire
- Si volume vide, il existe un Gpag / B = —Vyy,e avec VB =0 et V X B = 0; V'V, il faut résoudre Adp,g = 0 (Eq.

Laplace) et raccorder les solutions entre les différents domaines disjoints se basant sur les conditions de passage de B.

Pb: conditions de passage de B ne sont pas simples

bmag fonction multivaluée

Potentiel vecteur

- Déterminer A (ses 3 composantes) dans le référentiel choisi. Ensuite faire V X A pour obtenir B.
Formule différentielle

-en champs: VX B = ugj et VB =0
-enpotentie: B=V X Aet VA =0

AA = —pyj = Eq. Poisson pour chaque Ai

Rappel: continuité de A aux interfaces
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Dip6les Magnétiques

- Développement multipolaire

Analogue a I'étude faite pour E(r); ici nous regardons B(r) crée par un circuit ou un j(r) de
volume réduit quand r - o

Nous partons de:

. , . 1 1 :
”0 f av’ Ir](:? qui permet I'expansion T . + |rr—:’|3 + -
On obtlent.
A (1) ——[ de @) + —de] aHr'+ . ]

\ J | / \_Y_)
| [
Terme monopole=0: . . ,
o _ Terme dipolaire Termes d'ordre
Vji=0oul$dl=0 supérieurs

1 .
Tia = 7 €t jdV’(T' X J)i = exum;

ol m; : moment dipolaire magnétique

7 (r' X j) : magnétisation ou densité volumique de m

Dip6les Magnétiques
- Dipdle magnétique

A longue distance: A =

yr r2 m X U, (terme dipolaire) sachantque B =V X A

on obtient :

B=2[m(vi)-m nz]="1 [—“T“‘”’” +Zms(r)]

4 r3

\ En regime éloignée}si m#0

YSans restriction enr, si existe un dipole ponctuel

m Lignes de champ:

ole| nord
dixB =0
et dgpag =0

ole sid

Remarque: a r — oo les lignes de champ de E et B sont idéntiques



Dip6les Magnétiques

Actions sur le diple magnétique
Force sur un dipole magnétique

Pour une distribution de courant de taille finie centrée en 0:

- Si B est uniforme:

F=¢ IdrxB=1I($.dr)xB=0

Note: méme sila F est nulle, si le dipdle se deplace/tourne, il 3 une dWypjace

- Si B es non uniforme (cad B(r") =~ B(ry) + ((r’ - ro).V)B(ro)):

Fap= | JO)XBG) &' = Y m¥- B(ro)
v k=x,y,z
Sim est constante = F(,, = V(m - B)

SiVX B = 0 (pas de sources dans le volume du dipdle) = F(,, = (m-V)B
Moment d’une force un dipole magnétique
l“dl-p(ro) = f r’ x (](r’) X B(r’)) d3r' =mxB + 19 X Fdip
v

Energie potentielle d’un dipdle magnétique
V3 = —m. B avec B uniforme (rappel: Vg = —p - E)
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Magnétostatique dans les milieux

- Introduction: magnétisation et courants de magnétisation

Quand on soumet un milieu magnétique a un Beyy # 0, le milieu magnétique génere une réponse By,pre
(= un moment magnétique dipolaire, m, induit).
Le champ magnétique a I'intérieur du milieu est:
Biotal = Bext + Bpropre
qui sont générés pas les courants j = jiipre + Jiite
oU Jipre correspond a des courants libres générant le Bey; et jjise provient des déplacements autour du point

d’équilibre de gharges liees du milieu et génerent le Byyqpre- Ce dernier se présente par exemple dans les
isolants magnétiques.

On note que jjjze = jp + ju avec:
, ap . - - .
" Jr=E—gp densité de courant de polarisation généré par le mvt des particules/charges

(=0 en conditions statiques)

= ju :densité de courant de magnétisation (suite a '’émergence d’'une magnétisation; cad, alignement des
dipbles magnétiques de la matiere). Elle existe méme dans le cas statique.

Régimes de réponse de la matiere: - m || B, paramagnétique (si permanente: ferromagnétique)
-m || —B,,; diamagnétique
- Byotal = 0 supraconducteur

Analogue a P(r), le terme magnétisation M (r) fait référence a le réarrangement macroscopique des dip6les
magnétiques quand la matiére est exposée a un champ externe. Elle définie une densité de dip6les magnétiques.

Magnétostatique dans les milieux

- Description microscopique du magnétisme
m Modele de Lorentz

Assume que M(r) est décrite par une densité volumique de m qui est proportionnelle a ZQ’:l my, ponctuels

1 L m)
M) =5 | 55X dmiero) =

Exemple:
M(r) = Mu,

et M=cte

W aarg
W
Wdaarg
W
WD
WM
WD
WA
WA
W
VRN
M

m Magnétisme de spin et orbitalaire

- Spin:s - Orbitalaire: m;,
N
#‘ Mspin=zsk5(r_rk) mLzéfr X j dV=fM0dV
k=1 -
avec un moment cinétique associé: ¢
q

Si LK =Tg XMy, = my = Z%=1_qk LK

m.=
s 9 2me 2me



Magnétostatique dans les milieux

- Magnétisation M(r)
m  M(r) défini un re-arrangement macroscopique des distributions de courant sous Bexi.
Boucle de courant j; << Q. Unité [A/m]
- Sources de M(r):

m  Moment dipolaire orbital: M, (1) } M(r) = M, (r) + My(r)
®  Moment de spin: My(r) ’ °

- Description a partir des courants de M(r):
! Remarque: si M(r) est uniforme,

m  Envolume: jy(r) =V x M(r) () = 0 et Kyy(ry) # 0
M - M\'s

m  Ensurface: Ky (rg) = M(rg) X n(ry)
Ceci mene a établir I'équivalence:

m  M(r) est une densité du moment dipolaire magnétique
1 , 1
dm = M(r)dV avec m==:[, (rxju)dV +3[; (rx Ky)dS [Am2]

B M(r) n’est pas unique (M(r) + VA donne le méme jy. La définition de jauge affecte uniquement a M, (r).)
m A potentiel vecteur produit par M(r):

_ Mo ¢ _JGD o po VIXME) o pe  MED)xn() S _ o f— 1 '
- Aa=R g8 gy = o p O qyr g b p BRI gt = K0 [ qy M) x V() dV

|r=7r'| lr=r'| 41T |r=r'| lr=r'|

Magnétostatique dans les milieux

- Excitation magnétique H(r) :

. - Juie
m Def. d’excitation magnétique:
En magnétostatique: V-B=0 et VX B = uy(jlipretVx M)
Onobtient: Vx (——— M) =jupre avec H=-—-M et V-H=-V-M
Ho Ho

Note: si V- H # 0 il existe un ppqq
m Conditions aux limites:

N2 X (Hy —H1) = Kiipre

ny - (Hy—Hy) =My —M;) -ny,; ou mng,p-(By—By)=0
m Relations constitutives:
RelientHaM / M(w) = [)(ij(w, wl)]H(wl) + [)(izjk]H(wl) * H(w, ) + ...

Dans le cas d’un milieu simple (linéaire, homogene et isotrope): la susceptibilité magnétique x4 est seulement
non nulle pour n=1 et de plus, elle est constante = M = yp,qgH

avec B = uoH + pgM = yo(l + )(Mag)H = poi,-H ol p, est la perméabilité magnétique relative



Magnétostatique dans les milieux

- Classification des matériaux magnétiques

Diamagnétique

Paramagnétique

Ferromagnétique

Induite; M(r) # 0 seulement en présence d’un By,

Spontanée; M(r) reste méme si B, est

Aimantation s . :
ramené a 0. 1°" courbe d’aimantation.
Mvt orbital autour du noyau sous B ;. Spin— m;. Moment magnétique m;+interactions
intrinséque sans interaction entre eux. 3 domaines+parois
Origine

Réponse+direction

Réponse linéaire. M(r) s’aligner avec le

Réponse linéaire a T| .. m; s'alignent;

Réponse non —linéaire: cycles

deM champ B,y;; sens opposé. méme sens que B,;. Minimisation U. d’hystérésis.
AXmag <0 M=nm=y E Xmag >0 Xmag >0;>1

Xmag 107* -107" me 107* peut attendre 10*
Solide - gas n: densitg dipoles

Eléments table périod. a droite a gauche milieu
Lignes de champ
| guide/attrape les lignes de chame proches
Supraconducteurs ﬁ Langevin l Cycles d’hystérésis : T
Autres Xmag=-1 ;KO/—- ® i T <T¢ )
(diamagnétique parfait) v E

Magnétostatique dans les milieux

= V-B=0
* V-D = piipre
oB
= VXE= _E
. oD
" VXH:]Zibre"'g )
. . oP
- ]=]libre+VXH+a_t
" P = Plibre T Plice avec
- plibre _
"V “Jiibre T =0 et

at

Piige

Equations de Maxwell en fonction dans les milieux

En fonction des
charges libres

=—V-P

Ve + 2252 = 0




Magnétostatique dans les milieux

- Forces et précession

m  Force sur un milieu magnétique/aimant

> volume V de magnétisation M(r) (induite ou spontanée)
o B , P . . .
Mo > 2 méthodes pour calculer F: - Evaluation Figene, * Jribres Jm » Km
;f:;\f\'\ - - Evaluation de M (1) comme collection des m; dipolaire ponctuel
L

F=f jlibreXBO d3r+f (MV)B0d3T =f jlibreXBO dV+J. p*BodV‘FJ‘ O'*BodS
v v v v S

m Précession de Larmor
Torque sur le moment magnétique :%’ =ymXB
tel que [m| et m, (m |l B) sont constantes et —
y (rapport gyromagnétique) est le rapport entre le moment magnétique
et le moment cinétique d'une particule. Ex:s, m
Précession: m tourne autour de I'axe de B a vitesse constante
=Fréquence: (; = yB (fréquence de Larmor)

Applications: RMN, IRM

Magnétostatique dans les milieux

- Energie et théoréme de Poynting dans les milieux

I Toute variation d’énergie est liée a la F¢,om, Car B ne travaille pas. L'énergie EM est donc:
W = dejtotale -E &t
dont les densités de 6W

SoEZ
2

- Polarisation : oW =dP - E

- Magnétisation:

2
- Champs (E, B) dans le vide : 6W = d(=%—+ %)
0

il faut considérer I'énergie stockée dans le matériau suite a 'émergence des courants de magnétisation jy;. Le
travail fourni par le champ électrique pour augmenter I'énergie volumique interne de la matiére par unité de

temps est : 6umag=jM-E5t=(VxM).E5t=---=—MdB
Le changement élémentaire de la densité d’énergie associé au champ magnétique est up:
BdB
duB = duB_Champ + dumag = " — MdB =H -dB
0

On obtient pour des milieux magnétiques simples : up = %B. H



Magnétostatique dans les milieux

La variation totale est :

B
Wiotate = AUtotate = d(£0E+P)’E+<‘u_—M>'dB =E-dD+H-dB
0

Et la densité d’énergie pour les milieux simples est:

1

= Théoréme de Poynting (milieux)

Pour déterminer le théoreme de Poynting, on fait:
. oD
E- (VXH=jipre +57)
plus on utilise: V- (ExXH)=H-(VXE)—E-(VxH)

Cela résulte:

V- (ExH) +jupre - E(r,t) = —=E- 22— H- 22 = —dug,

On défini le vecteur de Poynting dans les milieux: IT = E X H

Résumé des contenues a retenir

Magnétostatique

Equations de Maxwell pour la magnétostatique. Savoir écrire et appliquer la loi de Biot et Savart. Connaitre le
potentiel vecteur et ses conditions de continuité. Notion de potentiel scalaire. Flux magnétique et sa relation avec
A et B. Savoir écrire la force subie par une distribution de courant. Connaitre la force et le couple exercé sur un
dipdle. Energie magnétostatique. Méthodes pour déterminer B (Formule de Biot-Savart, Théoréme d’Ampere,
conservation du flux... )

Dip6les magnétiques

Multipoles magnétiques : développement multipolaire, moment magnétique, champ A et B créé par un dipdle,
moment dipolaire d’un circuit planaire

Magnétostatique dans les milieux

Savoir définir 'aimantation M d’un milieu, son lien avec les courants liés volumique et surfacique. Connaitre le lien
de M avec le moment dipolaire total d’'un milieu. Savoir définir les courants libres et liées. Définir et écrire le champ
H en fonction de B et M. Ecrire 'équation vérifiée par le champ V xH. Conditions aux limites pour H. Les relations
constitutives. Définir x,,. Savoir décrire un milieu homogene, linéaire, isotrope. Savoir définir le diamagnétisme,
paramagnétisme et le ferromagnétisme. Avoir des notions sur leurs origines respectifs. Connaitre les ordres de
grandeurs de leurs y,, respectifs, quand il existe. Dans le cas du ferromagnétisme, connaitre le cycle d’hysterésis,
définir 'aimantation rémanente, 'aimantation de saturation et champ coercitif. Ecrire les équations de Maxwell en
fonction des seuls charges et courants libres. Connaitre le théoréme de Poynting dans le cas d’un milieu linéaire
non dispersif.



