Licence Sciences et Technologies Institut Villebon - Georges Charpak, Orsay
UE Maths Générales 1 2023-2024

Evaluation du lundi 9 Octobre

Durée : 1h30 (tiers-temps : 2h)
Baréme indicatif :

e Exercice 1 : 6 points

e Exercice 2 : 14 points

Exercice 1 ().
Soit n > 2. On rappelle que M,,(R) désigne 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n.
On pose J une matrice de M,,(R) et on définit alors I’ensemble suivant :

Qr={MeM,R)|JM=MJ}
1. Démontrer que 27 est un espace vectoriel.

2. Dans cette question, on prend n =2 et J = ((1) (1))

(a) En calculant MJ et JM pour une matrice quelconque M = (Z Z), déterminer une

famille génératrice de €.

(b) Justifier que la famille obtenue est une base (ou bien extraire une base de cette
famille), puis déterminer dim(2y).




Exercice 2 ().

Partie I :
On considére la matrice suivante :
0 1 1
Q=1 0 -1
-1 1 2

1. Calculer Q — I3 et Q2.

2. Déterminer vy, vg, v3 tels que
ker(Q — I3) = Vect(v1,v2) et ker(Q) = Vect(vs)

3. Démontrer que la famille (v1, v2,v3) est une base de R3.







Partie II :

Soit E un espace vectoriel.
Soit p € L(E) une application linéaire telle que p o p = p, c’est-a-dire que pour tout = € F,
p(p(z)) = p(z).

On considére les ensembles suivants :
Ey={z € E|p(z) =0}
et
Ey={z e E|p(z) =z}
1. Montrer que Ey et E7 sont des espaces vectoriels.

2. Démontrer que si x € Ey et y € E; sont des vecteurs non nuls, alors la famille (z,y) est
libre.

3. Soit z € E.
(a) Démontrer que p(z) € E; et que x — p(z) € Ep.
(b) A T'aide notamment d’un raisonnement par I'absurde, démontrer qu'il existe une
unique écriture de x de la forme

T =x9+ T

avec xg € Eg et 1 € E;



