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Exercice 1 ().
Les parties II et III sont indépendantes de la partie I. Les résultats de la partie II peuvent être
utilisés dans la partie III.

Un des objectifs de cet exercice est de démontrer le théorème de Cayley-Hamilton (le polynôme
caractéristique d’un endomorphisme est un polynôme annulateur). Il ne peut donc pas être uti-
lisé pour répondre à des questions de cet exercice.

On rappelle que si E est un espace vectoriel de dimension n ≥ 1, alors

dim(Mn(R)) = dim(L(E)) = n2

Partie I

On considère l’endomorphisme f de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =

 2 1 2
−1 −1 −1
−1 0 −1


1. Déterminer une base de ker(f).

2. Déterminer une base de Im(f).

3. ker(f) et Im(f) sont-ils supplémentaires dans R3 ?

4. Calculer le polynôme caractéristique de A, puis montrer que c’est un polynôme annulateur
de A.

5. La matrice A est-elle diagonalisable ?

6. On pose x =

1
0
0

. Démontrer que les vecteurs x,Ax et A2x forment une base de R3.

7. Calculer la matrice de f dans la base de la question précédente.

8. On rappelle que la trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux
et que l’application trace, notée tr, est linéaire.
On pose H = {M ∈M3(R) | tr(M) = 0.

(a) Démontrer que H est un espace vectoriel.

(b) Calculer dim(H).
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Partie II

Dans cette partie, on se place dans un espace vectoriel E de dimension finie n ≥ 1.

On rappelle que le symbole ◦ désigne la composition de deux applications, et que lorsque f est
un endomorphisme on peut définir fk = f ◦ f ◦ ... ◦ f︸ ︷︷ ︸

k fois

par : fk(x) = f
(
f(...f(x))

)
pour tout

x ∈ E.

1. Dans cette question seulement, on considère un endomorphisme f tel que fn = 0 et
fn−1 6= 0. On pose x ∈ E tel que fn−1(x) 6= 0.
(a) Déterminer un polynôme annulateur de f
(b) Démontrer que la famille (x, f(x), . . . , fn−1(x)) est une base de E.
(c) Calculer Sp(f) (l’ensemble des valeurs propres de f) et en déduire que f n’est pas

diagonalisable.
2. Soit k ≥ 0 un entier. Démontrer que ker(fk) ⊂ ker(fk+1).
3. En déduire l’existence d’un plus petit entier j? tel que pour tout k ≥ j?,

ker(f j
?
) = ker(fk)

4. Démontrer que dim
(
ker(f j

?
)
)
≥ j?

Partie III :
Dans cette partie, on se place dans un espace vectoriel E de dimension finie n ≥ 1.

On pose u ∈ L(E) un endomorphisme quelconque de E. On pourra utiliser sans démonstration
les résultats suivants :

• Si Q est un polynôme, alors ker(Q(u)) est stable par u, c’est-à-dire que pour tout x ∈
ker(Q(u)), u(x) ∈ ker(Q(u)).
On peut alors définir l’endomorphisme induit par u sur cet espace,

û : ker(Q(u))→ ker(Q(u))

tel que û(x) = u(x) pour tout x ∈ ker(Q(u)).
• Si P1 et P2 sont deux polynômes, alors P1(u) ◦ P2(u) = P2(u) ◦ P1(u).

1. Démontrer que la famille (id, u, u2, . . . , un2
) est liée et en déduire l’existence d’un polynôme

annulateur de u.

Dans la suite, on notera ce polynôme de la manière factorisée suivante : P (X) =
∏r

i=1(X−
λi)

di

2. Justifier que le polynôme caractéristique χu est de la forme χu(X) =
∏s

i=1(X −λi)ni avec
s ≤ r.

3. Soit x ∈ E.
(a) Démontrer que :

E = ker(u− λ1id)d1 ⊕ ker(u− λ2id)d2 ⊕ · · · ⊕ ker(u− λrid)dr

(b) Démontrer que χu(u)(x) = 0.
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