Université Paris-Saclay Intégration MDD302
L3 DD 2024-2025

Feuille d’exercices 1 : Révisions

Exercice 1. (Borne supérieure et inférieure).

1. Déterminer la borne supérieure et inférieure dans R U {oo} des parties suivantes

A:{ng,neN*}, B:{nn

11
nmeNt, C=Qn]1,10[, D:{—,, eN*}.
1" } QN]1,10] PR

2. Déterminer ||f||lc = sup,cg |f(z)| pour f : R — R définie par f(z) = éiﬁz (on pourra

commencer par esquisser le graphe de cette fonction). Méme question pour la fonction g =
=2
Exercice 2. (Borne supérieure). Vrai ou faux (justifier en donnant une preuve ou un contre
exemple) ? Si vous répondez faux, essayez également de réparer 1’énoncé pour qu’il devienne correct.
1. Soient A et B deux parties bornées de R, alors A C B = sup(A) < sup(B).
2. Soient A et B deux parties bornées de R, alors A C B = inf(A) < inf(B).
3. Soient A et B deux parties bornées de R, alors sup(A+B) = sup(A)+sup(B) et inf(A+B) =
inf(A) + inf(B).
4. Soit f: R — R, il existe x € R tel que ||f]|co = f(2).
5. Soit f: R — R et M un réel, on suppose que pour tout =z € R, f(z) < M alors ||f||cc < M.
6. Soit f : R — R et M un réel, on suppose que pour tout x € R, |f(x)| < M alors ||f||cc < M.

Exercice 3. (Borne supérieure) Soient A et B deux parties non-vides de R telles que pour tous
a€ Aetbe B,onaa<b Démontrer que A est majoré, B est minoré et sup(A4) < inf(B).

Exercice 4. (Définition de limite). En utilisant uniquement les définitions formelles de limite pour
les suites réelles :
— (n)nen est convergente de limite a € R si pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n > N, on ait |z, —a| < €;
— (@p)nen diverge vers +oo si pour tout A > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on
ait x, > A;
montrer que :

1. Si (n)nen est une suite de réels strictement positifs divergeant vers +oo alors la suite (ﬁ)
a pour limite 0.
2. Si (zp)nen est une suite de réels telle que lim, o0 , = 0 et (yn)nen est une suite bornée,

alors limy, o0 (2, - yn) = 0.

Exercice 5. (Suites réels) Soit (z,)neny une suite croissante de réels qui admet une sous-suite
majorée. Montrer que (x,)neN €st convergente.

Exercice 6. (Fonctions indicatrices). Soient A et B deux parties de R.

1. Soit f: R — R. Montrer 140 f = 1y-14).



2. Montrer que A C B si et seulement si 14 < 1p.
3. Montrer que 1 = 14153.
4. Montrer que 1aup =14+ 15 — 1 anB.

Exercice 7. (Densité). Vrai ou faux? (On n’oubliera pas de justifier.)
1. Z est dense dans Q
2. R\ Q est dense dans R

3. Soit f : R — R une fonction continue et A C R un ensemble dense dans R alors f(A) est
dense dans R.

4. Soit f : R — R une fonction continue et A C R un ensemble dense dans R alors f~!(A) est
dense dans R.

Exercice 8. (Suites de fonctions). Vrai ou faux (justifier en donnant une preuve ou un contre
exemple) ?
1. Une limite simple de fonctions 1-périodiques est 1-périodique.
Une limite simple de fonctions paires est paire.
Une limite simple de fonctions bornées est bornée.
Une limite simple de fonctions continues est continue.

Une limite simple de fonctions de limite nulle en 400 est de limite nulle en +oo.

& vk N

Une limite simple de fonctions strictement croissantes est strictement croissante.

Exercice 9. (Convergence simple). Soient les fonctions de R dans R définies pour n > 1 et z € R

par

nsin(z) sin(nx) 1 2
n = Y, n = bl hn = A, 9 | 1 kn = e .

fn(@) 1+n 9n(2) 1+n () zt4+nz?2+1 () =e

1. Rappeler la définition de la convergence simple d’une suite de fonctions.

2. Pour chacune des suites (fn)n>1, (9n)n>1, (An)n>1 €t (kp)n>1 -

(a) Esquisser le graphe de quelques éléments de la suite. (On ne cherchera pas a décrire pré-
cisément l'allure de chacune des fonctions mais simplement de présenter graphiquement
leur comportement quand n varie.)

(b) Montrer que ces suites de fonctions convergent simplement et déterminer leur limite
simple.

Exercice 10. (Convergence simple). Alice et Bob révisent ensemble leur cours sur la convergence
simple des suites de fonctions. Bob dit la chose suivante :

Etant données deux suites réelles (Un)nen €t (Vn)neny qui convergent vers u et v
respectivement, telles que pour tout n, on a u, < vy, alors la suite de fonctions 1
converge simplement vers T, ,).

Un,,Un]

Alice doute de la véracité de ce résultat, et propose a Bob ’exemple suivant : la suite de fonctions
réelles (fn)n>1 définies par
fn g ]l[l71_l](:):).
1. Montrer que, pour tout > 1 et pour tout x <0, on a f,(z) — 0 lorsque n — 4.
2. Montrer soigneusement que, pour tout = €]0, 1[, on a f,(z) — 1 lorsque n — +o0.

3. Quel est 'intervalle I pour lequel on a convergence simple Il[ 141 177
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Exercice 11. (Convergence simple). Soient les fonctions de R dans R définies pour n > 1 et z € R
par

fal@) = L n(@),  gn(@) = Lpp @)z, holz) =11 1 4 (@) ko(z) =172

Pour chacune des suites (fn)nGN*a (gn)TLEN*a (hn)nGN* et (kn)nGN* :
1. Esquisser le graphe de quelques éléments de la suite.

2. Montrer que ces suites de fonctions convergent simplement et déterminer leur limite simple.

Exercice 12. (Convergence uniforme).
1. Rappeler la définition de la convergence uniforme d’une suite de fonctions réelles.
2. Soient les fonctions de R dans R définies pour n > 1 et € R par

nsin(z)

falz) = 1+n

o gn(@) = ()T, hn(r) =™

On a vu dans les exercices précédents que ces suites de fonctions convergeaient simplement.
La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 13. (Convergence simple et convergence uniforme). Soit f, : R — R la fonction définie
par fp(x) =0siz <0, fo(z) =2" lorsque 0 < x < 1et f,(z) =1 lorsque z > 1 (n > 1).

1. Esquisser les graphes de fi, fs et fs.

2. Les fonctions f,, sont-elles continues ?

3. Montrer que la suite (fy)nen converge simplement vers une fonction f : R — R que l'on
déterminera.

4. La convergence est-elle uniforme ?

Exercice 14. (Convergence uniforme) Soit fy, : R — R définie par f,(z) = cos™(z) sin(z).
1. Montrer que (f,)nen converge simplement vers la fonction nulle.
1
V1

3. En déduire que (f,)nen converge uniformément vers la fonction nulle.

_n

1
2. Montrer que || fnllco = (1 + )
n

EXERCICES BONUS

Exercice 15. (Borne supérieure et inférieure). Vrai ou faux (justifier en donnant une preuve ou
un contre exemple) ? Soient A et B deux parties bornées de R. (Commencer par étudier quelques
exemples pour vous faire une intuition.)

1. AC B & inf(B) <inf(A) et sup(A) < sup(B);

2. sup(AN B) = min(sup(A),sup(B)) (on suppose AN B # ());

3. sup(A U B) = max(sup(A),sup(B)).
Exercice 16. (Borne supérieure). Soit f : [0,1] — [0,1] une application croissante. On note
E={z€l0,1], f(z) > x}.

1. Montrer que F admet une borne supérieure b.



2. Prouver que f(b) =b.
Exercice 17. (Borne supérieure et inférieure). Soient X = {xr € Q : z > Oet 22 < 2} et
Y ={yeQ: y>0ety?>2}. On cherche & montrer qu’il n’existe pas sup(X) ni inf(Y) dans Q.
1. Montrer que X C [0, 2] est qu’il n’admet pas un maximum.
2. Montrer que Y C |0, +o0] et qu’il n’admet pas un minimum.
3. En utilisant les questions précédentes, montrer qu’il n’existe pas sup(X) ni inf(Y") dans Q.

Exercice 18. (Convergence simple et convergence uniforme). Soient les fonctions de R dans R
définies pour n > 1 par

fn:]l[ L1 gn:]l[ol]a hn:ﬂ]071], kn:(—l)n]l[o
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Pour chacun des suites (fn)n>1, (gn)n>1, (An)n>1, (kn)n>1 €t (In)n>1 :
1. Esquisser le graphe de quelques éléments de la suite.

2. Déterminer si la suite converge simplement ou uniformément (ou ne converge pas). Le cas
échéant, déterminer la limite.

Exercice 19. (Dénombrabilité).

1. On considére ’ensemble M des mots (de longeur arbitraire, finie) qui peuvent s’écrire avec
les lettres a et b (par exemple les mots & exactement deux lettres sont aa, ab, ba et bb).
Montrer que M est dénombrable.

2. Est-ce que ensemble M’ des mots infinis qui peuvent s’écrire avec les lettres a et b (par
exemple aaaa...) est dénombrable ? On pourra montrer qu’il existe une application injective
du segment [0, 1[ dans M.

3. Rappeler pourquoi Q, et plus généralement Q™ pour n € N, sont dénombrables, puis pour-
quoi une réunion dénombrable d’ensemble dénombrables est dénombrable. En déduire que
lensemble A des zéros (dans R) de polynomes a coefficients dans Q est dénombrable.



