Nouveau concept physique

CHAPITRE b

Oscillateur forcé : résonance

e définir la notion de résonance.

e étudier la résonance en amplitude d’un oscillateur en réso-
nance.

e ¢étudier la résonance en vitesse et la puissance absorbée par un
oscillateur en résonance.

Nous avons étudié dans les chapitres précédents les oscillateurs harmo-
niques libres, c’est-a-dire que l'action de 'opérateur extérieur se limite a
placer le systeme oscillant dans un état initial donné. Nous allons dans ce
chapitre étudier un oscillateur excité "en continu" par une force extérieure.

Voici une vidéo qui montre le principe de la résonance :

https://www.youtube.com/watch?v=BQ580iMxGcg

5.1 Equations du mouvement

Nous considérons le systeme schématisé sur la figure [l Un bloc de
masse m est lié a deux ressorts identiques. Le ressort de droite est relié a
une roue qui tourne sur elle-méme autour de son axe a la vitesse angulaire
w. Nous modélisons la force de frottement qui s’exerce sur le bloc par une
force de frottement fluide proportionnelle a la vitesse.

L’oscillateur libre étudié dans le cours précédent est donc maintenant
excité par une force dépendant du temps F (t). Nous verrons dans les ap-
plications que de nombreux systémes physiques sont régis par les mémes
équations que celles obtenues a partir de ce systéme particulier. L’équation
du mouvement de la masse m s’écrit :

miE = —yi — kx + F(t)

ou z(t) représente I’élongation du ressort, c’est-a-dire la position de la masse
par rapport & sa position & Péquilibre. La fonction F(t) peut quasiment
toujours se développer en série de Fourier ou en intégrales de Fourier. Nous
allons donc considérer dans la suite une seule composante de Fourier de
la fonction F'(t). Autrement dit, nous prenons dans la suite un terme de
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Ficure 5.1: Oscillateur forcé
par une force sinusoidale & la fré-
quence angulaire w.

= Un systeme bloc-ressort forcé
peut-étre réalisé expérimentale-
ment & I’aide d’un banc a coussin
d’air. On observe expérimentale-
ment que 'amplitude des oscil-
lations du bloc devient tres im-
portante au voisinage d’une fré-
quence particuliere de la force ex-
citatrice.


https://www.youtube.com/watch?v=BQ58oiMxGcg
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forcage de la forme F'(t) = Fy cos(wt). Il est par ailleurs tres fréquent que la
force excitatrice de 'oscillateur soit une fonction sinusoidale. Nous obtenons
donc :

F,
i+ Bt + wix = = cos(wt) (5.1)
m

ou l'origine des temps a été choisie de fagon a annuler la phase et ou nous

avons posé = L et w} = £,

5.2 Solution en régime permanent

Dans ce régime, le bloc oscille obligatoirement a la fréquence w.
Par contre, il peut y avoir un décalage temporel entre ’excitation et
la réponse.

Nous tenons compte de ce décalage en ajoutant une phase ¢ a la solu-
tion et nous cherchons donc une solution de la forme :

x(t) = xo cos(wt — p) (5.2)

Nous prenons d’emblée un signe moins car nous nous attendons a ce
que la réponse soit est en retard par rapport a 'excitation. Avec un signe
négatif, nous nous attendons donc a avoir ¢ positif.

Insistons bien sur le point suivant. La masse oscille forcément a la fré-
quence w en régime permanent. En effet, si la fréquence de I'excitateur et
de Doscillateur était différente, 'oscillateur et I'excitateur ne reviendrait pas
a la méme position au bout d’une période et nous ne serions donc pas en
régime permanent.

Par contre, 'amplitude du mouvement de la phase et le déphasage entre
Pexcitation et la réponse dépend de la fréquence angulaire w de 'excitation.
C’est d’ailleurs le seul parameétre que 'opérateur peut choisir en
régime permanent. Nous cherchons donc I’amplitude zy(w) du mou-
vement du bloc et le déphasage p(w).

Nous allons maintenant utiliser la notation complexe pour obtenir I’am-
plitude du mouvement de la masse m en fonction de la fréquence. Nous
posons donc :

z(t) = zo(w)e! WP — g (W)e W) et F(t) = Fpe™! (5.3)

L’équation du mouvement se récrit en notation complexe :

d? d F
Wf + ﬁ—£ +wiz = Eoe’m (5.4)

Nous injectons la forme z(t) = zo(w)e’@!=%«) dans Péquation précé-
dente pour obtenir :

) Fy
(—w? +ifw + wi)xo = Deiv
m
L’équation précédente peut et doit se lire comme deux équations. Nous
devons en effet avoir égalité entre les parties réelles et les parties imaginaires

pour que I’égalité soit vérifiée. Nous obtenons donc :

F
(—w? +wi)zo = EO cos
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= [’excitation et la réponse sont
reliées par la fonction de trans-
fert dans le domaine fréquentiel.
Le lien entre la réponse et I'exci-
tation dans le domaine temporel
est un produit de convolution.



Oscillateurs et ondes mécaniques

et :

F
Pwxy = —9 gin %)
m

Nous obtenons donc :

et :

Fo
zo(w) = \/(wg = w’;)z e (5.5)

o(w) = arctan (%) (5.6)

wWo

avec ¢ compris entre 0 et 7.

5.3 Résonance en amplitude

La figure montre le graphe de 'amplitude (équation 3] et du dé-
phasage (&0)).

Nous pouvons faire quelques commentaires :

1.

Nous observons une tres forte augmentation de Yamplitude a
w = wy,. Nous parlons de résonance en amplitude, ou en élonga-
tion, du systeme a cette fréquence angulaire.

. Le systeme rentre en résonance en amplitude a la fréquence w,, =

wd — —2 = w4 /1 2Q2 ou Q = ﬂ est le facteur de qualité de

oscﬂlateur Ainsi, w,, = wy pour Q >> 1. Remarquons également
qu'il y a résonance en amplitude uniquement si < v/2wg. Nous nous
placerons désormais dans cette situation.

Exemple

Pour déterminer ’expression de w,,, il suffit de chercher la
fréquence pour laquelle zo(w) est maximum, ce qui revient a
chercher la fréquence w,, pour laquelle la fonction (w3 —w?)? +
B2w? est minimum. Il faut donc déterminer w > 0 tel que la

dérivée de (w3 — w?)? + B%w? soit nulle.

L’amplitude max des oscillations g mqs @ pour expression o maee =
QFO

mw 17@

des oscillations est alors proportionnelle au facteur de qualité

de l’oscillateur. La figure montre le graphe de 'amplitude des

oscillations pour différentes valeurs du facteurs de qualité.

. Nous avons xo,maz = SLS‘; pour @ >> 1. L’amplitude
0

L’amplitude des oscillations du systeme pour w << w,, est non nulle et
tend vers 7@ =. L’intensité de la force extérieure est alors directement
reliée a lamphtude des oscillations du systeme. A [ fixé, c’est
uniquement la constante de raideur k& du ressort qui contrdle

Pamplitude.

A haute fréquence, 'amplitude des oscillations est donnée par xo =
7:;32. La constante de rappel du ressort n’apparait plus dans cette
expression, c’est ’inertie du systéme qui contrdle la réponse
dans la limite haute fréquence. L’amplitude des oscillations du
systeme devient nulle pour w >> w,,. Le systéme est immobile. Il n’a

« pas le temps » de réagir.

Le graphe du déphasage montre que l’oscillateur et le terme de
forcage sont en phase a basse fréquence et en opposition de
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FIGURE 5.2: Graphe de 'ampli-
tude du mouvement de 1’oscil-

lateur et déphasage en fonction
1

de w avec f = 58~
20rads™!

et W =

FI1GURE 5.3: Graphe de 'ampli-
tude du mouvement pour diffé-
rentes valeurs du facteur de qua-
lité. Le tracé est fait avec wy =
20rads~! et 3 varie de 0,357 &
1557 L
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phase au-dessus de la résonance. Nous constatons également que
la réponse de l'oscillateur est toujours « en retard ». Nous pourrions
étre surpris du déphasage de 7 a la résonance. Un instant de réflexion
avec le modele de la balangoire nous persuade du sens physique de ce
déphasage. En effet, pour amplifier le mouvement d’oscillation d’une
balancoire il faut exercer une poussée dans le sens de la vitesse. Il faut
donc que la force change de direction et passe par 0 lorsque 'amplitude
de l'oscillation est maximum.

7. Outre 'amplitude de l'oscillation a la fréquence de résonance, la ré-
sonance est caractérisé par la largeur a mi-hauteur. Nous pou-
vons déterminer 'expression de la largeur a mi-hauteur dans le cas

iegZ— ?
@ >> 1. Nous avons alors, wg >> 3, w >> 3 et w ~ wy. Nous avons Le saviez-vous 7 Le plus grand
Fo By pont du monde se situe au Ja-

Nous cherchons w < wq telle que pon, le pays des tremblements de

p— m ~ .
alors xo(w) = PRI

Fo
F . N
2w0($0—w) = 2%52 soit wg —w = % La largeur a mi-hauteur Aw a terre. Nous pouvons donc nous
o 2 o Aw 9 A . demander comment un tel pont
donc pour expression Aw = wog soit % = 5. Ainsi la largeur a

peut résister aux ondes sismiques
qui se propagent dans le sol lors
d’un tremblement de terre. Il se
trouve que la fréquence des ondes
sismiques est supérieure a la fré-
(5.7) quence propre d’oscillation d’un
point d’une telle taille (I'oscilla-
tion d’un pylone est la méme que
loscillation d’un pendule com-
posé inversé. Nous avons mon-

tré que la fréquence d’oscilla-
8. Le bloc se comporte comme un filtre passe bande. la force F(t) est tion d’un tel pendule est en v/L

transmise au ressort pour une fréquence w comprise dans une bande
de largeur ~ Aw autour de wy pour @ >> 1.

mi-hauteur du pic a la résonance diminue lorsque le facteur de qua-
lité augmente. Retenons que l'ordre de grandeur du facteur de qualité
d’un oscillateur en résonance est donnée par :

La finesse et la hauteur du pic a la résonance augmente avec le facteur
de qualité.

ot L est la hauteur du pylone).
Ainsi, 'amplitude de l'oscillation
Voici une qui montre le déphasage en fonction de la fréquence : du pont due aux ondes sismiques
est tres faible étant donné que la

fréquence des ondes sismiques ne
La vidéo suivante montre que la fréquence d’excitation doit correspondre "tombe pas" dans le pic de réso-

a la fréquence d’oscillation du systeme pour avoir résonance : nance en amplitude.

https://www.youtube.com/watch?v=aZNnw(Q8HJHU

https://www.youtube.com/watch?v=LV_UuzEznHs

5.4 Résonance en vitesse

La vitesse du bloc a pour expression :

v(t) = —wxo(w) sin(wt — ) = —v(w) sin(wt — )

L’amplitude de la vitesse des oscillations a donc pour expression :

mvy
R
7y w 0.20f
vo(w) = — ———————— (5.8)
R =P
0.10+
Nous pouvons faire quelques commentaires : 0.05p
1. Nous observons une tres forte augmentation de 'amplitude a w = wy. 0.00§ i 5 % 0?
Nous parlons de résonance en vitesse du systéeme a cette fréquence
angulaire. FIGURE 5.4: Graphe de l'ampli-
tude de la vitesse de l'oscilla-
tion avec B = 557! et wy =
20rads™ .
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Exemple

Nous pouvons montrer que la résonance en vitesse a lieu pour
w = wyg. La bonne méthode est de sortir sortir w du dénomina-
teur pour simplifier le numérateur. La forme obtenue comporte
uniquement w au dénominateur. Il est alors facile de voir que
le dénominateur est min pour w = wy.

2. La vitesse des oscillations tend zéro pour w — 0.

3. La vitesse des oscillations du systéme devient nulle pour w >> wy. Le
systeme est immobile. Il n’a « pas le temps » de réagir.

4. L’évolution du pic a la résonance en vitesse est identique a 1’évolution
du pic de la résonance en amplitude.

5.5 Puissance absorbée

Commencgons par faire un bilan énergétique en multipliant par  I’équa-
tion du mouvement mi = —yi& — kx + F(t) pour obtenir :

% (%m# + %ksz) = F(t) — yi?
Le membre de gauche de I’équation précédente représente la variation tem-
porelle de I'énergie mécanique de l'oscillateur bloc-ressort. Le premier terme
du membre de droite représente la puissance absorbée par le systeme
bloc-ressort tandis que le deuxieme terme du membre de droite représente
la puissance dissipée par les forces de frottements.

La variation temporelle de la valeur moyenne de 1’énergie mécanique sur
une période s’écrit donc :

% < Ey >=<F(t)i > —y<i?>

En régime permanent, nous avons % < Ep >= 0 ce qui implique que
la valeur moyenne de la puissance dissipée est égale a la valeur
moyenne de la puissance absorbée. C’est cette dissipation d’énergie due
au frottement qui qui explique que 'amplitude des oscillations "n’explose’
pas a la résonance. Nous pouvons d’ailleurs remarquer que 'amplitude des
oscillations tend vers I'infini a la résonance si § = 0 dans 1’équation

Nous allons maintenant étudier I’expression de la valeur moyenne de la
puissance absorbée par le systeme bloc ressort. La puissance instantanée
fournie par la force excitatrice a pour expression :

P=Fv
— Fywg cos(wt) sin(wt — @)

Fyvg cos(wt)[cos(wt) sin ¢ — sin(wt) cos ]

La valeur moyenne de ’expression précédente sur une période a pour ex-
pression :
1
< P>= §F0v0 sin

En utilisant I'expression sin p = Fﬂo Pwzq et I'expression de vg, nous obte-
nons :

B
2mpB (w3 — w?)? + f2w?

<P>= (5.9)

La figure montre le graphe de la puissance absorbée en fonction de
w. Nous pouvons faire quelques commentaires.
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FIGURE 5.5: Graphe de la valeur
moyenne de la puissance absor-
bée par le systeme bloc-ressort
en fonction de la fréquence an-
gulaire w avec B = 5571 et wy =
20rads™!.
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1. La puissance fournie est maximum pour w = wy.

. . . F?
2. La puissance max absorbée a pour expression < P >,,,,= 120 —

2 Bm
QF? . . .
%Ii—w‘(‘) . La puissance max absorbée est donc proportionnelle au facteur

de qualité de l'oscillateur et au carré de ’amplitude de la force
excitatrice.

3. La largeur a mi-hauteur est donnée par (w3 — w?)? + fw? = 25%w?
soit (wg —w?)? = B%w?. Nous avons donc deux cas de figures a étudier.
Commengons par w_ qui est solution de w3 —w? = Bw. Une fréquence
est toujours positive, nous devons garder la solution w < wy c’est-a-

dire w_ = %ﬁ + 4/wd + %2. Nous passons maintenant & w, qui est

solution de wi — w? = —Bw. Une fréquence est toujours positive, nous

devons garder la solution w > wq c’est-a-dire w4 = g +4/wi + %2. La

largeur a mi-hauteur a donc pour expression Aw = w;—w_ =f

soit %—: = % La finesse du pic de résonance en puissance augmente
donc avec le facteur de qualité. . 2
Le saviez-vous ? Les conclu-

4. Proche de la résonance, w ~ wg. Nous avons alors : sions obtenues pour notre sys-

202 téme a 1 degré de liberté res-
g

<P>=h 4w (wy — w)2 + fw? tent valides pour des systemes

2 oscillants a plusieurs degrés de li-

(g) berté. Nous pouvons alors obser-

= 1o 52 ver plusieurs fréquences de réso-

(wo —w)? + (5) nance mais la description de la

puissance absorbée au voisinage

Le profil de la raie correspondante est un profil de raie de Lorentz en , . .
d’une résonance reste valide.

optique (et de Breit-Wigner en physique nucléaire).
Exemple

De trés nombreux systémes physiques peuvent étre décrits par les
équations précédentes. Donnons un exemple précis. En physique clas-
sique, un atome peut-étre modélisé comme un oscillateur. Le nuage
électronique de 'atome oscille autour du noyau tout en perdant de
I’énergie par rayonnement. Cette perte d’énergie est modélisée par
une force de frottement fluide.

Le champ électrique d’une onde électromagnétique regue par ’atome
agit alors comme un terme de forgage et ce couplage entre 1’onde
et Patome peut-étre décrit par les équations développées dans ce
chapitre.

La figure ci-dessous montre le spectre du rayonnement solaire qui
arrive sur Terre. Nous pouvons distinguer des raies d’absorption tres
nettes. Il s’agit de 'absorption du rayonnement émis par la surface
du Soleil aux fréquences de résonance des atomes présent dans 1’at-
mosphere solaire.

25 T T T T T Le saviez-vous 7 En plus du
profil de raie intrinseque a la
2f ] transition considérée. Les colli-

sions entre les molécules au sein
d’un gaz provoque un élargisse-
ment Lorentzien du profil de raie.
L’effet Doppler provoque un élar-
gissement Gaussien du profil de
05f ] raie. Le profil de Voigt est le pro-
M duit de convolution de ces deux
oLm— pr pr— e e profils de raie, il permet ainsi de

A [nm] modéliser le profil d’une raie en
spectroscopie.

o
T
|

SSI [W.m2.nm™]
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5.6 Du régime libre au régime permanent

Pour bien comprendre 1’évolution du régime libre au régime permanent,
reprenons dans un premier temps la solution d’un oscillateur a 1 degré de
liberté sans amortissement. La solution est de la forme z(t) = C cos(wt+ ).
Dans cette solution, les valeurs des parametres C' et ¢ sont imposées par
les conditions initiales tandis que le parametre wy est une caractéris-
tique intrinséque du systéme. Notons bien que wy ne dépend absolument
pas, ni de 'opérateur, ni des conditions initiales.

Reprenons maintenant I’équation décrivant 1'oscillation libre d’un oscil-
lateur a 1 degré de liberté avec amortissement. En régime pseudo périodique,

2
nous avons obtenu z(t) = Ce™ 5t cos(wt + ) avec w = 4 [wd — (%) . Dans

cette solution, C' et ¢ sont imposés par les conditions initiales tandis
que les parameétres w et [ sont des caractéristiques intrinseques du
systéeme étudié.

Analysons maintenant avec le méme regard la solution du régime per-
manent. Nous avons trouvé :

F
RO fw
.’L'(t) = \/(wg — w2)2 n ﬁ2w2 cos(wt — arctan (m))

ou w est la fréquence angulaire qui est maintenant fixé par le terme de
forcage. Les parameétres wg et [ restent des caractéristiques intrinseques
du systeéme étudié mais nous pouvons noter qu’aucun parametre de cette
équation ne dépend des conditions initiales. Autrement dit, le systeme a
perdu toute mémoire de son état initial.

Comment s’effectue cette perte de mémoire? Notre équation de base
sécrit @ + B + wir = % cos(wt). Sa solution générale est la somme de la
solution de I’équation homogene et de la solution particuliére. La solution
homogene correspond a la solution de 'oscillateur libre avec amortissement
tandis que la solution particuliere correspond a la solution en régime per-
manent. Nous obtenons donc :

r N

8 8\’
z(t) = Ce 2% cos | 4 [wd — <§) t+ ¢

Fo

m _ —/Bw
ar cos | wt — arctan 3
A (WE — w?)? + B2 wd — w?

(5.10)

ou les parameétres C' et ¢ sont imposés par les conditions initiales.
La solution précédente montre que I'impact des conditions initiales devient
négligeable pour ¢t >> % Au-dela, seule la solution particuliere survie
et nous sommes en régime permanent. Notons que nous pouvons avoir un
phénomene de battement si la fréquence angulaire du terme de forgage est
proche de la fréquence angulaire du régime libre amorti tant que les deux

solutions coexistent.
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