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TD I – Révisions

1 Topologie des espaces vectoriels de dimension finie

Exercice 1.1 (Normes). Pour x ∈ Rn, on note

∥x∥1 =
n∑

i=1

|xi| ; ∥x∥2 =

√√√√ n∑
i=1

x2i ; ∥x∥∞ = max
1⩽i⩽n

|xi|.

1. Vérifier que ces trois fonctions sont des normes.

2. Rappeler la démonstration de l’Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tous x, y ∈ Rn,

⟨x, y⟩ ⩽ ∥x∥2∥y∥2.

3. Montrer que pour tout x ∈ Rn,

∥x∥∞ ⩽ ∥x∥1 ⩽ n∥x∥∞ & ∥x∥∞ ⩽ ∥x∥2 ⩽
√
n∥x∥∞.

Dans toute la suite, pour un vecteur x ∈ Rn, on note ∥x∥ (sans l’indice 2) sa norme euclidienne, qui est
associé au produit scalaire canonique noté ⟨, ⟩.

Exercice 1.2 (Topologie des boules). 1. En utilisant la définition du cours, montrer que les boules
ouvertes sont des ouverts.

2. En utilisant la définition du cours, montrer que les boules fermées sont des fermés.

3. Soit x ∈ Rn et r > 0. Montrer que si F est un fermé tel que B(x, r) ⊂ F , alors Bf (x, r) ⊂ F .

4. En déduire l’adhérence d’une boule ouverte.

Exercice 1.3 (Caractérisation séquentielle des fermés ⋆). Montrer qu’une partie F de Rn est
fermée si et seulement si pour toute suite (xk)k∈N d’éléments de F qui converge vers une limite x, on a
x ∈ F .

Exercice 1.4 (Bord ⋆). Pour une partie A de Rn, on définit le bord de A (aussi appelé frontière de A)
comme

∂A = A \ Å.

1. Montrer que ∂A est fermé.

2. Montrer que

∂A = {x ∈ Rn | ∀ ϵ > 0, B(x, ϵ) ∩A ̸= ∅ & B(x, ϵ) ∩ (Rn \A) ̸= ∅} .



3. Montrer que le bord de A et celui de son complémentaire sont égaux.

4. Montrer que A est fermé si et seulement si ∂A ⊂ A.

5. Montrer que A est ouvert si et seulement si ∂A ∩A = ∅.

Exercice 1.5 (Partie définie par des inégalités ⋆). Soit U un ouvert de Rn et soient h1, · · · , hp :
U → R des fonctions continues. On considère l’ensemble

D = {x ∈ U | hi(x) ⩽ 0 pour tout 1 ⩽ i ⩽ p}.

1. Montrer que D est fermé.

2. Montrer que l’ensemble
D′ = {x ∈ U | hi(x) < 0 pour tout 1 ⩽ i ⩽ p}

est ouvert.

3. Soit x ∈ ∂U , montrer qu’il existe 1 ⩽ i ⩽ p vérifiant hi(x) = 0.

4. Donner un exemple pour lequel D′ n’est pas égal à l’intérieur de D.

Exercice 1.6 (Normes sur les espaces de matrices). On fixe un entier n ∈ N et on définit sur Mn(R)
la quantité suivante :

N1(M) = sup
x ̸=0

∥Mx∥
∥x∥

.

1. Montrer que N1 est une norme sur Mn(R).

2. Montrer que pour tout x ∈ Rn, on a

∥Mx∥ ⩽ N1(M)∥x∥.

3. On définit maintenant une autre fonction

N2(M) =
√
Tr(M tM).

Soit Φ : Mn(R) → Rn2
l’application qui à une matrice associe le vecteur obtenu en écrivant ses colonnes

les unes sous les autres. Montrer que N2(M) = ∥Φ(M)∥ et en déduire que N2 est une norme.

Exercice 1.7 (Formes linéaires ⋆). Soit f : Rn → R une forme linéaire.

1. Montrer qu’il existe un vecteur vf ∈ Rn tel que

f(x) = ⟨vf , x⟩

pour tout x ∈ Rn.

2. Le vecteur vf est-il unique ?



2 Continuité

Exercice 2.1 (Pour se faire la main). Pour chacune des fonctions suivantes, donner son ensemble de
définition et dire en justifiant en quels points elle est continue.

1. f1(x, y) = ln(x+ y) ;

2. f2(x, y) =
1

cos(x+ y)
;

3. f3(x, y) = xyx2 + y2 ;

4. f4(x, y) =
x+ y

xy
.

Exercice 2.2 (Caractérisations de la continuité ⋆). Soit f : Rn → Rm une fonction.

1. En partant de la définition du cours, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

i) La fonction f est continue ;

ii) Pour tout ouvert U de Rm, sa préimage f−1(U) par f est un ouvert ;

iii) Pour tout fermé F de Rm, sa préimage f−1(F ) par f est un fermé.

2. On suppose maintenant f linéaire. Montrer que ker(f) = {x ∈ Rn | f(x) = 0} est fermé.

Exercice 2.3 (Inversion de matrices). Soit n un entier.

1. Montrer que l’application déterminant det : Mn(R) → R est continue.

2. En déduire que l’ensemble GLn(R) des matrices inversibles est ouvert.

3. Montrer que l’application A 7→ A−1 est continue.

4. Est-ce un homéomorphisme ?

Exercice 2.4 (Matrices de trace nulle). 1. Soit (Ak)k∈N une suite de matrices de taille n× n qui
sont toutes de trace nulle. Si Ak → A, justifier que A est également de trace nulle.

2. Qu’en déduit-on sur l’ensemble Mn(R)0 des matrices de trace nulle ?

3. Retrouver ce résultat à l’aide de l’application trace Tr : Mn(R) → R.

3 Compacité

Exercice 3.1 (Caractérisation de la compacité ⋆). Le but de cet exercice est de démontrer que les
compacts de Rn sont les parties fermées et bornées.

1. Soit K ⊂ Rn un compact.

(a) Montrer que K est fermé.

(b) Supposons que K ne soit pas borné et considérons une suite (xk)k∈N d’éléments de K telle que
∥xk∥ → +∞. Utiliser la compacité pour obtenir une contradiction.

2. On considère maintenant une partie F ⊂ Rn fermée et bornée. Soit (xk)k∈N une suite d’éléments de
F .



(a) On note xk(i) la i-ième coordonnée du vecteur xk. Montrer qu’il existe une sous-suite

(xφ1(k)(1))k∈N

de la suite (xk(1))k∈N qui converge vers une limite ℓ1.

(b) Montrer de même qu’il existe une sous-suite (xφ1◦φ2(k)(2))k∈N de la suite (xφ1(k)(2))k∈N qui con-
verge vers une limite ℓ2.

(c) En s’inspirant des deux questions précédentes, conclure que F est compacte.

3. Montrer que l’ensemble On(R) des matrices orthogonales est compact.

4. L’ensemble des projecteurs de Rn est-il compact ?

Exercice 3.2 (Fonctions tendant vers l’infini ⋆). On dit qu’une fonction f : Rn → R tend vers
l’infini si

f(x) −→
∥x∥→+∞

+∞.

Nous allons montrer qu’une fonction tendant vers l’infini admet toujours un minimum global.

1. Écrire à l’aide de quantificateurs la définition précédente.

2. Montrer que si f tend vers l’infini, alors il existe R > 0 tel que pour tout x vérifiant ∥x∥ > R, on a
f(x) ⩽ f(0).

3. En déduire que f admet un minimum global.

4 Optimisation à une variable

Exercice 4.1 (La formule de Wilson). Une entreprise commande tous les T jours des matériaux dont
elle utilise ensuite une quantité k chaque jour. Ceci représente un double coup : celui de l’achat des matériaux
et celui de leur stockage. L’objectif est de choisir T pour minimiser le coût total.

1. On note cs le coût de stockage par jour d’une unité de matériau. En supposant que le coût de stockage
est linéaire, déterminer les coût de stockage par unité de temps.

2. On note ca le coût d’achat, ce sorte que le coût d’achat par unité de temps est ca/T . En déduire le
coût total C(T ).

3. Déterminer la valeur de T qui minimise C(T ).

4. Quelle est la quantité Q de matériau à acheter à chaque fois ?

Exercice 4.2 (Étudier plus pour réussir plus). Vous planifiez vos révisions pour deux examens E1 et
E2. Les deux ont le même coefficient, mais vous êtes meilleur dans la matière de E1 que dans celle de E2.
Concrètement, vous estimez qu’en fonction du temps t passé à travailler, votre note sur 100 à chacun des
examens sera

N1(t1) = 20 + 20
√
t1 & N2(t2) = −80 + 3t2.

Vous disposez de 60 heures de révisions, à répartir entre le temps t1 passé à préparer E1 et le temps t2 passé
à préparer E2.

1. Pour quelles valeurs de t1 et t2 les expressions ci-dessus ont-elles un sens ?

2. Quelle est la répartition du temps de travail qui vous donnera la meilleur moyenne finale ?
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