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Chapitre 1

Introduction

Il'y a trés certainement encore de hombreuses erreurs ouéicigions dans ces notes de cours.
N’hésitez past me les communiquer (rabaud@fast.u-psud.fr) !

Voici enimages quelques exemples illustrant la divedg&champs d’applications de la Mécanique
des Fluides.

Fic. 1.1 — Sillage de I'lle de la Guadalupe
(Mexique). FiG. 1.2 — Avalanche de poudreuse.
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Fic. 1.3 — Catamaran PlayStation, ancien FIG. 1.4 — Tourbillons de bout d’aile visualisés
détenteur du record du tour du monde & la voile. lors de la pulvérisation d’insecticide.

FiG. 1.5 — Eruption exposive d’un volcan. FiG. 1.6 — Eolienne en Bretagne.



Chapitre 2

Notion de milieu continu
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2.1 Qu’estce gu'un fluide ?

Un milieu continu est un milieu dont les propriétés et learaps associés sont définis en tout point,
continus et dérivables. On distingue deux types de miliextinus : les solides et les fluides. Un
solide est rigide (indéformable, élastique ou plastjgienéme si les molécules vibrent, elles gardent
les mémes voisins. Il n'y a pas d’écoulement sous cortrafPour un liquide ou un gaz au contraire,
sous l'action d’'une contrainte donnée la déformation serguit indéfiniment. La mécanique des
fluides s’intéresse a ces déformations infinies, ouoplatix vitesses de déplacement appelémsx
de ceformationsqui caractérisent le champ de vitesse sous écoulememtif®’part nous appellerons
fluide indifferemment un gaz ou un liquide, la seule chospartante pour la mécanique des fluides
étant de savoir si la masse volumique le long d’'une trajecftuide reste constante ou non.

9



10 CHAPITRE 2. NOTION DE MILIEU CONTINU

2.2 Notion d’échelle mesoscopique

On peut définir trois échelles de longueur ou de temps poumilieu fluide ; I'échelle microsco-
pique, I'eéchelle macroscopique et entre les deux unellecimermédiaire que I'on nommechelle
mésoscopique

Echelle microscopique)

C’est I'echelle des molécules de fluides (libre parcouoyem\ ou temps moyen entre collision
7). Sur cette échelle les particules ont des trajectoiréistigmes (mouvement brownien) avec
une vitesse microscopigue moyenne donnée par la terop&rat

Echelle mésoscopique

C’est une échelle de taille supérieure a quelques digade libre parcours moyen. A cette
échelle on peut déja effectuer une moyenne spatialersuolume, moyenne relativement si-
gnificative et peu fluctuante car il y aura déja quelquediersl de particules, et définir une
vitesse moyenne sur ce volume. Ce volume mésoscopigue lpanbm departicule fluide A
I'equilibre thermodynamique, la distribution de vitess®wnienne est isotrope et I'on trouve
une vitesse moyenne autesse fluidenulle. Hors équilibre, par exemple avec une pression
inhomogene, il existe un écoulement et donc une vitessennlbe de la particule fluide.

Echelle macroscopiquel
C’est I'echelle de variation des champs de vecteurs @dtgsaccélératiort, . ..) ou scalaire
(pressionP, masse volumique, températurd’, . . .). Si cette échelle est suffisamment grande
devant I'échelle mésoscopique, on peut faire d@lgsique du milieu continuc’est-a-dire
supposer que les grandeurs mésoscopiquélsiidessont définies en tout poimtet tout temps
t, on écrira par exempl&(7, t) ou p(7, t).

On supposera donc toujours ici giex § < L.

Etablir les équations de la mécanique des fluides (émuateé Navier-Stokes) a partir des pro-
priétés microscopiques et de la thermodynamique houdile@ (équation de Boltzmann) est une
tache ardue qui suppose de prendre des moyennes sur @srdés eéchelles. Dans certaines hy-
potheses la démonstration a été faite par Chapman &bgmour un gaz monoatomique (S. Chap-
man et T.G. Cowling, The Mathematical Theory of Nonuniformsés. Cambridge University Press,
1960).

2.3 Notion de« particule fluide »

On nommex particule fluide»une petite masse de fluide de taille mésoscopifju@n suppose
sa taille suffisamment faiblé, < L, pour que I'on puisse considérer que son volume tend \exs z°
(tout en restant suffisamment volumineuse pour que lesrglecales restent statistiguement définies
0 > )) et donc que I'on peut définir les dérivées des champs @nptmint. Pour les fluides denses,
et les échelles macroscopiques usuelles cela ne poseopadetprobleme. On peut alors faire de la
Mécanique des milieux continus

Quelques cas délicats ou il faut utiliser la mécanigagsttque hors-equilibre : gaz dilue comme
dans les nuages interstellaires £ 10* km et7 ~ 5 jours), nanofluidique, ondes de choc, rentrée
d’une navette spatiale dans I'atmosphéxex(taille de la navette).

Nota : Par définition une particule fluide conserve sa masse, magisgpcément son volume si le
fluide est compressible.
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2.4 \Vitesse d'une particule fluide

La vitesse d’'une particule fluide est la moyenne sur son velum@soscopique de la vitesse de
chacune des molécules présentes a cet instant dansitae/oNotons que ce ne sont pas toujours les
mémes molécules qui constituenplarticule fluide certaines rentrent, d’autres sortent (ce phénomene
caractérise la diffusion moléculaire).

Le mouvement d’'une particule fluide peut toujours se deas®pen un mouvement de translation
(donneé par la vitess#), de rotation (donné par un vecteur rotation instantampelé en mécanique
des fluides vorticité) et de déformation (donné par leséem des gradients de vites[%@]). Nous
reverrons ce point dans le module 4. ’

2.4.1 Quelques techniques de mesure de vitesseélpcimétrie)

Voici quelques exemples des techniques classiques de engssivitesses dans un fluide.

— Mesure de forces ou de couples et étalonnage. Robustglesinais peu précis et perturbant
I'écoulement.

— Suivi de particulesparticle tracking par exemple un ballon atmosphérique, une tache de co-
lorant, ... C’est une mesure dite lagrangienne car meseméguivant un objet a différents
instants et donc a differentes positions et non pas en im fixe.

— Anémométrie a fil chaud. On mesure le refroidissememt @il mince parcouru par un courant
électrique. Permet d’atteindi®> mesures par secondes.

— Anémométrie laser (LDV Laser Doppler Velocimet)y Basée sur la détection de la lumiéere
émise par une particule traversant l'intersection de daisceaux lasers. Mesure non perturba-
tive d’'une composante de la vitesse en un point. Nécessifieiide transparent.

— Anémomeétrie Doppler ultrasonore. Basé sur le déealagppler d’'une impulsion acoustique
réflechie par une particule. Permet la mesure des vitéssgiudinales sur toute une ligne de
visée.

— Veélocimétrie par image de particules (PIWarticle Image VelocimetjyBasé sur la corrélation
entre des portions d’'images successives ou de petitésypestsolides transportées par le fluide
sont rendues visibles par un fort éclairage (par exemplglamlaser). Cette technique permet
d’obtenir par calcul informatique un champ de vitesse sumaiilage du plan des images, ou
plus précisément les deux composantes de la vitessenc@stelans le plan de I'image.

2.4.2 Quelgues exemples de champ de vitesse :

Les figures suivantes présentent dans un plan les vecti#essey projetés dans ce plan sur un
maillage régulier. Les données pouvant venir soit de Eitimns numériques soit de mesures expérimentales.

2.5 Trajectoire de particules, ligne démission, ligne de courant et lignes
de temps

De nombreuses techniques expérimentales sont utiiskesisualiser la structure d’un écoulement.
Elles conduisent a introduire les notions de trajecto@eadrticules, de ligne d’émission, de ligne de
courant ou de ligne de temps. Ces differentes notionseisiqe se confondre facilement, en effet les
trois premiéeres sont équivalentesur unécoulement stationnairg® /0t = 0). Ce n’est que pour un
ecoulementnstationnaireque ces notions sont vraiment differentes.
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- PRESSION(HPA) DONNEES DE PREVISION ISSUES DE MODELE NUMERIQUE 23¢2/530%
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Fic. 2.1 — Carte météorologique de prévision FIG. 2.2 — Champ de vitesse turbulent mesuré
des vents. par PIV.

2.5.1 Trajectoire de particule (article path

C’estl'ensemble des points occupés par une particulesflmiccours du temps. Mathématiquement
on peut écrire OM =7 = f (70, t) ourp est la position initiale de la particule a I'instant 0. C’est
donc ce que I'on appelle un suilagrangien (suivre le déplacement d’'un objet donné au cours du
temps). Par définition la tangente a la trajectoire esdlfgde au vecteur vitesse qu'avait la particule
a linstant ou elle passait en ce point. Un facon classidlobtenir la trajectoire est de prendre une
photo en pause longue tout en éclairant I'écoulement glenfaontinu.

2.5.2 Ligne démission étreakling

Elles sont facile a réaliser expérimentalement en prenae photographie a un instant’un
filet de colorant émis en continu depuis un certain temparérp’un point source fixe. Attention le
vecteur vitesse n'a aucune raison d’étre tangent a cettde pour un écoulement instationnaire.

2.5.3 Ligne de courant streamling

Ligne théorique qu'il est difficile d’'observer expérinialement mais que I'on peut calculer a
I'issue d’'une simulation. C’est la courbe qui, a un instdoné, est tangente en tout point au vecteur
vitesse en ce point. Cela suppose donc de connaitre a lerichamp de vitesse en tout point. C’est
la ligne de champ classique d’'un champ de vecteur a un indamé (champ électromagnétique
par exemple). En coordonnées cartésiennes elle esedquar’'équationiz/u = dy/v = dz/w Si
U= (u,v,w).

— Deux lignes de champ ne se croisent qu’en des points deasiagifaussi appelés points cols)

ou la vitesse est nulle.

— On peut bien-sur aussi définir des surfaces de couransdttles de courant. Pour un fluide
incompressible le débinassiqueR,, = [ pv - dS ou le debit volumiqueR,, = [ ¥ - ds se
conservent le long d’un tube de champ. Pouvez-vous le nrdhtre

Exercice : dessiner les lignes de courants, lignes d’émission efdi@iyes de particules pour un
ecoulement homogéne mais qui change de direction d& 9@ instant donné.

Rappelons que pour un écoulement stationnaif€) indépendant du temps, lignes de courant,
lignes d’émission et trajectoires de particule sont igres.
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2.5.4 Ligne de tempst{meline)

Position a un instant d’'un ligne marquée dans le fluide a un instant initial eb$ortée (on dit
advectée ou convectée) ensuite par I'écoulement. Etlasassez facile a réaliser expérimentalement
et donnent une idée de la composante du vecteur vitessal@ofperpendiculaire) a la ligne.

2.5.5 Changement deé&féerentiel

Un écoulement stationnaire dans un certain réferepgelt ne pas I'étre dans un autre. De ce
fait la transformations de ces differentes lignes n'est@adente comme lillustre la série de figures
suivantes :

FIG. 2.3 — Ecoulement stationnaire autour d’'un

cylindre fixe & un nombre de Reynolds de 40. FIG. 2.4 — Ligne de courant autour d’'un cy-
Visualisation par lignes d’émission qui sont lindre en mouvement de droite a gauche au
aussi dans ce cas des lignes de courant et desméme nombre de Reynolds dans un référentiel
trajectoires de particules. D'apres Réf. [28] p. ou le fluide est initialement au repos. D’apres
76. Réf. [28] p. 76.

(a)

®)

FA
C
Fic. 2.6 — Trajectoire de particules piégées
Fic. 2.5 — Trajectoires de particules dans le dans les tourbillons de recirculation dans le
réféerentiel ou le fluide est au repos et ou le cy- réferentiel ou le fluide est au repos (noter

lindre se déplace de droite a gauche. D’aprés I'échelle transverse dilatée). D'apres Réf. [28]
Réf. [28] p. 78. p. 79.




14 CHAPITRE 2. NOTION DE MILIEU CONTINU

£

s’
N

FIG. 2.7 — Lignes d’émission dans le réferentiel ou le flukdeau repos. D’apres Réf. [28] p. 79.

2.6 Fonction de courant

Pour un écoulement incompressible nous verrons que lthgse de conservation de la masse
conduit a I'equation div’ = 0 (voir chapltre 4 page 27) et on peut donc écrire que rot A comme
on le fait pour le champ électromagnétigiie= rot A. Le vecteurA est appelé le potentiel vecteur
du champ de vitessé et v satisfait alors obligatoirement la condition d’incomiegdite. Noter que
A est défini & une jauge prés et gdé = A + V C est aussi solution. Cette transformation est en
général peu utile (on transforme un champ de vecteur emitue eéhamp vectoriel moins intuitif) sauf
si I'ecoulement est 2C2D, c’est-a-dire s'il n'a que dewmposantes (2C) de vitesse non nulles et
gu'elles ne dépendent que deux dimensions d’espace (2DgffEt dans ce cas la connaissance du
champ de vitesse se raméne a la connaissance d’'un sckd&ection de courant).

2.6.1 Ecoulement plan incompressible en coordo@es carésiennes ou polaire plane

Supposons un écoulement plan d'un fluide incompressibiglas précisement un écoulement
2C2D :7 = (u(zx,y),v(x,y),0), c'est-a-dire sans composante seldn Alors on peut écrire :

7 = rot (w%) , 2.1)

Soitu = ‘g—f etv = —g—ﬁ. 1 est la fonction de courant, elle garde une valeur constamtarse
ligne de courant.
Nota : Le débit par unité de longueur transverse est constarg detix lignes de courant et vaut

Qu=[i-ds= [} (%be, — 928, - (dl ne.) = [y dp = ¥p — ba, cardl = dad, + dyé,

2.6.2 Ecoulement axisyratique - Fonction de Stokes -

Dans le cas d’'un écoulement incompressible 2C2D axisymuiet (sans composante orthoradiale)
on doit utiliser une autre définition de la fonction de cauydafonction de Stokes
— En coordonnées cylindrique$ = (u,(r, 2),0,u.(r, z)) etl'on peut écrire :

7 = rot <—M59> . (2.2)

r

— En coordonnées sphériques = (u,(r,0),ug(r,0),0) et I'on peut écrire :

7 = rot (W 1P > . (2.3)

rsmH
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La encore, connaitre¢ suffit pour connaitre le champ vectoriel de vitesse

Remarque Pour un écoulement compressible instationnaire ou 303iste pas de fonction
de courant.

Exercice :Vérifier que la fonction) est bien constante sur une ligne de courdtit£ 0) dans les
trois systemes de coordonnées.

2.7 Derivée eukrienne et cerivée lagrangienne

Les dérivées eulériennes et lagrangiennes sont ayssiéms respectivement dérivées locales et
dérivées totales. Cette derniere dérivée s’appeltee parfois dérivée particulaire ou dérivée convec-
tive. Elles apparaissent en mécanique des fluides lorsgujwandeur est étudi€e en un point qui se
déplace dans I'espace. |l faut alors distinguer les vianatau cours du temps de la fonction en un
point coincidant fixe des variations dues au fait que letmiplore des lieux differents de I'espace.

Prenons un exemple. Lors d'un trajet en voiture vous mesligalution de la température
extérieure. Il fait par exemple 1% Paris a 8 heures du matin et®3 Marseille a 16 heures. Vous
connaissez donc la variation de la fonctiBrau cours du temp%f, mais en différents points d’espace
au cours du temps. Vous ne connaissez pas sépar%%mug—?’;.

Soit T une fonction scalaire de plusieurs variabllgg’, t). On peut écrire :

oT oT oT oT
T="at+ T de+ Tay+ Lo
d 8tdt+8:ﬂdw+ ayaly+ aZdz

Soit :
dIr or 0T oT oT
@ w Tt T eyt T
avecu = dx/dt,v = dy/dt etw = dz/dt.
Classiguement en mécanique des fluides on note cetteéel'e(male% = % pour faire bien
ressortir que cette dérivée totale n’est pas du tout emiw&E partielle. Sous forme vectorielle on a

donc :

DT 0T -

— =47V
b o VD)
On a le méme calcul pour une fonction vectorielle. Chacumsa$ composantes est un scalaire

ayant une dérivée lagrangienne donnée par I'equatieoédente. D’'une fagon symbolique on peut
alors écrire pour tout vecteut sa dérivée lagrangienne :

DA 9A S o

= 2 7-V)A

bt~ TV
ou encore sous forme d’opérateur :

D- 0. R

i TV

Par exemple I'accélération lagrangienne (dériveeusrast la particule de sa vitesse) est donnée
par :

D7 07

=@ )7 (2.4)
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Le premier terme du membre de droite est le terme d’act@bereulérienne (en un point fixe), le
second l'accélération due au déplacement dans I'espaceinstant fixé. Attention a la concision de
la notation, ce deuxieme terme résume en fait 9 termesfderimm%. Nous utiliserons ces notions
dans les prochains modules, mais nous pouvons déja wmm‘unelgrande partie des difficultés de
la mécanique des fluides vient de ce second terme car il adin@aire : si la vitesse est doublée, ce
terme est multiplié par 4!



Chapitre 3

Analyse dimensionnelle et similitude
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Les mathématiciens et les physiciens théoriciens vésbldes équations adimensionnées dont les
parametres et les coefficients sont des nombres réelsroplexes. Pourtant concrétement le physi-
cien cherche des relations entre des quantités qui ont inmendion ; des forces, des énergies, des
viscosités, des tailles ou des masses volumiques par éxe@gs dimensions sont toutes exprimables
dans une base de dimensions, par exemple le Systeme tidrahdSl), ou simplement masse, lon-
gueur et temps dans la plupart des applications en mé@n@pichoix n’est pas unique, on peut par
exemple préférer un systeme construit avec une foraegnerrgie, etc. Nous savons qu’une équation,
pour avoir un sens, doit &tre "homogene en dimension” sMaipeut aller un peu plus loin, et prédire
a partir d’'une hypothese réaliste sur les parametrampats la dépendance d’'une quantité en fonc-
tion des autres variables et d'un certain nombre de "nonmdgaes dimension” dont la mécanique des
fluides est si friande.

Présentons maintenant plus formellement la méthodeadallyse dimensionnelle avant d’étudier
un exemple ag 3.2 page 19.

3.1 Théoremer ou de Buckingham

Traduit de I'article de Bernard ASTAING [5], pages 62-64.
Il semble que I'analyse dimensionnelle ait été utilis&emoins depuis Galilee. Elle est utilisée
depuis longtemps pour résoudre des problémes de meeatds fluides, et ¢’est maintenant un outil

17
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courant en physique. [...]

limites particulieres et que tout ait été exprimé dan$ysteme International (S| ou MKSA). Pour
I'exprimer en CGS nous multiplions simplement les nombegsé@sentants les longueurs péar, les
masses pat0?, les densités par0—3. Mais imaginons que nous oublions de le faire et changions
simplement le nom des unités. Notre résultat serait @ilin nouveau probleme ou les longueurs
seraient10? fois plus petites, les mass@g? fois plus petites et les densités? fois trop grandes.
En résolvant notre probleme, nous avons donc résole tooe classe de problemes équivalents. En
réalité ce n’est peut-&tre pas trés utile car peu dedegiont des densité$? fois supérieures a celle
de I'eau par exemple ! Certaines quantités doivent étiateraues constantes (la vitesse de la lumiere
par exemple) si elles ont quelgues importances.

Formalisons cela en utilisant les travaux de EdgacBINGHAM (Phys. Rev.14, 345 (1914)). Soit
y1,- -+ ,Yn l€S parametres (conditions aux limites, quantités ingpaes) ety la quantité inconnue.
Nous recherchons une relation mathématique :

y=f, - Yn)

Soit Ay, -+, A, les m dimensiongndépendanteg) pour la mass€]” pour le temps; - -). Nous
verrons que le nombre de dimensions indépendantes n'estgbarminé de facon évidente mais sup-
posons gu'il le soit. Alors les dimensions dgss’expriment en fonction ded; :
[yi] = Atllli7 T 7A?nmi'
L'expression :
Yitys Y

sera sans dimension si leséquations :

n
E Oéjl' €T, = 0
=1

sont satisfaites. Nous pouvons alors former m quantités sans dimensions "indépendantes” :
T, , Th—m. Prenons ces quantités comme nouveaux parametres, eoapy,,--- ,y,, les pa-
ramétres restants. Cgsont des dimensions indépendantes et il existe des expo$atets que :

[v) = )™ -~ ly) ™

Alors I'expression

Bu ..y Bm

T=YYy Ym
est sans dimension et est une fonction de tous les parametre
™= h(yll o yqlqwﬂ'lv o 77Tn—m)-

Ni 7, ni les valeurs de; ne dépendent du systeme d’unité. Nous pouvons doncichegsunités pour
que tousleg, = 1let:

ﬂ':h(l s Ly, 777Tn—m) :9(7717"' 77Tn—m)-

Ceci est le théoreme de Buckingham : une quantité ina®sans dimension peut uniqguement dépendre
des nombres sans dimension formés a partir des parank&eas le plus intéressant correspond au
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cas ou on ne peut former aucun parameétre sans dimensiors lAlfonctiong est une constanig et
le probleme est entierement résolu a cette constanligpiiative pres :

y=goy " -yl

[L..]

On peut choisir autant de dimensions indépendantes quoevéat. Cela introduit simplement
des facteurs de conversion qui agissent comme de nouvesamgiaes. Cela n'a pas d’intérét sauf
si I'on sait que ces facteurs ne peuvent pas intervenir dapsdbleme. Par exemple, on considére
habituellement que le temps et une longueur ont des dimensiifferentes. Pourtant, a cause de la
théorie de la relativité, c’est artificiel et cela intraidun « facteur de conversiom qui est la vitesse de
la lumiere. En mécanique classique, nous savons que ampae ne va pas intervenir, ce qui donne
tout son intérét a distinguer le temps et I'espace.

e Attention, I'analyse dimensionnelle est un outil éxtnement puissant, mais aus&grdange-
reux ! Si I'on oublie ou si I'on se trompe sur le choix des vales physiquea consicrer le résultat
devient faux. Ler sens physique doit permettre deé&ectionner les variables ifgbendantes perti-
nentes.

3.2 Exemple de la trdnée d’'une splere

Appliquons maintenant ce théoreme sur un premier exegreret. On cherche a calculer la
force de trainée d'une sphere dans un liquide visqueuxreédherche une solution stationnairg
du probleme. De quoi peut-elle dépendre ? Certainemerdyhn i de la sphere, de la vitesgede
déplacement de I'obstacle par rapport au liquide et dedeositér du liquide (cette propriété sera
décrite dans le module 8) quantité qui differentie pamegle le mouvement dans I'eau du mouvement
dans du miel. L'analyse dimensionnelle nous donne :

— dimension deR, une longueur. Ce que I'on no&| = L.

— [U] = L/T ouT estun temps.

- [v] = L?/T.

— [Fp] = ML/T? ou M est une masse.

Comme il n'y a pas de masse dans les trois premiéres vagiablee peut pas avoir d’équation du
type Fp = f(R,U,v). Il y aforcément une autre variable contenant une unit@asse qui intervient
dans le probleme. Peut-étre la masse volumiguwki fluide. Attention si 'on met ici autre chose
comme la masse volumique de la sphere, ou sa masse, .. [dnoueer des résultats justes au niveau
des dimensions mais incorrects au point de vue de la phydijoiition physique a donc beaucoup
d'importance a ce niveau. Formellement on peut tout anf@ttre ici la masse de I'expérimentateur,
ou méme celle de sa belle-mere, mais ce n’est pas foragmaeiment !

Supposons donc que nous écrivions gige= f (R, U, v, p) nous aurons donc a satisfaire I'équation
aux dimension$Fp] = [R]*[U)°[v]"[p]® soit ML/T? = L*(L/T)%(L?/T)"(M/L?)°. Ce qui nous
donne un systéme de 3 équations et 4 inconnues, avec papkexeomme solutiod = 1,v =2 —«,

3 = a aveca libre. On peut donc écrire

Fp = R°U®v* °pF(Re)

oll Re = Y28 — UL est appelé le nombre de Reynolds et c’est le seul nombredgaesisions que
I'on peut fabriquer avec les variabld®, U, v, p (vérifier le). Poura = 2 on peut écrire une forme
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équivalente plus simple :
Fp = pU?R*F'(Re).

On définit souvent le coefficient de trainée (sans dinoemsiC'p parfois aussi appel€’, en
frangais par :

Cp=1 2,
ol A = 7R? est l'aire de la section de I'obstacle.

Notre analyse dimensionnelle nous prédit qye = f(Re). C'est en effet ce que I'on observe
expérimentalement (figure 3.1). A faible nombre de Reyni@d démontrerag(10.2.2) le résultat
exactCp = 24/Re. Ceci montre que la force de trainég augmente d’abord comme la vitesse a
faible Re puis comme le carré de la vitesse lorsdqug ~ cste, sauf au moment du décrochement
appelé crise de trainée pole ~ 400 000.

Lorsque le Reynolds n’est pas tres petit devant I'unitse&h a calculé le terme correcteur (valable
siRe <5):Cp = %:(1 + = Re).

Il existe ensuite des formules empiriques approchéesanneht d’assez bon résultats jusqu’a la
crise de trainéeKe < 400 000) par exemple la relation de White :

T
" Re 1+ vVRe

Cp

+0,4.

/Smooth cylinder

e e —

pUD
H

Re =

FiG. 3.1 — Evolution de la trainée adimensionnée d'uneigpbé d’'un cylindre par unité de longueur
en fonction du nombre de Reynolds. Noter les échelles iibgaiques. D’apres Réf. [2] page 441.

e Applications :

— Calculer de la trainée sur une balle de tennis & 200 kR\A. 33 mm, vy, = 151075 m? /s,
pair = 1,29 Kg/m?. Comparer au poids de la ball&/(= 50 g).
Notons que si la sphere n'est pas lisse (cas d’une ballelfipajcexemple, du duvet de la balle
de tennis) il apparait au moins une nouvelle variable sanertsion (par exemple le rapport
rugosité/rayon comme sur la figure 3.2).
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De méme s'il existe plus d’'une dimension (ellipsoide @iujue sphére par exemple) alors
'analyse dimensionnelle prédit I'existence d’au moimsautre nombre sans dimension, par
exemple le rapport grand axe sur petit axé si on a affaire & une ellipsoide de révolution.

Ensuite le probleme peut aussi dépendre de I'anglatre I'axe de I'ellipsoide et I'ecoulement.
Alors on auraCp = f(Re,a/b, ).
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FiG. 3.2 — Effet de la rugosité sur la crise de trainée d'ur@sp D’apres Réf. [2].

— Calculer le fardage (force de trainée) dii au mat de an de haut d’'un voilier dans un vent
de 30 Neeuds~ 60 km/h) siR = 10 cm (le Cp d'un cylindre est environ le double de celui
d’une sphére dans cette gamme de nombre de Reynolds).

— Calcul de la trainée sur une plaque plane infiniment miRo@r une plaque mince de largeur
b et de longueut (dans le sens de I'ecoulement) on pasg = %p% = f(Re,b/l), ou

A=bxletRe=Ul/v.Onsuppose que< I. PourRe < 10° on trouve expérimentalement
Cp = 1,33 Re /2 et pourRe > 106 on trouveCll)/2 log(Re Cp) =~ 0,242 ([4] p. 307).
Calculer la force de trainée sur la quille d’'un monocogedyge "60 pieds open”. On prendra
b=3m,l =0,5mU = 10 Neeudsp = 10% kg/m3 etv = 10~°m?2/s. On trouve alors
Cp ~ 3,71073 et Fp = 73N. On trouverais certainement nettement plus en tenant eodept
I'incidence non nulle de la quille.

— En ces temps de record ...En athlétisme et particuliénémour un 100 metres il parait que
I'on ne peut espérer battre un record du monde par tempk fo@ci est sans doute dO a l'aug-
mentation de la force de trainée avec une baisse de tamp&rEn effet de 3@ a 10C, la
masse volumique de I'aj,;- augmente d’environ 10 % ce qui augmente d’autant la force de
trainéeFp = $pU?ACp.

— Toujours en athlétisme la plupart des records ne somtéstiue si le vent favorable est inférieur
a 2 m/s. Regardons l'effet sur la force de trainée d'urt f@vrorable de 2 m/s. Un coureur de
100 m a une vitesse de l'ordre de 100 m/ 10 s = 10 m/s. Il a ddoo s@''il y a du vent ou pas
une vitesse relative de 8 ou 10 m/s. Comme la force de &dipée— %pUQA Cp varie comme
le carré de la vitesse apparente, la force de trainéewaveent dans le dos de 2 m/s est pres de
40% plus faible que sans vent. C’est donc un énorme avantage
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3.3 Periode des oscillations d’'un pendule pesant

Soit un pendule constitué d’'une masse ponctueligouvant osciller librement sous I'action de la
gravité au bout d’'une tige de longuelutOn recherche une expression pour la périddges oscilla-
tions.

1. Sil'on suppose qué& = f(I) uniguement, I'analyse dimensionnelle nous montre que c’es
impossible.

2. Sil'on suppose qué& = f(l,g) I'analyse dimensionnelle prédit q@e « /I/g ce qui n'est
pas mal du tout sachant que le résultat exact pour de petitdtations est” = 27 /1/g!

3. Sil'on suppose qué& = f(l,g,a) ou a est 'amplitude horizontale des oscillations on trouve
T =/l/gF(a/l).

4. Sil'on suppose qué& = f(l, g, m) on trouve quel’ ne peut pas dépendre desans dépendre
d’autres variables faisant intervenir la dimension d’'uresse.

5. enfin si 'on suppose qUE = f(l, g, m,n,a) oun est la viscosité de I'air, on voit apparaitre
d’autres nombres sans dimensions possibles.

3.4 "Démonstration” du théoreme de Pythagore

(D’'apres [29] page 17.)

Soit un triangle ABC rectangle et appelons B le sommet damigle est le plus petit, et AH la
hauteur passant par A et coupant BC en H. &ddt longueur du segment BG Ja longueur de AC et
c celle de AB. La surface du triangle ABC est donc la somme derace du triangle ACH et celle
du triangle AHB :Sapc = Sachx + Samnp- De plus appelons le plus petit angle du triangle, ici
'angle ABC. Nous retrouvons ce méme angle p(ﬁ/JAT{. Nous supposerons enfin que tout triangle
rectangle est parfaitement défini par la connaissance riéygmténuse et par la valeur de son plus
petit angle. Pour respecter I'analyse dimensionnelleutéase de tout triangle rectangle est alors
égale au carré de son hypoténuse multiplié par uneifonde ce plus petit angle. Nous avons donc
Sapc = a® f(a), mais aussbacy = b% f(a) etSayp = ¢ f(a). CommeSpc = Sacu+Sans,
il vient : a? f(a) = b? f(a) + % f(a) soita® = b% + ¢? puisquef(«) est une constante non nulle !
Nous avons démontrer le théoreme de Pythagore graasayise dimensionnelle !

A
( RN(C)

B @) H C

FiG. 3.3 — Démonstration du théoreme de Pythagore.
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3.5 Questions et remarques

— Pourquoi est-ce toujours une loi de puissance qui agpamae les variables dans le théoréme
IT? Parce que toute fonction peut s’exprimer localement cofam@mme d’'une série de termes en loi
de puissance des differentes variables (développernngité) et que chaque terme doit alors satisfaire
I'analyse dimensionnelle.

— Combien doit-on choisir de dimensions indépendantesr®e@lement on en choisit 4 dans le
Systeme International (S anciennement MKSA, pour médiegramme, seconde et ampere). Mais
c’est un choix relativement arbitraire. Deux dimensionstsndépendantes tant qu’il n’existe pas,
dans le probleme considéré, de lien physique entre eesdimensions. Par exemple masse et énergie
ne sont plus des dimensions indépendantes en physiquedisiles puisquey = mc? (surtout si
I'on fait ¢ = 1!). Par contre chaleur et travail peuvent étre deux dinmerssindépendantes si dans le
probleme considéré il n’y a pas transformation entrellsx types d’énergie.

3.6 Notion de similitude

On dit que deux problemes sont similaires s’ils sont gowgeipar les mémes nombres sans di-
mension. Par exemple s'ils ont le méme rapport d’aspeeti{enfapport de taille). Alors résoudre I'un
des problémes, c’est aussi résoudre I'autre. Prenoriqupseexemples.

3.6.1 Similitude pour une maquette de navire

Le sillage d’'un bateau et en particulier la trainée qua’exerce sur la coque peut étre decomposée
en plusieurs termes, en particulier la trainée de formearaatérisé par le coefficienty = f(Re) —
et la trainée de vague — caractérisée par un coefficignt,. = f(Fr) ou F'r = % est le nombre
de Froude. La trainée de vague correspond a I'enemnsportée a I'infini par les ondes de surface.
Pour faire une maquette en similitude, il conviendrait deisihune échelle de réduction de toutes les
dimensions géométriques et d’avoir le méme nombre deéldyg et le méme nombre de Froude pour
bien respecter la part relative de trainée de forme etadie&e de vague. Mais on vérifie aiséement que
c’est impossible, en tout cas en conservant 'eau commesflpaiteur et sans modifigt! Lorsque
I'on fait des essais de traction sur maquette en bassinaisde carene il convient de travailler soit
en "similitude de Reynolds” soit en "similitude de Froude”.

3.6.2 Pourquoi les enfants marchent-ils facilement piedsus sur les gravillons ?

Si on suppose les enfants et les adultes homothétiquegdils est proportionnel a leur volume
L? alors que la surface des pieds est proportionnelld.En conséquence la pression exercée par les
gravillons sur la plante des pieds est proportionnelle Rlus on est grand, plus ¢a fait mal!

3.6.3 Pourquoi un animal de 50 m de haut ne peut-il exister suferre ?

La aussi si on fait croitre de fagon homothétique (sdranger la forme) la taille d’'un animal,
son poids augmente comnie alors que la section de ses femurs par exemple croit cohfmia
contrainte de compression sur chaque féemur augmente domme L. S'il existe une contrainte
maximale avant rupture de l'os, il existe une taille maximuwaor cette espece d’animaux.
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Fic. 3.4 — Comparaison des tailles et donc des rapports d'aspscsquelettes de théropodes. Du
plus petit au plus grand, un ornithomimus (165 kg), deuxnyosaures (750 kg et 2500 kg) et un
tyrannosaure rex (6000 kg). D’aprés [23] p. 126.

En I'occurrence, un féemur de mammouth n’est pas homathéta un féemur de héron, et la fi-
gure 3.4 montre que les os de théropodes (dinosaures satesatweétres des oiseaux) ne sont pas
homothétiques lorsque I'on passe du plus petit (160 kg)asigros (6000 kg).

3.6.4 Pourquoi les animaux sautent-ils toua peu presa la méme hauteur ?

(D’'apres [27] p. 53 et [23] p. 209).Tous les animaux sautent de I'ordre de 1 metres, et méme
si c’est 2m45 pour le champion Sotomayor ce n'est pas 10esméti 10 centimetres. L'ordre de
grandeur est donc le metre. Et ceci est aussi vrai pour uce @ui saute de I'ordre de 400 fois sa
hauteur. Pourquoi ?

Le poids varie commd.? et I'énergie mécanique a fournir pour atteindre une éxaub est
E = mgh ~ L3h. Or la force que peut développer un muscle, ici les cuissstsau premier ordre
proportionnel & sa sectior{) alors que le travailV’ qu’il peut fournir est le produit de la force par
le déplacement (ici la contraction du muscle proportib@rga longueur.), soitW ~ L? x L = L3.
L'égalite £ = W conduit a une hauteur de saut indépendante au premier ordre de la taille de
'animal L!

Au deuxieme ordre, les puces sautent plutdt de I'ordreden2 et les |eopards de 2m50. On peut
penser au frottement de l'air pour diminuer les performarges puces, mais le calcul montre que
cela conduit seulement a une diminution de 10 %. Par cotlatceélération que peuvent supporter
les animaux est peut-étre en cause. En effet les animateusaicomme les félins ont une poussée
trés longue (pattes arrieres qui se déplient). Si lesyank sautent a la méme hautéyrils ont la
méme vitesse de décollagé donné par%mv2 = mgh. D’autre part la durée de la poussée est de
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I'ordre der = L/V. Leur accélération est donc~ V/7 ~ V2/L ~ h/L. En sautant a la méme
hauteur, les animaux ne subissent pas du tout la mémeceait@h, les plus petits sont soumis a la
plus forte accélération. On trouve pour une puce unel@at®n de I'ordre d&00g ce qui doit poser
d’'important probleme aux structures internes !

3.6.5 Pourquoi les sod@tés de fourmis n'ont-elles pas inverd le feu ?

On peut montrer que la combustion & I'air libre mets en jemtecessus de diffusion de I'oxygéene
qui font que la taille minimum d’une flamme est de I'ordre de2millimetres (c’est d’ailleurs visible
au moment ou une allumette s’éteint, la taille de la flamméiménue pas continuement jusqu’a zéro).
Et une fourmi ne peut pas s’approcher suffisamment d’une flasimgigantesque a son échelle pour
I'alimenter sans se brller gravement. C’est peut-étte pela qu’elles n’ont pas "inventé” le feu ! Plus
sérieusement c’est pour le méme genre de raison qu’'unttegdieau est mortelle pour une fourmi
et gu’elles ne se lavent qu'a sec en se frottant les patexs d la poussiere. Un fois mouillées elles
ne peuvent pas vaincre la tension de surface et sortir deutbeggomme on peut le voir dans le film
"Microcosmos” de Francis Perrin.
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Un cas apparemment trés simple qu'il faut pourtant savespudre est le cas ou il n'y a pas
d’eécoulement. Dans ce cas= ( partout puisque le fluide est "statique” et d’autre part teseir
des contraintes visqueusgs] = [0] car par définition il napparait que sous écoulementr(lei
discussion sur ce point &u5.5 page 37, et nous omettons ici le cas des fluides a seudmudes
comportements solides a faible contrainte). L'équatieNavier-Stokes, issue du principe fondamen-
tal de la dynamique (Equ. 5.3 page 39), devient alors simgem

-

V(p) = pg| (4.1)

C’est I'equation de I'hydrostatique qui relit localemémgradient de la pression aux forces volu-
miques par unité de volume (ici simplement ngjé

Rappelons que la pression dans ce cas est la seule conasistiEnt sur une surface élémentaire
et que son origine microscopique est I'impulsion transnosg des collisions par les molécules du
fluide (gaz ou liquide). Elle augmente avec I'agitation thiggue et donc avec la température a volume
constant. Dans le cas hydrostatique la pression au seinida éat une grandeur thermodynamique a
I'equilibre.

27
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Z+dz

Z
l@

FiG. 4.1 — Volume élémentaire de gaz en équilibre hydragtati

Sur une surface quelconque on calcule la force appliquéeka palation :ff = —pdS 7 ou plus
simplement
— —
df = —pdS.

C’est la force appliquée par le fluide vers lequel se dirggedcteur sur le milieu d’ou sorti.

L'unité officielle de pression dans le Systeme Internaio(Sl) est le Pascal (Pa), c'est-a-dire
1 Newton par métre carrél: Pa = 1 N/m?. Cette valeur est trés faible comparée a la pression
atmosphérique. On utilise donc souvent son multiple theascal (1 hPa = 100 Pa). La pression
atmosphérique moyenne au niveau de la mer vaut alors fiaitida 1 atm = 1013,250 hPa.

Il existe toutefois un trés grand nombre d’autres uni@pkssion encore utilisée, dont l'usage
est déconseillé en physique :

— Le bar. Par définition 1 bar ¥° Pa.
L'atmosphere : 1 atm = 1013,250 hPa.
Le torr, en hommage adRRICELLI et a son manometre a mercure : 1 torr = 1 mm de mercure,
et donc par définition 760 torr = 1 atm.
Le kg/m? ~ 10° Pa sur Terre.
Le PSI, unité anglo-saxones utilisees par exemple pagler la pression des pneus de vélo.
C’est I'abréviation de "Pound per Square Inch”, la livre pauce carré valant ... 45,965 Pa sur
Terre.

4.1 Equilibre de la pression dans le champ de pesanteur

Considérons un fluide au repos. Chaque particule fluidengsgjeilibre. Considérons une particule
fluide cubique dont les faces basse et haute sont respeetivérfialtitudez etz +dz, c’est-a-dire que
nous considérons I'ax@z dirigé vers le haut et donc opposé au sens de 'accilarde la gravitée
g (figure 6.1). Les forces de pression sur chaque face séé‘ctr&?f = —pd_S” avecdsS dirigé vers
I'extérieur du cube (normale sortante).

L'équilibre des forces horizontales (ici uniquement desgion) s'écrit df,. (x)+df,(z+dx) = 0.
Soitp(z)dS — p(x + dz)dS = —F£dSdz = 0. Et finalementf? = 0. De méme on trouv&” = 0.

XL

L'eéquilibre des forces verticales de pression et de geas/icrit :

df.(z) + df,(z + dz) — pdrg = 0,
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W A

FiG. 4.2 — Paradoxe de Stevin : La pression au fond de ces trdijsasts est-elle la méme ? Oui ?
Pourtant la pression exercée par chacun de ces verres sulrdst differente. Comment est-ce pos-
sible ?

ou par conventionig|| = g > 0. Soit
dp
p(2)dS — p(z + dz)dS — pdSdzg = — - + pg | dSdz = 0.

Et finalement
op

dz _pg'

On peut donc écrire sous forme vectoriell@p = pg. On retrouve donc logiquement la relation
(6.1) que nous avions simplement déduite de I'équati&@uldr en faisant’ = 0.
4.1.1 Cas d'un fluide de masse volumique constante

Si le fluide est incompressiblene dépend pas de la pressiarSi de plus le fluide est de masse
volumique homogeéne (indépendante de la position) alegsiation de la pression s’integre facilement
et I'on trouve :

p(2) = p(0) — pgz|.

Avec z dirigé vers le haut (st était dirigée vers le bas un sigreremplace le signe-). La pression
dans le fluide diminue avec l'altitude et augmente avec leopdeur. Par exemple en mer, si on choisit
z = 0 en surface(0) = pain, €tz dirigé vers le bap(z) = patm + pgz. En plongée, a une profondeur
de I'ordre de 10 m la pression est égale a deux fois la pmesgimosphérique. En apnée le volume
de vos poumons est donc pratiquement diminué de moitie BB@0 m de profondeur au large de la
Galice, I'épave du tanker "Prestige” est soumise a unsgiove de 321 fois la pression atmosphérique
soit une force équivalente & 3210 tonnes paida coque.
Nota : On appelle parfoigpression statiquéa quantitép™ = p(z) + pgz. Cette quantité reste
constante partout dans un fluide en équilibre hydrostatiqu
e Applications :
— Paradoxe de Stevin ABCAL a montré que la pression au fond d’un récipient ne dépeedlg
la hauteur d’eau et pas de la forme du récipient (figure ®@Wurtant la masse de liquide dans
chaque récipient est differente et le poids du récipgshtréparti sur la méme surface. Pouvez-
vous expliquer ce paradoxe, appelé paradoxe de Stevinmuded'ingénieur flamand Simon
STEVIN (1548-1620) de Brugge qui I'a imaginé.
— Le siphon : La figure 6.3 représente un tuyau reliant lex decipients. Expliquer pourquoi
une fois amorcé ce siphon permet de vider le récipientus paut dans le récipient le plus bas.
Au XVIleme siécle I'explication courante était encongeg'’la nature a horreur du vide”. Pascal
a montré gu’un siphon peut pourtant fonctionner a la poesatmosphérique en utilisant deux
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liquides de densité differente (par exemple de I'eaeesa@t colorée et de I'eau pure) (figure
6.4).

— Manometre en "U” : Dans un tel manometre rempli d’un laiien gris sur la figure 6.5) on
mesure la difference de hautduentre les deux branches qui donne la difference de pression
Pp — Py = pgrisgh'

— Veérin hydraulique : Un vérin hydrauliqgue est basé sufaié qu’un liquide au repos trans-
metintégralementa pression et pas les forces. La figure 6.6 montre un vémplied’huile
fermé par deux bouchons étanches de surfacet Sp. Comme les pressions en A et B sont
proches § petit), siS4 > Sp alorsFy = P4 Sa > Fg = P Sg. On réalise ainsi une
tres forte demultiplication. Avec un tel vérin un mémaen peut soulever a la main un Airbus
pour changer une roue du train d’atterissage. C’étaiti daiggincipe des premiers ascenseurs
hydrauliques fonctionnant a la pression de I'eau de l& viflar contre avec un tel systeme les
travaux sont égaux en effét’y, = Fy - ZﬁA = P4 S4Al4. CommeSy Aly = SgAlgona
Wa = Wpg sih = 0. Il faut donc beaucoup de coup de pompe sur le vérin pouegeuln
Airbus'!

FIG. 4.3 — Schéma d’'un siphon FIG. 4.4 — Siphon a deux liquides de Pascal

Pall—s—
I
PB f

FIG. 4.5 — Schema d'un manométre en "U” FIG. 4.6 — Schema d'un vérin hydraulique
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— Barometre a mercure : La figure 6.7 représente I'eepég historigue ded@rRRICELLI de 1644
réalisée a Florence. Au niveau de la mer lorsgue 760 mm un espace vide apparait dans le
haut d’'un tube rempli de mercure (le "vif-argent” a I'epm) puis retourné dans un bac de
mercure. La hauteur de mercure dans le tube varie legatetegour en jour (variation de la
pression atmosphérique) et en altitude (1 cm de moins amsbe la tour de Pise). En toute
rigueur on n’'obtient pas le vide mais la phase gazeuse didé&quiilisé a sa pression de vapeur
saturante pour la température de I'expérience. Dansslelganercure cette pression de vapeur
saturante est tres faible et Torricelli a donc bien éfgréaniére personne a réaliser le vide. Ce
résultat a mis longtemps a &tre accepté par la commerauscAL a refait en 1646 cette
expérience le long d’une des tours d'une église de Rouet aw long tube rempli de vin!

vi de

] &~

h =760 m

FIG. 4.7 — Expérience de Torricelli permettant la premiéresune de la pression atmosphérique.

— Expérience du "creve-tonneau” de Pascal. On racont®gseal s'était déclaré capable de faire
exploser n'importe quel tonneau avec un long et mince tuyan gerre d’eau.

4.1.2 Cas d'un fluide de masse volumique variable

L'atmospheére et 'océan sont des exemples de fluides daterisité varie avec l'altitude. C’est ce
que I'on appelle des fluides stratifies dont nous reparkedams le chapitrg? page ?7.

Cas ¢enéral :

Pour un fluide compressible la masse volumique est vari@siegénéral il existe une équation
d’état thermodynamique pour ce fluide, par exemfile V, T') = 0 ce qui veut dire que = p(p, T).
Dans ce cas I'équation 6.1 devien‘ﬁ:(p) = p(p,T)g ou g représente I'accélération des forces vo-
lumiques (pas forcement uniqguement I'accélération dgrd&ité). Pour que le membre de droite de
cette équation dérive d’'un gradient il faut qﬁ(pgj) =0 soit:

prot(g) +VpAg=0.

Si les forces volumiques sont conservatives, elles dérigiin potentiel ety = v (¢). On a alors
ﬁg” — 0 et il suffit pour avoir un équilibre hydrostatique q¥ep A § = 0, soitﬁp parallele a

V ¢ c'est-a-dire que les isochores(p, T') = C'ste) soit aussi des isopotentiel$ & C'ste). Si g est
vertical, les isobares sont horizontales, et il y a éqélibydrostatique si les surfaces isochores sont
aussi horizontales.
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Cas d'un fluide barotrope (cas d’une atmosplére isotherme) :

Si I'on suppose ici que ne dépend que de la pression et pas de la température (sugaie
T = Cste) ce que 'on nommein fluide barotrope alorsp = f(p) et les isochores sont aussi des
isobares. Il faut intégrer 'equation caractérisagtliilibre de la masse de fluid&/:p = p(p)g. Que
I'on peut réécrire : _

- — .
dp=Vp-dl =p(p)g-d

I

— =gz

o ,(p)

Prenons le cas de I'atmosphére terrestre supposé iswh&i 'on suppose que le gaz satisfait a
I'équation d’etat des gaz parfaitd” = nRT alorsp = 7 = n% = % ou M est la masse molaire

du gaz. L'équilibre du gaz s’écrit alors :

dp _ Mg, _ _dz
p  RT =\

soit avecz dirigé vers le haut :

avec\ = RT/Mg. Ce qui donne, si on néglige logiquement les variationg deec I'altitude, une
variation exponentielle de la pression avec laltityde) = p(0) exp (—%) avecA ~ 8000 m. Les
résultats sont legérement modifiés dans I'atmosptéaie qui est non isotherme car en altitude I'air
est plus froid donc plus dense. A 5000 metres la pressiotaide@ldiminué environ de moitié, ce qui
explique le manque d’oxygéne ressenti par les alpinistdgate montagne. Toutefois cette longueur
caractéristique de décroissance de la pression étantigr on pourra toujours en hydrostatiqgue a
I'echelle du laboratoire négliger la compressibilitsdyaz.

4.1.3 Cas d’'une atmosphre adiabatique

Une atmosphére est stable d’'une part si elle est en éguitijpdrostatique (Equ. 6.1) et d’autre
part si cet équilibre est stable. Pour tester la stabilfeait imaginer le déplacement vers le haut d'une
petite masse d'air et montrer que la force de rappel estistafte, c’est-a-dire que la nouvelle masse
volumique de la masse d'air est plus forte que la masse vgluerdu fluide environnant. En supposant
gue le déplacement d’une particule fluideddevers le haut se fait de facon adiabatique (sans échange
de chaleur) I'atmosphére marginale sera I'atmosphéiabatque ou partout la force de rappel sera
nulle. Etudions cette atmosphére adiabatique.

Calculons(dp/dz)qi, €N considérant par exemple le fluide comme un gaz parfajuddt cal-
culons(dT'/dz)qqiq C€ qui S'avere plus simple.

On apV? = Cste soitp/po = (p/po)"/Y ouT /Ty = (p/pg)’yT_l. En calculant la dérivée loga-
rithmique de cette derniere relation il vient :

dI' v —1dp

soit

En reportant dans (Equ. 6.1) :
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En utilisant le fait queM = pRT, quey = ¢,/c, et quec, — ¢, = R/M il vient donc

dT>
— =—g/c, = —9,8K/km.
<d2 adia

Une atmosphere réelle sera stable si en chaque point g&itatare décroit moins vite que celle
d’'une atmosphere adiabatique.

4.2 Equilibre de la pression dans un eférentiel non galileen

Nous avons jusqu’a présent fait les calculs de pressiois tlacas ou la seule force volumique
est la force de gravité. Mais les équations sont les méoes n'importe quelle force volumique
(par exemple la force de Laplace pour un fluide conducteurmadorce magnétique pour un fluide
magnétique appelé ferrofluide) mais aussi pour n'impqutelle pseudo-force apparaissant dans un
referentiel non galileen. Dans le cas genéral il faugcrire 'V p = p(g — d. — d.) c'est-a-dire que
le gradient de pression est colinéaire @llavite apparentel’accélération d’entrainemet. s'écrit
comme la somme de I'accélération de I'origine du ré&fées relatif O’, de I'accélération angulaire et
de l'accélération centrifuge, et @i} est I'accélération de Coriolis :

200" 46 X
ae:F—FE/\F—i—Q/\(Q/\F)

—

T, =2 (ﬁ A U) .
Comme le fluide est au repos dans le référentiel relatifligstatique) la force de Coriolis est nulle

et de méme la vitesse angulaire doit étre constante €St constant on peut &crire les termes restant
sous la forme d’'un gradient et I'on obtient :

=D = = . 1o 75 2
VO =) =V (-5 (Qm«)
Soit
D 200" _ 1/~ 2
LS 7”_2< 7) =0

Finalement, le gradient de pression est colinéaire aravitg apparente”.
Nota : SiI'axe de rotation n’est pas vertical, dans le reféemdriturnanty n’est plus un vecteur de
direction constante et le fluide n’est donc plus au repos.
e Exercices :
— Trouver la forme de la surface libre d’un récipient pleieadi ayant un mouvement horizontal
rectiligne uniformément accéléré awee= g/10.
— Trouver la forme de la surface libre d’un récipient pleieadi de forme quelconque en rotation
uniforme autour d'un axe vertical a la vitesse angul&ire: 10 rad/s.

4.3 Lapous®e d’Archimede

Considérons I'action des forces de pression appliquéesrsvolume totalement immergé dans
un liquide. Notons que ce calcul est un cas particulier dout@énéral des forces s’exercant sur une
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particule fluide (voir§ 5.6). Sur chaque élément de surface nous avons la foroeat®ide pression :

— . N :

df = —pdSn. Rappelons que par conventiohest la normale a la surfagks et cette expression
donne alors la force appliquée par le milieupmintela normale sur le milieu d’ou sort la normale.
La force totale du fluide environnant sur la surfgtémitant le volumel” est alors :

- - — . —
F:Fg:j{df:—j{pdSn:—%pdS.
S S S

Calculons la projection de cette force sur n'importe queitection, par exemplég, :
= = -
Fm:F-em:—jI{(pem)-dS.
s

En appliquant le theoreme de la divergence (Green-QOstdsgy) :F, = — [/, div (pé,)dr.

Or div(pe,) = 22, doncF, = — [[[,, 22dr. En refaisant le calcul pour les directiods et &, on

obtient :
ﬁ:—///vﬁ(p)dr

Si maintenant le fluide est au repos, c'est-a-dire en igeilhydrostatique dans le champ de
gravité nous avonsY¥ (p) = pfiyide § dONC :

ﬁ:—/// szuzdeﬁdT:—ﬁ/// P fluide AT = —my g,
v v

oumy est la masse de fluide qu’occuperait ce volumeC'est le célebre théoreme d’Archimede :

Tout corps plon@ dans un liquide recoit de la part de celui-ci une poéss
dirigée de bas en hauggale au poids du volume du liquidegglace.

La démonstration est valable également pour un fluidéiféérau la masse volumique dépend de
I'altitude. C’est cette force qui fait s’envoler un balloarglé a I’hélium, remonter une bulle d’air dans
I'eau ou flotter un tronc d’arbre.

La poussée d’Archiméde est aussi a l'origine de la dygamiatmosphérique, océanique et tellu-
rique.

Exercices :

— Expliquer pourquoi un cube plus léger que I'eau peut rgsteer au fond d’un récipient plein

d’eau a condition d’'&tre bien lisse. A quel condition vidremonter ?

— Une balle de ping-pong flotte a la surface d’un seau d'eacépllans un ascenseur. L'ascenseur

démarre, que se passe-t-il pour la balle ?

4.3.1 Le poisson et le ludion

Si le poids est supérieur a la poussée d’Archimedejdtotoule, si c’est le contraire il s'éléve.
On appellepoids apparenta somme du poids et de la poussée d’Archimede. Un ballagedible ou
une montgolfiere en équilibre ont un poids apparent nul.

On peut se demander comment font les poissons pour flotter datix eaux ? Eux aussi com-
pensent exactement leur poids par la poussée d’Archinféolgr cela ils changent leur volume en
gonflant plus ou moins leur vessie natatoire remplie d'air.adgmentant la pression de l'air dans
cet organe ils diminuent de volume, augmentent leur poigarmt et descendent. lls remontent en
décomprimant le méme volume d’air.
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air

eau

FIG. 4.8 — Schéma de principe d’un ludion

Le ludion est un jouet basé sur le méme principe. Un tube scellé @n(par exemple un tube de
stylo Bic vide, bouché en haut a la pate a modeler eklestbas par un trombone pour qu’il reste
vertical) contient juste la quantité d’air nécessairerge faire flotter. On le place dans un récipient
d’eau fermé déformable (par exemple une bouteille ertigl#es ou un tube fermé par une membrane
déformable (figure 6.8)) . En comprimant la bouteille onraagte la pression de I'eau a I'intérieur ce
qui diminue le volume d’air dans le ludion et cause sa lenseeigte vers le fond. Le but du jeu étant
de le maintenir le plus longtemps possible entre deux eaux.

Un sous-marin lui aussi annule sont poids apparent mais t@f sans changer de volume. I
augmente sa masse totale en vidant I'air de ses ballastdext ssmplissant d’eau. Il remonte vers la
surface en purgeant ses ballasts, c’'est-a-dire en y amjeétnouveau de I'air venant de ses réserves
d’air comprimé.

4.4 Equilibre des corps flottants

Un navire flotte a la surface entre l'air et I'eau lorsque goids est équilibré par la poussée
d’Archiméde sur son volume immergé (la poussée d'Arédmde I'air est négligeable devant celle de
I'eau). Ce qui compte c’est bien le volume immergé et nondase volumique. On arrive méme a faire
flotter des bateaux tailles dans du granit! Si une persororgarsur une petite embarcation, la coque
s’enfonce jusqu'a ce que le volume supplémentaire imeegilibre exactement son poids. Du coup
la mesure du poids d’'un navire (souvent noma@glacemenen terme de marine) est équivalente a
la mesure de son volume immergée et les cargos possedenteffet des graduations a differents
endroits sur la coque pour pouvoir déduire leur masseetatalla position de leur ligne de flottaison
(il existe méme des graduations pour I'eau douce et d'aytoeir I'eau de mer).

Mais pour que I'équilibre soit stable et que le bateau flattendroit, il ne suffit pas que les deux
forces soient égales et opposées. Il faut encore que leemtoaie ces forces soient égaux et opposes.
Le poids est une force qui s’applique au centre de masse lojet'considéré mais qu’en est-il de la
force de flottaison ?

4.4.1 Centre de caene

La poussée d’Archimede est I'intégrale d'une force déame, mais on peut tout de méme cher-
cher son point d’application que I'on appelle indifféereemhcentre de poug® ou centre de cakne
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et gue nous noterons C. En ce point le moment des forces da@rest nul.

Mo:ﬂm@:_ﬂpmmrs:_///mpm)dfzo—c’mm.

Ce point correspond au barycentre de la masse de liquidead&pc’'est donc aussi le centre du volume
immergé pour un liguide de masse volumique constante. haaissance de la position de ce centre
de poussée est fondamentale pour la stabilité des naVoesefois, autant le centre de gravité d’'un
navire que nous noterons G a une position fixe tant que deemassse déplacent pas a l'intérieur
du bateau, autant le centre de caréne peut se déplacergue le bateau va s’incliner ce n’est plus
la méme surface qui est mouillée et donc soumise a laipreds I'eau.

Une conditionsuffisanted’é€quilibre stable est que le centre de gravité soit aasdeas du centre de
carene (figure 6.9a). Mais ce n’est pas une conditexessairet la plupart des navires, en particulier
les paquebots ou les porte-conteneurs ont leur centre ditégbéen au-dessus du centre de carene!
Comment font-ils ?

Air
B
Eau A
G
G
a) i

FiG. 4.9 — Equilibre d’'un corps flottant. a) Centre de poussgauEdessus du centre de gravité G. b)
Position du nouveau centre de poussé C et du métacentressM’lme inclinaison dé.

4.4.2 Notion de netacentre

Un équilibre stable est par définition une état ou unt@etrt a la position de départ conduit a une
force ou a un couple de rappel vers la position de départsidérons donc notre coque inclinée sur le
coté d'un angle (figure 6.9b). Le navire étant incliné le volume immergéenc le centre de caréne
sont déplacés dans le sens du mouvement, ici vers la ddat€, en C). Le couple de redressement
exercé par le poids appliqué en G et par la poussée d'Aethée appliquée en C est donc :

M(6) :ﬁAm:mgGM sin 0

ou M est a lintersection de la verticale passant pgidtsquef = 0 et de la verticale passant par
C lorsquef # 0. Ce couple est stabilisant, méme si G est au-dessus de C ichemhgu’il reste a
gauche de la verticale de C. Dans la limitetbtend vers 0, M tend vers § Le point M, est appelé
métacentreet il correspond au centre de courbure ende la courbe décrite par C lorsqdevarie.
L'équilibre est stable si M est situé au-dessus de G. Pour une discussion plus cengpigieut lire
la présentation trés ludique de ce sujet pourtant assbritpie dans I'article [25].
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On voit donc qu'il existe deux facons de stabiliser un cdiqu$ant, soit en descendant le centre de
gravité en lestant le bateau, c’est ce qui est appelé tdittade poids, soit en montant le métacentre
en élargissant la coque, ce qui est appelé la stabiliferdee. Les bateaux de la coupe de I’América
et les trimarans illustrent de fagon extreme ces deuxilpibtss.

La connaissance du couple de redressemvént f(6) est trés importante pour un architecte naval
car cette courbe permet de déterminer le couple de rappahmm, I'angle de stabilite maximum
ainsi que I'angle de chavirage.

Exercice : Mettez un glacon dans un verre d’eau. Il flotte. Pourquoi glagon fondant plus
vite dans sa partie immergée, expliquer ses mouvementessifs de bascule. A propos, pourquoi
le niveau de I'eau reste inchangé lorsque le glagon fonol®t&nt on parle de montée des eaux lors
des réchauffements climatiques. Comparer les diffesshypothéses suivantes : - dilatation de I'eau,
- glagon d’eau douce dans une mer salée, - glacier repssafgs continents.
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Fluides parfaits etequation d’Euler
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Si dans I'equation de Navier-Stokes démontrég &16 page 38,

DT = —
— =-V g + div [0’
P p+ pg +div[o],
on néglige les contraintes de surface (autres que la prossxercées sur le volume de controdle,

alorsdi_v>[a’] — 0 et I'on obtient I'equation d’Euler, établie par LeontaEULER en 1755 :

—

Py = —Vp+ri|. (5.1)
Cette équation est valable pour les fluides digarfait», ceux pour lesquels on néglige les effets
de la viscosité. Ceci est en général justifiable loin da®ig et si le nombre de Reynolds (que nous
définirons alg 9.1) de I'écoulement est éleve.
Le probleme est bien posé si I'on connait de plus les canditaux limites suf et surp et sil'on
écrit la conservation de la mas%ﬁr div (pt) = 0.

5.1 Equation de Bernoulli
Un fluide parfait n'ayant par définition pas de viscositée peut pas dissiper d’énergie. On peut

donc a partir de I'equation d’Euler trouver une équatierconservation de I'eénergie, appelée équation
de Bernoulli.
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FiG. 5.1 — Portrait de LéonhardUtER (1707-1783)

-

DANIELES
Y

WD, STIET s
el TRERTIS i

HYDRODYNAMICA,

BIVE
DE VIRIBUS ET MOTIRUS FLUIDGRUM
L

COMMENTARL

CPUS ACADEMICUM
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el
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FiG. 5.2 — Portrait de Daniel BRNouLLI (1700-1782) et premiere page de son traitdydrodyna-
mica»publié en 1738. Bibliographie détaillee sur le site httyww.bibmath.net/bios/index.php3.

Démonstration : Voyons d’abord la démonstration classique de cette @qatous verrons en-
suite des généralisations possibles. On suppose donc :

1. un fluide de masse volumique constante=(C'ste)
2. un écoulement stationnairgz(: 0)

3. que les forces volumiques dérivent d’un potentigl = —V(®). Dans le cas de la force de
gravité® = gz avec I'axez dirigé vers le haut.

Alors I'equation d’Euler (Eq. 7.1) peut s’écrire :
p(T- V)T =—=V(p+ pg2)

Nous pouvons alors utiliser une relation du formulaire poamsformer partiellement le membre de
gauche en un gradient. On a en effet I'identité :

—

V(A-B)=ANtotB+BArotA+ (B-V)A+ (A-V)B
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Si on I'écrit pour le vecteud = B = & on obtient :

- S 1
(7 V)i = V(50%) — A rot .
L'équation d’Euler s’écrit alors :
= (D 1, I A
\Y —+gz+§v = U Arotv|. (5.2)
P

Nous allons montrer que la quantiie= %+gz+%v2, appelé parfois la charge», reste constante
sur une ligne de courant.
Par définition du gradient nous avons :

- — N

dC =V(C) - dl = (7 ATotd) - di.

Donc sidi est colinéaire &, ce qui est le cas le long d'une ligne de courant, le terme ditedest
nul etdC = 0. Ceci prouve bien qué' = C'ste sur une ligne de courant (il n'y a pas deerte de
charge»). Toutefois cette constante peut-étre differente pbagoe ligne de courant.
Le méme raisonnement permet de montrer @uest aussi une constante sur une ligne de vorticité
(on appellevorticité la quantités = 53[17).
SiI'ecoulement est irrotationnel (ou potentiel), c'@stlire sirot# = 0 alors la constanté’ est la
méme sur toutes les lignes de courant.
— Le termep est appel@ression statiqué¢ou locale).
— Le termepg h est appel@ression hydrostatique
- Le terme% pv? est appeléression dynamique
—p+pgz+ % pv? est appel@ression total@u pression de stagnation ou encore pression d’arrét.
En effet la charge étant constante sur une ligne de couratie pression totale est aussi la
pression que I'on mesure en un point ou la vitesse est nulle.

5.2 Geréralisation de I'equation de Bernoulli

5.2.1 Cas d'un fluide barotrope

Si le fluide est compressible, mais que la masse volumigea un point de I'écoulement ne
dépend que de la pressipret pas de la température par exemple, on dit que le fluideagstrope
(cas d’'une transformation isotherme ou adiabatique pogaarparfait par exemple). Dans ce cas on

peut montrer que le termzf)ﬂ peut se mettre sous la forme d’'un gradient :

(/)

. = (rdp\ T _ dp\ _ dp _ Vp . g i
En effet par définition du gradient on &~ (f p(p)> dl = d (f p(p)) = 25 = 5 - dl Etsi

I'écoulement est stationnaire et si les forces volumigdi@svent d’'un potentiel, la charge peut se
mettre sous la formeC' = [ & + gz 4 Ju?.
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5.2.2 Cas d'unécoulement instationnaire mais irrotationnel

Sil'écoulement est instationnaire (mais incompressilgue les forces volumiques dérivent d’'un
potentiel), I'equation d’Euler peut se mettre sous la ferm

0 - 1
8_11‘,)+V< +gz+§v2> = U Aroty = 0.

Si 'écoulement esirrotationnel (rotv = 0), cela veut dire qué& dérive d’un potentiel et I'on a
U =V(P) et doncgj; = V%‘f. On peut généraliser I'equation de Bernoulli a chaaquetaint par :

0% p 2, Ll
ot g=T v

c(t) = ;

La chargeC'(t) ne dépend pas de la position mais uniguement du temps. AiehastantC' = C'ste
dans toute la zone irrotationnelle. On peut d’ailleursefalisparaitre cette constante en redéfinissant
le potentiel de vitesse comndé = & — fo t)dt. Verifiez-le.

5.2.3 Effet Coanda
Réécrivons I'équation d’Euler pour un écoulementistataire en négligeant les effets de gravité :

Dv

P

=) = (5 V)i = ~V(p).

Si les lignes de courant sont courbées on peut utilisesfrentiel tangent et I'on noté le vecteur
unitaire dirigé vers le centre de courbure de la trajeetain point considéré etle vecteur tangent.
L'accélération s’écrit alors comme la somme d’'une #reéion tangen% (dérivée du module de la

vitesse) et d’'une accélération centripége(R est le rayon de courbure local de la trajectoire) :

DY dv- %
=—t+ Zn.

Dt dt R
L'équilibre de la composante radiale du gradient de poesst de la force centrifuge s’écrit donc :

dp v?

o "R
C’est ce que I'on appelle I'effet Coanda». La pression augmente lorsque on s’éloigne du centre de
courbure des lignes de courant. On peut utiliser cette@algour expliquer la figure 7.3 ou une balle
est maintenu par une force dirigée vers le jet courbé eGette est aussi tres nettement mesurable si

I'on approche le dos d’'une cuillere d’'un filet d’eau sous abimet. Cet effet Coanda n’est pas sans
relation avec I'effet Magnus et I'effet de portance sur uite @écrits auxg 7.3.4 et 7.3.5.

5.3 Quelques applications de Equation de Bernoulli

5.3.1 Aremonetre a tube de Pitot

Cet appareil, inventé par Henrit®T au XVIII € siecle, permet a peu de frais de mesurer la vitesse
moyenne d’'un écoulement (figure 7.4).
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Fic. 5.3 — Effet Coanda Fic. 5.4 — Anémomeétre a tube de Pitot

Supposons un écoulement uniforme de vitdgseet a la pressiorP,, loin de I'obstacle. Le tube
de Pitot étant profilé il perturbe peu I'écoulement. Uais fes niveaux des liquides équilibrés dans le
manometre il n'y a plus d’écoulement a l'intérieur dibéuet les lois de I'hydrostatique s'appliquent
Py — P = ppm g ha OU p,y, €St la masse volumique du liqguide manomeétrique.

Sur la ligne de courant venant de I'infini et passant par latmte stagnation Aon &, = 0 soit :

1
Pso + 5pUs = Pa
Cette méme ligne de courant apres A est déflechie le lariglik et passe au point B, donc on a aussi :
1 2 1 2

On supposera que la vitesse en B est déja revenue a sadliatini, Uz = U, alors cette équation
nous montre que la pression en B est aussi égale a la prd3sio

La difféerence entre la pression de stagnation mesuré ena\pgession a la paroi mesurée en B
est donc proportionnelle au carré de la vitesde”. = Py — P = %pUgo, soit finalement :

AP [2pmghum
Uso = = | LmTm
p p

Le tube de Pitot fonctionne également si le fluide n’est pasnent parfait a condition d’avoir un
ecoulement rapide (nombre de Reynolds élevé) pour @paisseur des couches limites visqueuses
soit faible. Nous verrons dans le chapitre 12 que dans cesogimtlient de pression transverse a la
couche limite est négligéable et que I'on peut bien codfe®s et P .

5.3.2 Effet Venturi et debitmétre de Venturi

Considérons une conduite dont la section est localemgmogtessivement diminuée (figure 7.5).
Une mesure de la chute de pression entre I'entrée du tulemdtadit ou la section est la plus faible va
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permettre, a condition de connaitre les sections, delleslte débit passant dans la conduite, et cela
sans piece mobile!

En régime stationnairg + %pUQ est constant sur les lignes de courant. Donc si on suppose de
plus que la vitesse est uniforme dans toute section de laugen@e qui est réaliste pour un fluide
parfait), on a si on appelle respectivement A, B et C, les fpoints de mesure

1 1 1
Pa+ 5pr1 = Pg + EpUg = Pc+ 5pUg

Comme de plus on conserve le débit volumigle=- Q4 = Qp = Q¢ soitUs S4 = U Sp =
Uc Sc, et donc on peut relier la difference de pression entre Aztdvitesse et donc au délgjt:

1 1 Sa
Pa— Py = 3o(U% ~ U3) = 30U3 | (52 ~ 1]

_ 2(Py — Pp) S%,
Q‘SA\/ ’ (Si—%)'

La mesure deP4 — Pg et la connaissance dg4, Sp, et de la masse volumiqye permettent de
déterminer le débit.

soit

A B C

7
' [

FiGc. 5.6 — Déeémonstration de I'effet Venturi.
FIG. 5.5 — Débitmétre de Venturi D’apres [28] p. 120P4 > Pc > Pp.

g

Parfois la pressiotivs est tellement faible au niveau de la contraction que I'ongeotze des bulles
de cavitation (dégagement de vapeur au sein du liquiék slevient inférieur a la pression de vapeur
saturante du liquide).

Cet effet Venturi est utilisé dans lesompesa eaupour diminuer la pression de I'air dans une
enceinte, ou pour projeter de la peinture avec un aérograph
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Exercice :refaire I'etude du débitmeétre de Venturi pour un fluidengoessible.

Notons que dans la figure 7.6, la pression en C est plus faimelajpression en A. Ceci est
due aux pertes de charges dans le rétrécissement, perdsaye qui n’existent que parce que le
fluide n'est pas vraiment parfait et qu'il y a dissipatiori@érgie. Une autre cause possible est que le
rétrécissement est un peu trop brusque et qu'il se fornjetuam sortie ('écoulement n’est alors plus
homogene dans la section en C).

L’ artérioscEroseest une maladie ou le diametre des artéres est localatimeinué par des dépots
de graisse. L'effet Venturi explique en partie I'évolutigrave de cette maladie.

5.3.3 Experience de Torricelli

L'expérience de Torricelli consiste a vider un récigi@ar un petit trou situé a la profondeff
sous la surface du liquide (figure 7.7). Si le récipient agjd on peut négliger le caractére instation-
naire de I'ecoulementy(diminue doucement) et sur une ligne de courant reliant unt ple la surface
a un point dans le trou on a4, + pgh +0 = P + 0+ %pU2 soit :

U= +/2gh.

Une clepsydre (récipient rempli d’eau utilisé il y a biemdtemps pour mesurer les durées) étant basé
sur ce principe, elle se vide de plus en plus lentement, @oatnent a un sablier qui s'écoule lui a
vitesse constante.

FiG. 5.8 — Exemple de portance acquise par ef-
FiG. 5.7 — Expérience de Torricelli fet Magnus d’'une balle tournant sur elle-méme.

Exercice : En appliquant la conservation du débit, trouver I'équratrégissant:(¢) pour un
récipient cylindrique de sectiofi et de section du trow. Montrer en particulier que le temps de

vidange vaut%1 /%, ou hy est la hauteur initiale de remplissage au-dessus du troelleQipit-&tre
la forme du récipients(h) pour que I'ecoulement se fasse a vitesse constante ?

5.3.4 Effet Magnus

Le nom d’effet Magnus vient du nom du physicien allemand HefmnGustav Magnus (1802-
1870) qui a décrit ce phénomene en 1852. Dans de nombpeuts 0N« lifte »ou on « brosse»les
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balles, c’'est-a-dire qu’on leur donne une rotation sugsethémes qui a pour effet de courber leur
trajectoire. La encore cet effet peut-etre décrits paindereme de Bernoulli.

Prenons une balle tournant sur elle-méme avec une vitegsmaeﬁ négative (figure 7.8). Dans
le référentiel du centre de masse de cette balle il existecoulement d’air de gauche a droite d’in-
tensitel. A cause de I'existence de couches limites au voisinage bialle (zones ou la viscosité du
fluide se fait sentir, voif 12 page 109) et de la condition de non-glissement du fluide®sinage de
la surface de la ballgg©.2.1 page 78) le fluide va aller plus vite qﬁq’uste au-dessus de la balle (les
vitesses s’'ajoutent) et legerement moins vite justeeasals (les vitesses se soustraient). La relation
de Bernoulli nous dit alors que la pression va étre un pes fatte au-dessous qu’au-dessus de la
balle avec pour conséquence une force dirigée ici de bdmen(cas d’'une balle brossée) appelée
portanceﬁL. Ici nous avons une portance positive qui fait monter laghall

On peut montrer qué’y, « U A §). Une autre facon de décrire les choses est que, commeeous |
verrons dans I'étude de la portance sur une aile d’avicexifte une portance parce qu’apparait une
circulation du vecteur vitesde= § v - di autour de I'objet.

Une autre application classique de I'effet Magnus est Ipylsion par cylindres tournants ima-
ginée par Anton EETTNER et pour la premiere fois utilisée sur le Baden Baden en 182dee
a ensuite été perfectionnée pour I'Alcyone, bateau €€ CoUSTEAU. Dans ce cas la dissymétrie
entre les couches limites est contrdlée par aspiratipmagique des couches limites plutét que par
la rotation du cylindre.

5.3.5 Portance d’'une aile

Les deux figures suivantes représentent respectivengaaufement et les forces locales agissant
sur une aile portante sous faible incidence. L'equatioBelmoulli permet d’évaluer assez simplement
la portance sur une telle aile (pour plus de détail, voitapitre 11).

Si on compare deux lignes de courant passant respectivgustatau-dessous (zone 1) et juste
au-dessus (zone 2) d’'une aile de longugwat d’envergurez, on peut écrire :

1 1
Poo + 5pUS = Pr+ 5pUT

et
1 1
Ps + §PU§O =P+ §pU22

soit :
1 1
P —P= §P(U22 —-U7) = 3P0z = U1)(U2 + Uh).

Au premier ordre on peut écrilé, + Uy ~ 2U, €t la portance peut s'écrire :

L L
Portance ~ / a(Py — Py)dl =~ apUs, [/ (Uy —Uh) dl} = —apUy T
0 0

ou I est la circulation autour de l'aile calculée dans le seig®momeétrique. Ce calcul est tres ap-
proximatif mais le résultat est exact comme nous le vereanshapitre 11 page 99!

Notons que dans ce type d'approche, basée sur I'équatiaied et la conservation de I'énergie,
il n'existe pas de force de trainée puisqu’il N’y a pas dewesité (voirg 7.4 page suivante). En effet
sans viscosité il n'existe pas de vorticité, ni de coudimté, ni de décollement de couche limite, un
phénomene pourtant capital pour expliquer le décroeltbgne aile.
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FiGc. 5.9 — Portance sur une aile en incidence. N _

La portance exercée par I'air sur l'aile est égale FG. 5.10—Répartition reelle de pression autour
et opposée a l'action de I'aile déviant I'air vers ~d'une aile.

le bas.

5.3.6 Amplification des vagues par le vent

L'apparition des vagues sous I'action du vent peut se contpeecomme une instabilité (I'in-
stabilite de Kelvin-Helmholtz, voi?? page ?7?) dont 'effet déstabilisant s'explique par I'éton
de Bernoulli. En effet si on considere une interface air-Egeérement déformée et que I'on décrit
les lignes de courant dans le référentiel qui se déplaee ks vagues (afin de pourvoir appliquer
I'équation de Bernoulli stationnaire), le vent est aécélau-dessus des crétes, la pression y est donc
plus faible. De méme la vitesse du vent décroit au nivesuadeux, la pression y est plus forte. Le
méme raisonnement peut &tre fait dans I'eau. En consegquamplitude de la déformation initiale
de l'interface croit. Ce sont les forces de gravité et dsit: de surface qui vont limiter I'amplitude
des vagues.

5.3.7 Jetincident sur une plaque

Exercice : Calculer la force appliquée par un jet d’eau (bidimensa @t horizontal), d’épaisseur
h rencontrant une plague plane inclinée d'un angies-a-vis de la verticale. Montrer que la force
par unité de largeur perpendiculaire a la plaguevaut :

F, = pU?h cosa.

5.4 Paradoxe de d’Alembert

On nomme paradoxe de d’Alembert le fait que dans le cadreédgidition d’Euler il n'existe
pas de force de trainée sur un obstacle (force dans le sditscdulement appliqué par le fluide sur
I'obstacle) bien qu’on puisse calculer une portance. Lessfode trainée existent pourtant bien dans
la réalité, mais elles sont dues en grandes parties @stiamce de couches limites (éventuellement
décollées) qui changent la distribution de pressionwudie I'obstacle par rapport au cas du fluide
parfait.

Dans le cas d'une aile, le flux de quantité de mouvementeft&atii ce qui donne une portance,
par contre il N’y a pas de perte de quantite de mouvementicegespondrait a une force de trainée
et a une dissipation d’énergie.
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La viscosite des fluides
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Un fluide parfait n’a pas de viscosité, c’est-a-dire quexdeeines de fluides vont pouvoir s’écouler
cOte a cote a des vitesses differentes sans inteRagir.un fluide réel, a cause de I'agitation moléculaire
d’origine thermique, il y a des collisions entre moléculies deux veines et donc échange progressif
de quantité de mouvement. La viscosité est le coefficiantrgsure cette diffusion de la quantité de
mouvement.

6.1 Tenseur des @formations [¢] (strain tenso)

Lorsqu’on tire avec une force constante sur une barre deljrédle commence par s’allonger.
Ensuite la longueur de la barre reste constante (sauf eredasage) et I'on peut alors définir I'allon-
- —) . ya y - e
gement relatif d’'un vecteud B aligné avec I'axe de traction par la quantité :

L
_,(A—>)_A,B/—AB
T AR

A cette déformation longitudinale s’ajoutent des défatioms transverses de compression. Si mainte-
nant la contrainte a lieu dans une direction quelconqu@goi connaitre la déformation d’un volume
élementaire si on connait les 9 coefficients et donc letenseur des &ormationsje| (appeléstain
tensor en anglais). Le tenseur des déformations est la réponseldie a une contrainte appliquée.

49
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Dans le cadre de la théorie de I'elasticité linéaire][iL3/ a proportionnalité entre le tenseur des
déformationde| et le tenseur des contrainted, c’est-a-dire qu'il existe un tenseur de rang 4 tel que :

€ij = Aijkl Okl
Heureusement les propriétés d’isotropie du matériamnptent de ramener |8« 9 = 81 coefficients
du tenseufA] a seulement deux coefficients : le module d’Youhg(s'exprime en GPa par exemple)

qui caractérise la raideur du matériau et le coefficierPdissony, (sans dimensiofl < p < %) qui
caractérise sa diminution de volume sous compression.

6.2 Tenseur des taux de éformation (rate of strain tensor) ou tenseur
des gradients de vitess&~|

Pour un fluide soumis & une contrainte constante, la deéfiiomse poursuit indéfiniment, contrai-
rement au cas du solide ou elle s’arréte au bout d’un temp#®ar contre, & vitesse de deformatiorva
étre fonction de 'intensité de la contrainte. On nomntéecdtesse de déformatiotgux de @formation
On peut donc définir un tenseur des taux de déformatioaérivée par rapport au temps du tenseur
des déformations, qui n’est rien d’autre qu’un tenseurrgues avons déja rencontré au chapitre 5, le

tenseur des gradients de vitess¢] = [G] = [g%}
0
= —[e] = [G].
= 51d=1C]
Le tenseur[G] décrit la variation spatiale du vecteur vitesse au voggnd'une point. En effet la
—
difference de vitesse entre un poinét un point” + dr s'écrit :

— — — —
U(F+dr) —d(dr) = dv = [G] - dr,

car

3
ov; =~ —
=S 2 Gy =N () - 1
dv; oz, drj =V (v;) - dr (6.1)

j=1
La dimension des coefficients;; = v est I'inverse d’un temps (par exemple ded).

— Oxj

6.2.1 [Decomposition d’'un tenseur

Tout tenseur peut étre decomposé en la somme d’'un tesgmatrique et d’une tenseur anti-
symétrique. Pour le tenseur des gradients de vitessdfiflgdécrire :

1G] = [e] + [w]| (6.2)
avec

- 1 81)@- 8?}]'
et

1 [ 0Ov;  Ov

Par construction le tenseye] est un tenseur symeétrique;{ = e;;) et [w] un tenseur anti-
symétrique g;; = —wj;).
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6.2.2 Partie synétrique de [G] ou tenseur|e] des deformations pures

Le tenseufe] (Equ. 8.3) étant symétrique est caractérisé par 6 cigftis indépendants.

Notons déja quérace [e] = trace [G] = g—zi = div (7). Pour un fluide incompressible on a donc,
trace e] = 0.

Le tenseure] étant symétrique dans une base orthonormée il est emnehmaint diagonalisable.
Dans la base orthonormée construite localement sur sesuwe@ropres il s’écrit donc :

a 0 O
el=10 b 0
0 0 c

Il 'y a maintenant plus que trois coefficients (les valeuppes) mais cette base locale est définie par
trois autres coefficients (par exemple les trois anglesldituce qui redonne bien les 6 coefficients
de départ. Si 'écoulement est incompressible; b + ¢ = 0. Il y a donc de fagon générique soit une
direction contractantez(< 0) et 2 directions dilatante® €tc > 0), soit I'inverse (figure 8.1).

Un tel écoulement qui n’induit pas de rotation de la paléidluide, est dit deleformation pure

En conclusion, les termes symétriques du tenseur desgtadie vitesse [G] correspondent a des
déformations pures.

A
A 4
v
A

A a) b)

FIG. 6.1 — Les deux cas génériques d’'une déformation pure @aoulement incompressible 3D
dans sa base orthonormée locale des vecteurs propres djrection contractante, b) une direction
dilatante.

e Exercicesa deux dimensions :

a
— Etudier les déformations d’un carré penddhtfigure 8.2a) siG| =
0 b
a
— De méme étudier les déformations d’un carré pendast [G] =
a 0

6.2.3 Partie antisynétrique de [G] ou tenseur|w] des rotations pures

La partie antisyméetrique dé] s’écrit :w;; = % < g;’é — %). Il est caractérisé par trois coeffi-
J 7
cients,
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+y Ay +y

dy dy dy

4

>y
<

dx dx X

a) b) c)

FiG. 6.2 — Trois cas de transformation d’'une particule fluidesdamécoulement bidimensionnel.

0 wi2 w13
Wl=1]-wi2 0 wy |- (6.5)
—wig —wa3 O
Construisons leecteur d = {wy,} ayant pour composantes, = —e;;, w;; OU€;j; vaut 0, -1 ou

+1 selon que deux des indices sont égaux, qu’ils sont dasenkeindirect ou qu’ils sont dans le sens

direct. Donc
Ovsg Ova

w1 = —Ww23 W32 = 50— gus

v v
Wp = W13 — W31 = oo — g

v v
w3 =Wzl — W12 = = — got

On constate donc que = r_>ot(17). Le vecteurs s'appelle le vectewvorticit &€ de I'eécoulement, il
caractérise la rotation locale des particules fluidessiQla vecteur tres important pour I'étude de la
dynamique des tourbillons (voir chapitre 11).

— — — — . . .
Onadonalv = [G] - dl = [e] - dl + |[w] - dl. En utilisant I'équation 8.5, on a:
— 1/, —
w] - dl :§<w/\dl).

Donc sife] = 0, on adv = %5 A El) ce qui correspond a urretation locale purede vecteur
rotation instantanég & = 1 rot .

Il est important de noter qu’une rotation pure ne déformelpgarticule fluide et il n'y a pas de
mouvements relatifs des particules a I'intérieur. Ekedissipe donc pas d’énergie.

Rappelons qu’un mouvement quelconque d’une particuledlait la somme d’une translation
pure @_?; — 0), d’une rotation pure@ = %w A ﬁ) et d’une déformation purei_)(; = [e] -Ef). Seule la
déformation pure dissipe de I'énergie. On peut facilenfidlustrer en faisant tourner cote a cote un
ceuf dur et un ceuf cru. Le second est beaucoup plus difficilet&raren rotation. Pourquoi ?

e Exercicesa deux dimensions :
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— Etudier les déformations d’un carré penddhtfigure 8.2b) siG] = “

—a 0
— Etude d'un cisaillement simple (qui n’est pas une défaiongpure), I'écoulement de Couette

0 a
plan : [G] = . Tracer le profil de vitesse de cet écoulement, calculer gicité et

0 0
son taux de déformation. Application a la déformationrdtarré pendanit (figure 8.2c).

6.3 Equation constitutive des fluides newtoniens

Nous avons vu au chapitre 7 que le seul terme qui va dissip&éergie dans I'écriture du
principe fondamental de la dynamique (équation 5.3 payesf9e terme qui fait intervenir le tenseur
des contraintes visqueuséTg)[a’]. Or ni la translation globale de la particule fluide, ni satioin en
bloc ne déforme la particule fluide (pas de mouvement feidtintérieur). Seules les déformations
pures dissipent de I'énergie, et donc le tenseur des dotgsavisqueuses ne peut dépendre que de la
partie symétrique du tenseur des déformations. Ce guectoit :

On appelldluides newtoniendes fluides pour lesquels le tenseur des contraintes visgsalepend
uniquementetlin éairementdes valeurinstantanéesdes déformations. Soit :

/
03 = AijriCkls

ou nous utilisons la convention d’Einstein (sommationlioife de tous les indices redoublég)] est
alors un tenseur de rang 4. Si le milieu est isotrope (inm&udans les directions 1, 2 et 3), on peut
montrer de fagon générale [13] qu’un tel tenseur, audienoir 81 coefficients indépendants, n'en a
gue trois,A, A’ et B et s'écrit :

Ajjrt = Abi, 651+ A’ 60,3 + B 6 Oy
d;; est l'indice de Kroneker (il vaut zéro $i# j et 1 sii = j). Comme le tenseur des contraintes
visqueuses est symétrique; (= o7, ) on en deduitd = A'.
;i = A(dirdjiens + dadjrert) + Boijorier = Alei + eji) + Bdyjen = 2Ae;; + Bojje,

en effet le tenseufe] est symétrique. On pose en généflal= netB = ( — %77- La constante) est
appelée la viscosité de cisaillementdzéta) la viscosité de volume. Alors :

1
oij = 2n(eij — §5ij€ll) + Cdijen. (6.6)

Le premier terme est de trace nulle (en efigt = 3), le deuxieme terme fait apparaitre la trace
du tenseure| (tracele] = ey) qui caractérise la compressibilité de I'écoulement.tfuce [e] =
trace [G] = div (¥). Doncpour un fluide incompressible div (¢) = ¢; = 0, et donclo’] = 2n]e],
soit :

/ ov;  Ov;
= One; = . 2. 6.7
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6.4 Divergence du tenseur des contraintes visqueuses

Partons de la relation 8.6. La composantkl vecteur divergence du tenseur des contraintes vis-
gueuses s'écrit (voig 5.6) :

—— oler® oe;; 2 dey
! _ vy v] _ - L
{dIV [Uij] }z N axj N 277 8£Cj + <C 3”) 62] axj '

1 [0y Ov; .
Ore;j =3 (amj +8_mi)’ donc :

— 0%v; 0%v; 2 0 0y
I” = v J - = N
{dlv [0”]}@' " dxj0x; i dx;0x; +(< 377) 0x; (8561)'

e 0%v; 1 0 Oy
/ _ 1 _
{dlv [Jij]}z‘ =7 856? +(C+ 377) (%cz‘((%cl).

O rdiv (7).

T . 2 l
{IV LI}, =n V4 (g 5

Soit vectoriellement :

0V o) =0 V2(5) + (¢ + 5m) ¥ [div (3] 6.8)

6.5 Equation de Navier-Stokes pour un fluide newtonien

A partir du Principe Fondamental de la Dynamique nous aviens/é (Eq. 5.3) :

ov

plogy + (- V)] = =V (p) + pg+dv [0

De I'équation 8.8 on déduit directement I'équation devidaStokes pour un fluide newtonien
éventuellement compressible :

o = - L =a. 1 =

plop +(@- V)i ==Vp) +pg+ nV3T+ (¢ + 3V [div (@) . (6.9)
La viscositén est appelé la viscosite de cisaillement ou aussi la vigcaynamique (elle est

parfois notée. et s’exprime en Pa.s). La viscosité de volunest en général faible, elle intervient

par exemple dans l'atténuation du son dans un fluide. Dargadeou le fluide est incompressible

(div (¥) = 0) on obtientl’ équation de Navier-Stokesd’un fluide newtonieincompressible:

ov - 1= -
a_j Y (V)T = ——V(p) + §+ vV, (6.10)
P
oulv = "|est appelé la viscosité cinematique (unité classituey? s—!). Comme la viscosité
P

dynamique, c’est une propriété du fluide et pas de I'emmeint. La viscosité dynamique caractérise
la viscosité de cisaillement par unité de masse contreare an qui est la viscosité de cisaillement
par unité de volume.
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6.6 Signification physique de la viscos#t

Le coefficient de viscosité correspond au coefficient diusiibn de la quantité de mouvement.
C’est grace a la viscosité que le mouvement d’'une couehBluitle peut induire des mouvements
dans les couches voisines (voir films du CD [17]) et les exemgu§ 10.1.6.

Le coefficient de viscosité caractérise la dissipaticgndrgie. On peut montrer que la puissance
dissipée par frottement interne n’existe que si la paeifuide est deformée. La puissance dissipée
par unité de volume s’écrit :

ov;  0v; ov;  0v;
— 9l — _ i J i J
€= 2776” 77/2 (8$J * 6%) <8xj * axz> ’

avec une sommation implicite sur tous les indices redeudi®lus explicitement :

=YY= Y Y (5450 (o o)
7 7 ? J

Cette puissance est dissipée en chaleur dans le fluide)elsgne moins.

6.7 Mesure de la viscosé

Il existe de nombreux appareils pour mesurer la visco€itedistingue lewiscosingtresutilisés
pour les fluides newtoniens, qui font une mesure comparativéoivent donc étre étalonnés, des
rhéonetresqui mesurent directement les contraintes et les taux demétion. On réalise en général
des écoulements rhéologiques, c’est-a-dire des égmiits ou un seul terme du tenseur des gradients
de vitesse est non nul et il faut de plus qu’il soit constarteemps et homogéne en espace. On appelle
taux de cisaillement, traditionnellement négtéce coefficient. Par exempte= dv, /dy.

6.7.1 Quelques viscosigtres simples

Avec un viscosimetre a tube capillaire on mesure le tengsodlement d’un liquide visqueux a
travers un tube mince (figure 8.3). Ce temps est proporticime viscosité. On fait de méme dans
un viscosimetre a chute de bille, ou cette fois I'on medartemps de chute d’une bille a travers un
tube préalablement rempli du liquide a tester (figure.®&ns la méthode de lauche peréeutilisée
dans l'industrie de la peinture, on mesure le temps de vielahge louche percée d’'un trou calibré.

6.7.2 Quelques exemples de gometre

Dans un rhéometre on cherche a réaliser des écoulsmarticuliers, ou les déformations sont
homogenes en espace et constantes en temps. Pour mesiseo$ité de cisaillement on utilise des
écoulements ou il n'existe qu’'une seule composante dsetardes gradients de vitesse : par exemple
la géométrie de Couette cylindriqugX0.1.2) ou la géométrie du cdne/plan (figure 8.5).

La figure 8.6 montre que la viscosité est une propriétéfilédes qui dépend fortement de la
température, mais differemment pour un gaz ou un liqullars un liquide les viscosités dynamique
et cinematique diminuent avec la température (loi de Addrlog(n) ~ A + %). Pour un gaz au
contraire elles augmentent avec la température (I'agitaholéculaire augmentant, la diffusion de la
guantité de mouvement augmente aussi).
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H1
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FIG. 6.3 — Viscosimetre a tube capillaire. FIG. 6.4 — Viscosimétre a chute de bille.

FIG. 6.5 — Principe du rhéomeétre cone/plan. Il peut fonctmmsoit a contrainte imposée (couple im-
poseé) soit a cisaillement impos@ & C'ste) et il permet de plus de mesurer les contraintes normales
0., Ce qui est utile pour un fluide élastique.
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Viscosité dynamique Viscosité cinematique
n (Pa.s) v= g (m?/s)

Eau (20C) 1073 1,006 10~

Air (20°C) 18,2107 15,1106

Glycérine (20C) 1,49 1180 1076

Mercure (20C) 1,55 1073 0,116 1076

CO, (20°C, 1 atm.) 14,710°6 8,03 106

H, (20°C, 1 atm.) 8,8310°6 105106

TAB. 6.1 — Tableau donnant les viscosités de quelques fluidest

6.8 Quelques exemples de fluides non-newtoniens

Pour certains fluidegg’] # 21 [e] et il faut alors modéliser le comportement réel par desitr
équations ditegquations constitutive$armi ces fluides on peut citer les peintures, les shamgoing
I'aligot (mélange purée/tomme de I'Aubrac), les gelsffamits, la silliputy ... Avec un rhéometre
on doit alors étudier la variation de la viscosité apptreavec l'intensité du taux de cisaillement
n = f(¥). Pour un fluide rhéofluidifiant (le plus couramment rend@nka viscosité est une fonction
décroissante de la contrainte (figure 8.7). Pour d’auttgde$, notamment les solutions de polymeres
a chaines flexibles, de I'énergie peut étre stockés foume élastique, donnant lieu & des compor-
tements visco-élastiques inattendus tel que le gonfleiffignire 8.8) ou I'effet Weisenberg (figure
8.9).

La plupart des fluides sont rhéo-fluidifiants (leur vis@sliécroit sous cisaillement) mais certaines
suspensions de particules sont rhéo-épaississantesdtsité croit avec la contrainte). C'est le cas
d'un mélange eau-Maizena, comme le montre la tres bédleovsuivante http://chezmatthieu.
blogspot.com/2006/11/pool-filled-with-non-newtonian-fluid.htmi!

Pour en savoir plus : Comment €coulent les fluides complexd3aniel Boon, séminaire dis-
ponible en vidéo téléchargeable $utp://www.diffusion.ens.fr/index.php?res=conf&idconf=664
(23 février 2006).
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0,002 Viscosité de I'eau

310°
Viscosité de l'air sec (p = 1 atm)
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FIG. 6.6 — Courbes montrant I'évolution de la viscosité dyitaran de I'eau (a) et de I'air sec (b) en
fonction de la température, a une pression de 1 atm. (B&j3] p. 594-597).

10! T
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FIG. 6.7 — Rhéogramme montrant pour differentes conceatraten polymere la diminution de la
viscosité dynamique apparenjevec le taux de cisaillemeft= dv, /dy.
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FiG. 6.8 — Ecoulement d’un fluide visco-€élastique montrantlefigment progressif d’un jet a la sortie
d’un tube lorsque le taux de cisaillement augmente 24 puis 60 puis 24078), ce qui demontre
I'existence de contraintes normales dans ce fluide. (PhotBauchard, FAST Orsay.)

FiG. 6.9 — lllustration de« I'effet Weissenberglorsqu’un fluide élastique monte le long d’un cylindre
en rotation (http ://web.mit.edu/nnf/).
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Chapitre 7

L' equation de Navier-Stokes
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7.1 Adimensionnement de Bquation de Navier-Stokes pour un fluide
newtonien incompressible

Dans le chapitre précédent, nous avons montré (éaqu8tit0) que I'équation de Navier-Stokes
pour un fluide newtonien incompressible s’écrit :

ov = L oS24
a_;) H@ V)=~ V() + g+ 097 (7.1)

Le premier terme s’appelle le terme instationnaire, le séde terme inertiel. A droite on a suc-
cessivement les forces de pression, les forces de voluras feirtes visqueuses. Cette équation, écrite
par unité de masse, est dimensionnée mais on peut chérthdimensionner.

On adimensionne les variables par :

61
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t=iT,  wm=&L,  wv=0W%,  p=pP,  §=4G,
ou les termes en majuscule sont des constantes dimees®rat’les termes avec un chapeau les
variables sans dimension. On peut remplacer dans I'éuelé Navier-Stokes et I'on obtient :

Voo V¢, &= PRz . e, V22 -
T B0 L(U.V)v——pLV(p)+Gg+ LQV(U).

Soit si on fait apparaitre un coefficient unité devant teneinertiel :

L 0v - 2oz P z LG > v z2?
VT ar T V)= —p—‘%V(pHV—OQQerv ().
Considérons d'abord le cas particulier d’'une sphére ylerra se déplacant a une vitesse constante
Vb dans un fluide au repod. et V;, sont les seules échelles du probleme et il n'y a pas dlieche
indépendante de temps et de pression. Enfin supposons auavige n’intervienne pas dans cet
exemple. Du coup on peut choidis = L/V; et Py = pVi2.
On obtient I'equation adimensionnée de Navier-Stokes :

% |G 8)F = S+ L) (7.2)
ot B P he ' '
On appellenombre de Reynoldde rapport :
_ WL _ gl

Re (7.3)

v Ui

N.B.: Dans le cas ou la sphéere est fixe dans I'écoulement, rigst@rstationnaire peut disparaitre.

Il ne reste plus dans I'équation de la dynamique qu’un semibre sans dimension. La structure
de I'ecoulement ne dépend alors que de la valeur du nongbReginoldsize. On a en particulier deux
cas limites :

e Re — 0, les effets visqueux sont dominants,

e Re — o0, les effets inertiels dominent.

Le terme de Reynolds peut aussi s’écrire comme le rapparrdue (dimensionné) d’inertie sur
le terme visqueux :

terme inertiel  [|(7- V7| VE/L VoL
e = - = = = = .
terme visqueux ||V 24| vVp/L? v

7.1.1 Quelques valeurs de nombres de Reynolds

On peut facilement estimer des ordres de grandeur pouruggkroulements :
— Une paramécie nageant dans l'edte:~ 102,

Un goutte de pluie tombant dans l'aiRe ~ 1000.

Sillage d’'un marcheur Re =~ 30 000.

Sillage d’une voiture Re ~ 4 x 10°.

Sillage d’un avion Re ~ 2 x 108.
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Fic. 7.1 — Visualisation du sillage d'un cylindre par émissidiencre a travers un orifice dans le
cylindre. Ce sillage serait le méme pour differents ditnes, differents fluides ou differentes vitesses
du moment que le nombre de Reynol@s est le méme. Le nombre de Reynolds prend de haut en bas
les valeurs 30, 40, 47, 55, 67 et 100. P&4r> 50 on visualise une allée de tourbillons alternés émis
par le cylindre, diteallée de tourbillons de &ard-von Karman. (D’apres [28] p. 25).

e La limite Re — oo est mathématiquement une limite singuliere, car I'éiguadifferentielle
aux dérivées partielles passe alors du second au premdier de dérivation en espace. L'équation
de Navier-Stokes est d’ordre 2 pour la dérivation en espdars que I'eéquation d’Euler est d’ordre
1 en espace. Par exemple, dans le cas du sillage de la spbareyn fluide parfait comme il n'y
a plus aucun parametre sans dimension dans I'équationlet;Ha solution ne doit plus dépendre
d’aucun parametre et doit en particulier étre la mémdquaesoit la vitesse de la sphére. Une autre
conséquence de ces ordres des dérivées dans les aquedtayue I'on a besoin de plus de conditions
aux limites pour résoudre I'équation de Navier-Stokes pour résoudre I'eéquation d’Euler.

e A cause du termé7 - V)7, I'equation de Navier-Stokes, comme I'équation d’Eukamt des
équations non-linéaires. En conséquence on ne peigeuntiti le théoreme de superposition ni le
théoreme d’unicité : pour les mémes conditions auxtisil existe des solutions multiples. Certaines
de ces solutions peuvent &tre stables, d’autres instadile®st uniquement I'ensemble des solutions
qui satisfait aux symétries du probleme.
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7.1.2 Quelgues autres nombres sans dimension

Reprenons I'adimentionnement de I'équation de Naviek&i. S’il apparait dans les conditions
du probleme, une pression progpg, un temps caractéristique des phénomenes instatiesiaides
effets de la gravité (ondes de surface par exemple), desstdifferentes e, y ou z, I'équation de
Navier-Stokes fait alors apparaitre d’autres nombres danension :

__ fréquence imposée_ 1/T [
— Le nombre de StrouhalSt = frequence naturelle™ Vo /L — VT~

o 91)/2
_ __ | forces d'inerties _ W )
Le nombre de FroudeFr = [fiorces e gravit; = - L'exposantl /2 permet de comparer
directement la vitesse de I'objet aux vitesses des ondesgigggen eau peu profonde (voir TD
Ressaut Hydraulique).
_ , __ forces de pression  Po/pL P,
Le nombre d’Euler Bu = 5 ——omies = VEIL = pva

L'eéquation de Navier-Stokes adimentionnée s’écritato

o - = o = = 1 =2
Stg; +(0- V)0 = —EuV(p) + Fr2g + EV (D).
Si de plus I'obstacle n’'est pas une sphdlig,# L, # L. on peut aussi introduire des rapports

d'aspect geométriques,, /L. ouL,/L..

7.2 Les conditions aux limites ci@matiques et dynamiques

Il existe deux types de conditions aux limites que I'on deo#éqiser pour résoudre les équations
du mouvement : les conditions aux limites cinématiques Igsuitesse) et les conditions aux limites
dynamiques (sur les forces).

7.2.1 Les conditions ciématiques
Cas d’'une surface solide immobile

— Si le matériau est non poreux, alors les particules flurdepeuvent pénétrer dans le solide
et la composante de la vitesse normale a la paroi doit &tlle (pas de flux de matiére) :
- =2 .
Q = [v-dS =0, et ce quelque soitS. Soit :

v, = 0].

La vitesse normale a une paroi solide est nulle.

— Sile fluide est parfait (pas de viscosité, équation ®Bulil n'y a pas d’autre condition cinématique
car il peut exister des gradients de vitesse infinis entrigjléde et le solide, et dont la vitesse
tangentielle a la paroi peu prendre n'importe quelle valeu

— Si le fluide est réel (visqueux), on observe expérimentaht que les molécules de fluide au
voisinage de la paroi sont en moyenne immobiles, surtoatsitface est un peu rugueuse ou si
les molécules sont adsorbées sur la paroi. La vitesseméirtie d’'une particule fluide (vitesse
mésoscopique) est donc nulle. C’est ce que I'on appelé®ndition de non glissement sur un
paroi solide

27//:0.
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Notons toutefois que cette condition classique de noneglieht n'est pas évidente a petite
échelle. Plus précisément si on notée libre parcours moyen des molécules entre deux colksian
une distance: inférieure a\ de la paroi, la moitié des particules vont vers la paroi ehhpas en-
core eu de collisions avec elle. Ces molécules ont donotiosiune composante parallele a la surface
solideVs = v/,(z = A) alors que l'autre moitie des molécules s’éloignent dpdeoi apres I'avoir
frappée. Si lors du choc il y a eu une adsorption temporaée rdolécules sur la paroi (collision
non spéculaire), il y a aprés le chen moyenngerte de la vitesse tangentiellé; = 0. En faisant la
moyenne de ces deux contributions on a donc finalement ain&gesde la paroiVs = %v//(z =A).

Il existe bien une vitesse de glissement a la paroi et c'esfuement le prolongement du profil de
vitesse qui s’annule a l'intérieur du solide, a une dist&b ~ \ (Fig. 9.2). La relation de continuité
du gradient de vitesse donne alors :

ov
VS = <£> z=0 .

Cela dit, dans la plupart des applications réelles le lgaecours est inférieur a 1 micrometre et la
distinction reste académique. Notons toutefois quelgdesptions notoires : la microfluidique ou les
fluides se déplacent dans des microcapillaires ou unegfieat sur 1um n’est pas négligeable, le
cas des gaz tres dilués (régime de Knudsen) ou le libreopes n'est pas petit devant la taille de
I'objet, ce qui augmente fortement I'effet du glissementfidide a la paroi. On retrouve aussi de
telles vitesses de glissement pour certains écoulemenp®lgiméeres concentrés ou méme pour des
ecoulements granulaires denses.

ZA

Fluide )\I

, 7\,
Paroi bI /S

FiG. 7.2 — Détail d'un profil de vitesse prés d’'une paroi mdtemévidence la vitesse de glissement
Vg=b (%)Z:0 ou b est de I'ordre du libre parcours moyen des molécules dudluid

Cas d'une surface solide mobile

Si la paroi se déplace les conditions aux limites sont glugshent les mémes, mais il faut écrire
la nullité des vitesses normales et tangentielles a lai ghans le eferentiel de la pargi et donc
egalité des vitesses normales (fluide parfait) ou &gdlis vecteurs vitesses (fluide visqueux) dans le
referentiel fixe :

‘ULfluide — U paroi POU un fluide parfai't

‘ﬁﬂu@-de — Tparoi POUF unN fluide rée%l
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Cas d’une interface fluide ceformable

La encore il faut écrire une condition sur les vitesses igeau de l'interface (figure 9.3). Tout
d’abord les vitesses normales doivent étre égales sirmmparait un espace entre les deux fluides (ou
un recouvrement) :

()L = (v2)1 |

Z A -
@ |9/ n 2%t
@

>
X

FiG. 7.3 — Interface déformég«x, t) entre deux fluides et normale locale

Le calcul de cette vitesse normale fait intervenir I'éduratde I'interface((z, t). Le vecteur nor-
mal & l'interface a pour composantgs= (sin «, cos «) ol tan o« = —% (figure 9.3). En égalisant

les composantes normales des vitesses de l'interface @uakes 1 et 2 ,% N =01 -1 =17y 1,
vient :

¢ . .
E COS (¥ = V1, SIN (X + V15 COS (X = V2, SIN (¥ + Vg, COS (v,
soit en divisant poutos «,
¢ ¢ ¢
5 = —’le% + v, = —’UQIL'% + v2, (74)

On peut aussi retrouver cette équation en écrivant quanticule fluide de l'interface reste a
I'interface. En effet une particule Mde coordonnéeéz;, y;) dans le fluide 1 est a l'interface si la
distanceh = y; — ((z1,t) est nulle. Elle reste sur l'interface 8h(z1,y1,t) = 0 soit sidh =

A dey O

dyy — %day — %dt = 0, cest-a-dire sf — edn %6 — . Comme®L = V3, et &L =V, et

en faisant le méme raisonnement pour une particule duuvllien retrouve les équations 9.4.

Side plus les deux fluides sont visqueux, la condition difsgees vitesses tangentielles a l'inter-
face,(v1),. = (v2) ., conduit & I'égalité des vecteurs vitesses a l'intezfa

.

7.2.2 Les conditions dynamiques

L'idee de base est de faire un bilan des forces qui s’applifj@ un petit volume qui entoure
I'interface, puis de faire tendre la hauteur de ce volume w&ro. Comme la masse devient nulle
il faut que la somme des forces appliquées a ce petit volsmitenulle. Rappellons I'expression du

tenseur des contraintego] = —p [I] + [0'] = [-pdi; + 1 (37”; g—;’i)].
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Cas des fluides parfaits

Il n'existe pas d’autre force que les forces de pression dhasun des fluidegd’] = 0), avec
éventuellement des forces interfaciales s'il existe unefaure de l'interface et une tension de surface
(voir chapitre??). Il n’existe alors que des conditions sur les pressiosgaltoi :

— pour une surface solidePy;yigze = Pparoi

— pour une interface fluide planey i ize1 = Priuide2

— pour une interface fluide courbée :

1 1
Prruider = Priuide2 + 7 (E + ﬁ) (7.5)
ou R et R’ sont les deux rayons de courbure de la surfagdatension de surface (voir chapitre
??). C'est la loi de Laplace, qui montre que la pression est plegée du coté concave de la
surface.

Cas des fluides eels

Il faut maintenant égaliser les contraintes tangensedldes contraintes normales. Considérons
successivement les trois cas suivants : une surface salideinterface fluide plane, une interface
fluide courbée.

e Cas d’une surface solide.

Montrons d’abord que dans le tenseur des gradients de e/jitdesnombreux termes sont nulles
sur une paroi solide. En effet si la paroi est perpendicalaita directior0z, au voisinage d’un point
zonav(z+dr) =v(x)+ g—gdm. Comme la vitesse a la paroi est nullezeat aussi erx + dz on en
déduit : 3% = 0. On montre de mém%;z = 0. En utilisant 'incompressibilité du fluide, di) = 0,

vy

on en déduit quév, /Jz = 0 au niveau de la paroi. Donc seules les composa%?st 52 peuvent

vy

ne pas &étre nulles et la contrainte a la paroi a alors pauposantes,., = 7 (%L;), Oyz =1 (W>
eto,, = —p.

e Cas d'une interface entre deux liquides sans effet de temgasurface.
En présence de deux fluides non miscibles, on doit éctinetérface

[0'1] . W = [0'2] - 7.

Dans le cas particulier ou il n'y a qu’'une vitesse compasald la vitesse selan, I'égalité des
contraintes tangentielles s’écrit :

m 8;? =12 8;? : (7.6)

Les pentes des profils de vitesse de part et d’autre de famersont donc dans le rapport in-
verse des viscosités. La pente est la plus faible dans @eflaiplus visqueux (voir figure 9.2.2 page
suivante).

On appelle« surface librerune surface sur laquelle la contrainte tangentielle et nMdétte condi-
tion de surface libre est souvent justifiee a I'interfangel'air et I'eau car la viscosité dynamique de
I'air est trés faible devant celle de I'eau. La conditioncdatrainte nulle impose que la pente du profil
de vitesse soit nulle. Il existe donc un maximum de la vitésksesurface libre (figure 9.2.2).

Condition a une surface libre :
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Z
TN 7, ZA
Fluide 2 Gaz
X
53 e
Liquide — ——»
UX(Z)
—>
Fic. 7.4 — Conditions aux Ilimites FIG. 7.5 — Profil de vitesse au voisi-
cinématiques a une interface fluide. nage d'une surface libre, c’est-a-dire si la
contrainte du gaz sur le liquide peut étre
négligée.
O0vy
— =0]. 7.7
% (7.7)

e Cas d’une interface entre deux liquides avec tension dacirf

S'’il existe une tension de surface, par rapport au caegegrt’il se rajoute un contrainte normale
proportionnelle a la courbure de l'interface (comme dansds de deux fluides parfaits, donné par
la loi de Laplace (Equ??)) plus éventuellement une contrainte tangentielle sigte un gradient de
tension de surface. Un tel gradient existe sous I'action di@adient de température, ou d’'un gradient
de concentration en produit tensioactif. On parle alordfefdarangoni (voir [15] p. 155 ou [3] p.
69).

7.2.3 Tableau ecapitulatif des conditions aux limites

Voici un tableau résumant les differentes conditions lankes, pour un fluide parfait et pour un
fluide réel.
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Interface Fluide parfait (Euler) Fluide visqueux (Navier-Stokes)
(Ul)fluide - (vl)paroz’ 6fluide = ﬁparoi
Paroi solide Pfluide = Pparoi Pfluide = Pparoi
00z = NG
(v1); = (v1)y U1 = U
Interface plane P11 = P2 P11 = P2
Ovg) Ova
"71(81}2)1_772(81)2)2
Interface déformée (v1); = (vi), U1 = U2
avec tension de surfadeP; = P; + v (R% + R%) (oinih — 02 =—7 (5 + 7)) ni + {ﬁy
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Chapitre 8

Solutions laminaires de lequation de
Navier-Stokes
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Dans ce chapitre nous allons parler des écoulements lagsr{par opposition a turbulents), c’est-
a-dire des écoulements ou le fluide s’écoulecéamey paralleles. Ce sont en général les écoulements
que I'on observe quand le fluide est peu sollicité c’edira-lorsque le nombre de Reynolds n’est pas
trop €éleveé.

8.1 Lesécoulements parakles

) On appelle écoulementzaralleles des écoulements unidirectionnels et invariants le long de
I'écoulement. Ce sont des écoulement "1C1D= {u(y),0,0}) ou "1C2D" (¥ = {u(y, 2),0,0}).
Cette propriété impose automatiquememtﬁ)ﬁ = 0, le terme non-linéaire de I'équation de Navier-
Stokes disparait donc. De plus, on a obligatoire par coctsdn la conservation de la masse @iy =
0. Voyons quelques exemples.

71
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8.1.1 Ecoulement de Couette plan

On cherche I'ecoulement établi (indépendant du tempsgealeux plaques paralleles dont I'une
se déplace dans son plan & la vitese On suppose/ = {u(y),0,0} et I'on néglige la gravité.
L'équation de Navier-Stokes se raméne alors a :

19p _ 0%
pox 0y?
op _
¥o= 0
op _
3 = 0

Commeu ne dépend pas de % n'en dépend pas non plus. C’est une constante qui ne ppehdée
ni dey ni de z puisquep n’en dépend pasgg = % = 0). Cette constante sera nulle s’il n'y a pas de
gradient de pression imposé a I'infini par les conditioms lanites. Nous le supposerons et on trouve,

en tenant compte des conditions aux limites 0 eny =0 etu = Uy eny =h:

U
u(y) = foy

Le gradient de vitesse est constant partout dans I'ecaneiiigure 10.1). C’est un écoulement de
cisaillement pur (somme d’'un écoulement de déformatime et de rotation pure).

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

FiG. 8.1 — Géomeétrie et profil de vitesse de
I'écoulement de Couette plan, ici avec deux vi-
tesses de paroi égales et opposées. FiG. 8.2 — Géométrie de Couette cylindrique.

8.1.2 Ecoulement de Couette circulaire

Cherchons maintenant I'ecoulement axisymeétrique pergnazimutal existant entre deux cy-
lindres coaxiaux. Le méme raisonnement nous conduieguiitionyV2# = 0. En coordonnées
cylindriques on trouve alors :

B 10 2
vg = Ar + — et P _ %
r por r
Les valeurs ded et B sont données par les conditions aux limites cinématiguesparois en
r = Ry etr = Ry (figure 10.2).
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8.1.3 Ecoulement de Poiseuille plan

Supposons maintenant que nous ayons deux plaques mEa@tdmmobiles et gu’en appliquant
un gradient de pression on crée un écoulement visqueox $aldirectionz. Le méme systeme
d’équation que pour le calcul de I'ecoulement de Coudta pous montre que

ap Pentrée — L sortie
P _ Oste = — -G
ox ste L

G est le gradient de pression imposé. On en déduit que ld geofiitesse est parabolique :

uly) = zyth—y) |- (8.1)

Ce profil parabolique porte le nom d’écoulement de Poikeoill de Hagen-Poiseuille (Figure
10.3).

—

>

Y

\\r )

Y

»

7/

FiG. 8.3 — Profil parabolique de Poiseuille entre deux plaquesdams une conduite circulaire.

Le débit volumique par unité de largeur dans la troisi&tineension est donc donné par :

h h3
Q= /O u(y)dy = 33-G- (8.2)

8.1.4 Ecoulement sur un plan inclire

Exercice : Calculer le profil de vitesse d’une couche de fluide d’&gish coulant sur un plan
incliné d’'un anglex par rapport a I'horizontale. Montrer en particulier quectandition de surface
libre impose que le profil de vitesse est une demi parabole.

8.1.5 Ecoulement de Poiseuille en conduite circulaire

Exercice : Refaire le calcul du profil de Poiseuille pour une conduiesdction circulaire. On
montrera que

u(r) = %(R2 —r?) (8.3)

et que le débit volumique vaut :
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TR*
Q, = S G. (8.4)
n
Attention, une des conditions aux limites est donnée ptaiteue I'on ne veut pas de vitesse infinie
sur l'axe ¢ = 0).

Ainsi a gradient de pression constant, si le diamétre e tliminue d’'un facteur 2, le débit est
divisé par 16! Cette forte non-linéarité explique Idfidiflté d’equilibrer les réseaux de distribution
d’eau par exemple. De méme il faut 10 000 tubes de 1 mm de ayarfaire s’écouler le méme débit
sous la méme difféerence de pression que dans un tube de tayn. Jean-Louis MariedRSEUILLE
était d’ailleurs un médecin physiologiste qui s'esemissé dans les années 1850 aux écoulements
sanguins.

On peut aussi calculer les contraintes visqueuses aggligsur les parois du tubg,. = —GR/2
et en déduire que les forces appliquées par le liquidersitangueur de tube sont logiquement égales
a la difference des forces de pression appliquées esgrdesix extrémités.

La relation 10.4 n’est valable qui si I'écoulement restaitaaire. Au-dessus d’un certain nombre
de Reynolds de I'ordre de quelques milliers ce n’est plug Wrapparait d’autres composantes de la
vitesse et un régime turbulent. C’est en étudiant cedtiesttion que O. Reynolds a montré que cette
transition était gouvernée par un nombre sans dimensippagte maintenant son nom. La turbulence
de I'ecoulement augmente la dissipation d’énergie etcdengradient de pression, c’'est-a-dire la
difference de pression entre I'entrée et la sortie augsti&e en hydraulique [gerte de chargéfigure
10.4).

(p1 ~p2)d%p
e

FiG. 8.4 — Transition laminaire/turbulent de I'écoulement Ri@seuille. Variation du gradient de
pression moyen adimensiomt[éd;’—{’ en fonction du nombre de Reynoldg. Lignes pointillees :

ecoulement Iaminairea% = 32 Re) ou complétement turbulent. Ligne continue : un exemple de
cas réel. D'apres [28] p. 20.
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8.1.6 Solutions instationnaires
Mise en mouvement d’'une plaque

Supposons maintenant que dans un milieu infini on mettelbra&nt une plague en mouvement
dans son plan. Si les effets de la gravité sont négligeadlesi I'ecoulement est invariant dans la
direction du mouvement (il n'y aura donc pas de gradient @sgon longitudinal), I'équation de
Navier-Stokes se réduit a :

% = vVu. (8.5)

On reconnait la une équation de diffusion. Le coefficatliffusion de la quantité de mouvement
estv, la viscosité cinématique. On peut adimensionner egftafion

ou  vT oo

of &2

On trouve alors que le temps caractéristique de diffusioruse distancé est :

T = ﬁ . (8.6)

v

Dans le cas du démarrage brutal de la plaque a la vitésdans un fluide au repos, on trouve par
intégration la solution de I'equation de diffusion :

aw-f-or o]

ouerfest lafonction « erreur » (intégrale d’'une gaussienner f(X) = % fOX exp (—z?) dx).

Mise en mouvement d’un fluide entre deux parois

Dans le cas de I'ecoulement de Couette plan il faut un tempsh? /v pour que le profil linéaire
s'établisse (figure 10.5). Soit une longueur de déplacee la plaqueX = Uyt ~ Re h.

Dans un tube, pour obtenir un profil parabolique il faut atterun temps- ~ R? /v, c’est-a-dire
une distance depuis I'entrée du tulle~ Re R. C'est-a-dire que des que le nombre de Reynolds
est élevé ldongueur d’entee avant I'etablissement du profil parabolique est loin idé&tégligeable
(figure 10.6). Expérimentalement on trouve plulbt: Re R/30.

8.2 Lesécoulementsa tres faibles nombre de Reynolds

8.2.1 Equation de Stokes

Dans les écoulements strictement paralleles le tgheV)v est geéométriquement nul. Si le
nombre deRe est trés faible (effets important de la viscosité) le tefrrertiel peut étre négligé méme
si I'écoulement n’est pas du tout parallele.

ov

l = =9
— = —— q J. 8.7
5 pV(p)+g+1/Vv (8.7)

C’est en quelque sorte la limite opposée a I'équatiorutEE
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Fic. 8.5 — Ecoulement instationnaire en ; b

géomeétrie de Couette plan. Evolution du profil

de vitesse entre deux plaques paralléles infinies. FIG. 8.6 — Profils de vitesse laminaires a di-
La plague supérieure est mise en translation & verses distances de I'entrée d’une conduite cir-
vitesse uniforme a 'instarit= 0. culaire. D'apres [28], p. 15.

Nous supposerons dans la suite que la seule force volumgglee ferce de gravité. On peut alors
introduire le potentiedb = g-7 (alorsg = —V®). De plus nous supposerons que le nombre de Stokes
qui compare le terme instationnaire aux termes visqueutxé&spetit :

[

DAz

Formellement le nombre de Stokes apparait comme le prdduibmbre de Strouhal déja rencontré
(§ 9.1.2) et du nombre de Reynolds. On obtient alors I'equati® Stokes :

V (p+ p®) =nV37|. (8.8)

Cette équation est exacte en toute rigueur pour un éceulestationnaire et sRe — 0. Une
des propriétés des écoulements de Stokes est I'absénedid. Des que les causes du mouvement
disparaissent, I'ecoulement s’arréte sans délai. €&@esilements dissipent extremement rapidement
leur énergie cinétique.

Il existe d’autres formes équivalentes de I'équation tkés :

— Premiére variante :

-

V(p+p®) = —nrot(d)]. (8.9)
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En effetV25 = V (div (7)) — rot (rot (7)), or div (&) = 0 pour un fluide incompressible et l'on
écrit@ = rot (%) la vorticité.
— Deuxiéme variante en prenant la divergence de I'eéqugtiécédente :

V2(p+p®)=0]. (8.10)

En effet on av2(p + p®) = div (V (p + p®)) et div(rot()) = 0.
La pression satisfait donc a une équation de Laplacesdaible nombre de Reynolds.
— Troisieme variante :

—

V(@) =0]. (8.11)

En effetV2(@) = V [div (r_dt(ﬁ))] ot (fot (7)) = —Tot (ot () = Lrot [6 0+ pcb)} —0.
Ceci montre qu’a trés faible nombre de Reynolds, il n’y aspgransport de la vorticité. la vor-
ticité est dans un état d’équilibre et ne diffuse plus.

L'équation de Stokes étant linéaire il y a unicité dedéuton une fois connues les conditions
aux limites. De plus on montre que I'écoulement de Stokesedsi qui minimise la dissipation
d’énergie (cf [15] p. 443-452).

8.2.2 Ecoulement autour d’'une spbre : force de Stokes

Nous allons montrer, dans la limite des nombres de Reynefdiant ver§, que la force de trainée
visqueuse exercée sur une sphére de rdypar un fluide s'écoulant a la vitesées'écrit :

Fs, = 6mnRU (8.12)

C’est ce que I'on appelle la force de Stokes (1851).

Démonstration

Les hypotheses sorfite <« 1 et écoulement stationnairgt < 1. Nous pouvons alors utiliser
I'équation de Stokes (Equ. 10.8) :

V (p+ p®) = nV>7.

Nous allons travailler en coordonnées sphérigues avesphere immobile dans un écoulement
homogene de vitesse a l'infi, dirigé selonO:z (figure 10.7). Nous supposerons un écoulement
axisymeétrique autour d@z (nous aurons alor% = 0) et queu, = 0. L'écoulement est alors 2C2D
stationnaire et s’écrit en coordonnées sphériques-:u,(r, 0) €, + ug(r,0) ép.

Les conditions aux limites sont :

Oenr=R

g
I

Uzenr— o

£y
I

Soitu, =ug =0enr = Retu, = UcosO etug = —Usinf enr — oo.
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750 F

FiG. 8.7 — Coordonnées sphérique autour d'une FIG. 8.8 — Lignes de courant autour d'une
sphére. L'écoulement est sel6h. sphére immobile pour un écoulement de Stokes.

En introduisant la fonction de Stokes en coordonnéesrgples (Equation 2.3) on peut résoudre
le probleme (figure 10.8) et 'on trouv& = Usin?6 (£ + Mr% + C%) avecL, M et C trois

r

constantes a déterminer pour satisfaire les conditiorgimites. On trouve alors

1. 5. 5 3R 1R?
\I’:—iUT S 9(1—§?+§T—3 .

On trouve finalement le champ de vitesse partout autour dehkere (cf. [1] p. 223, [15] p. 465) :

p(r,0) = PO—%nTUQRCOSQ
up(r,0) = Ucos&[ —%%—i—%] (8.13)
ug(r,0) = —Usin@{l_%g_%}

Ces équations montrent que le champ de vitesse de@siiducement a grande distancel(gn).
Ce qui fait que I'ecoulement est tres influencé par desipanéme lointaines ou d’autres particules
en mouvement (cas de la sédimentation de particules).

A partir du champ de vitesse nous pouvons maintenant call@gdeomposantes du tenseur des
contraintego| en coordonnées sphériques :

o = 2%z — (V- 0) - p

oy = 2n(%%+%>—§n(ﬁ'ﬁ)—p

Opp = 20 (rsilne%%Jr%JrM) —50(V-0) —p (6.14)
Org = Ogr = n (r%(%) + %88“97') .
O0¢ = 0g0 = n Si;}e%(sﬁf&)—’_ rsilneaig;p>
Or¢ = O0¢r = n(rsilneaazior +T%(u7¢ >

Le fluide &tant incompressibl& - 7 = 0. De plus, sur la sphére. = uy = u, = 0 et % =0.
On en déduit les contraintes sur la sphére :
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Ory = P

009 = D

%0 = ;p (8.15)
o9 =0pr = NG
Ogp = Tgpp = 0
Opr =0gr = 0

—

On peut ensuite calculer la composante selon I'@xede la contrainte v, = (o] - 7)€, =
orrcost — o,.9sin @, etl’'on trouve o, = 37’7% en tout point de la sphére (quelque it

Et doncF, = faz dS = 0,47R?> = 6mnRU. C'est la force de Stokes exercée par un fluide
visqueux sur une sphere.

Exercice :

e Veérifier que la force transverse (portance) est bien nuwi@roe I'impose ici la symétrie de
I'ecoulement.

e Montrer que pour une bulle sphérique (surface libtE) = —4mnRU .

Coefficient de traineeCp

Pour les écoulements a grand nombre de Reynolds on iittreoluvent le coefficient de trainée
Cp (sans dimension). Il est définit par

Fp
Cp=-—"— (8.16)
5pU0% S
ou S est la section de I'objet €, la force de trainéedfag en anglais, d’ou le D). En identifiant ici
avec lI'expression de la force de Stokes, on trouve :

24
" Re
ou le nombre de Reynolds est calculé sur le diam&tfd) e la sphere. La figure 10.9 montre que

I'expression de la force de Stokes est une bonne approximédé la force de trainée jusquize ~ 1.
Au dela, la correction analytique d’Oseen permet d'ecit’ordre suivantRe < 5) :

Ch (8.17)

24 3
Cp = Te [1 + ERe} (8.18)
A plus haut nombre de Reynolds encore on peut trouver dafdrenules empiriques pourp (§

3.2).

8.2.3 La fdimentation

Une sphere unique placée dans un fluide va sédimentedsinsié est supérieure a la densité du
fluide. Apres une phase initiale d’accélération elle nauite sédimenter a sa vitesse limite de chute.
La valeur du nombre de Reynolds calculé avec cette vitessahate va permettre de savoir si c’est
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1 { (I [ 1
0.05 0.1 0.2 05 1 2 5 10

Re = puod/n

Fic. 8.9 — Trainée sur une spheére a faible nombre de ReyifattentionCp est ici multiplié par
7 /4). D’aprés Réf. [28] p. 111.

un vitesse de chute visqueuse ou inertielle. Dans le preta®il y a égalité entre le poids apparent
(poids corrigé de la poussée d’Archimede) et la force e :

4
Q(Ps — pf)g?TR?’ = 67T77RVStokes )
soit

VStokes = E%RQ ; (819)
n
avecAp = ps — py. Cette vitesse limite de chute est dite vitesse limite d&e3icElle est proportion-
nelle au carré du rayon, donc les grosses particules satemt plus vite. Ce résultat reste vrai méme
si les particules ne sont pas parfaitement sphériques.

En réalité, les toutes petites particules { 4m) ditesparticules colloidalesou particules brow-
niennesne sédimentent pratiguement pas a cause de I'agitattmmtfue (la vitesse aléatoire moyenne
devient supérieure a la vitesse de sédimentation).

Pour que le nombre de Reynolds de chute soit petit et que Lisse utiliser la formule de la

force de Stokes il faut :
_ QRVStokes _ é%g]fi < 1’
v 9p v

9 2\ 3
R< <—LV—> .

Re

soit ;

4Ap g

Si maintenant beaucoup de particules sédimentent ensel@bhlcul de la vitesse de sédimentation
se compligue nettement (il n'est d'ailleurs pas résoliegour). En effet il existe des interactions
collectives (aN corps) car le champ de vitesse autour d’'une particule @elenatement (enl/r)
et des effets dus a la taille finie du récipient (effet deopaDe fait la sédimentation d’'un grand
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nombre de particules crée un contre-écoulement du flledele haut qui ralentit leur chute (une joli
démonstration en est I'effet Boycott observé lorsqua liwcline le récipient). La vitesse est alors une
fonction de la concentration en particules :
— A faible Reynolds, Albert Einstein (1905) a donné le prentérme correctif a la vitesse limite
de chute dépendant de la concentrati@n particules V;,, = Vsiokes [1 — 6,55 ¢].
— Au-dela on utilise la loi empirique de Richardson-ZaKi,,, = Vsiokes [1 — ¢/Cmaz]” OUnN ~
5, mais dépend du nombre de Reynolds,gt, est la compacité maximum, de I'ordre de 54 %
pour un empilement aléatoire lache de spheres identiques

8.2.4 Laréversibilité et la vie aux faibles nombres de Reynolds

Si Re <« 1 les termes inertiels sont négligeables et I'équation alelyyjnamique se réduit a
'eéquation 10.7. Si de plus I'ecoulement est statiomndwu a un nombre de Stokes tres petit) on
retrouve I'equation 10.8. Cette équati@f\(p + p®) = nV27 est une équationéversible ce qui a
d'importantes conséquences. En effet, la transformatien — transforme(p + p®) en—(p + p®).

Voyons quelques exemples et contre-exemples :

S~y
) —> —»—rv

/ —

FiG. 8.10 — Un exemple d'irréversibilité des écoulementspourquoi il est plus facile d’éteindre une
bougie en soufflant (a) qu’en aspirant (b) !

— Cas d'une bille tombant a coté d’un mur vertical. La rsilité impliquant que le mouvement
vers le bas est identigue & un mouvement vers le haut, & diit tomber parallelement a la
paroi. A faible Reynolds et en régime stationnaire unehilest ni repoussée ni attirée par la
paroi.

— Si maintenant on regarde le mouvement d’une bille s’agyaocd’une paroi horizontale, ou
s’en éloignant, ces mouvements ne sont pas identiquesaoarlés deux cas il y a des forces
d’accélération (instationnarit€) donc des effets deseajoutée et des forces d’histoire.

— Expérience de G.I. Taylor. Une tache de colorant dansuitkeflvisqueux placé dans I'espace
entre deux cylindres d’'un montage de Couette circulairelefsirmée par I'ecoulement. Mais
quelques tours en sens contraire reconstituent la forrtialinde la tache (aux effets de diffu-
sion moléculaire pres) si la viscosité du liquide esfisamment forte.
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— Chaos lagrangien. On peut avoir le mélange de deux flumlesuh écoulement a faible nombre
de Reynolds, mais uniquement pres des points cols, laietmes instationnaires sont impor-
tants.

L'article de Purcell [24] est une excellente lecture introtive au sujet de la réversibilite des

écoulements et de sa conséquence pour la vie animale ilesfaombres de Reynolds. Je vous en
recommande vivement la lecture.

8.3 Lesécoulements quasi-parakles : lesequations de la lubrification

Dans les écoulements de Stok&e (< 1) (voir § 10.2.1) et dans les écoulements paralleles (voir
§ 10.1), le terme inertie(v - ﬁ)ﬁ de I'équation de Navier-Stokes est soit négligeableesa@ctement
nul. Dans de nombreux cas I'ecoulement@sisqueparallele, c’est-a-dire qu’une composante de la
vitesse domine devant les autres et que les angles entrarlas pont faibles. Ces écoulements dits
lubrifiessont parfois appeléscoulements rampanfsreeping flowen anglais).

Comme les lignes de courants sont paralleles aux partés, feint un angleé faible avec I'axe
desz (figure 10.11). On peut alors calculer dwdres de grandeu¢noté ODG) des differents termes
des équations du mouvement.

Prenons le cas de I'ecoulement a deux dimensions (2C2¥) @eux parois@ = (u(x,y), uy(x,y),0)
et appelong/ I'ODG des vitesses horizontales«t'ODG des épaisseurs. Comme I'écoulement est
laminaire, les lignes de courant sont pratiquement peallaux parois et donc presque paralleles a
laxe desz, on a:u, ~ U etu, =~ Uf.

FiG. 8.12 — Schéma du palier lubrifié lorsque
le plan inférieur se déplace de droite a gauche.
(a) Profils de vitesse, (b) profil de pression.
(D’'apres [15] p. 228).

FiG. 8.11 — Schéma d'un écoulement quasi-
paralléle lubrifié.

Comme nous le verrons, I'écoulement étant localemenipeposition d’'un écoulement de Poi-
seuille ou de Couette, on peut estimer ses dérivees treses/:

ODG(%=) = L
d

ODG(Fr) = &

En dérivant encore un fois ces expressions sgldnvient :
2

ODG(5%) = 5
2

ODG(%;;) = U—O"
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La conservation de la masse nous donne

Ouy 8uy) ~Ue

oz oy’ e

Pour les dérivées secondes, on a en dérivant I'equdgaontinuité :
9y 82uy
ox?  Oxdy

ODG(

) = ODG(

et
A%u, N 82uy N U_9
oxdy  Oy? et
Reportons ces termes dans la projection selde I'équation de Navier-Stokes :

Ouy 0 0 1 0p Pu, O%uy
+ u$—+uya—y Uy = — +v + .

ot ox p Ox Ox? 0y?

2 . .
ODG (ux Qe 1 uy%iyw) ~ Ue—oe Pour calculer 'ODG du terme visqueux il nous manque encore

2 , . . .
'ODG du termeaam“;. Nous avon% ~ (ef—f et en supposant une échelle de variation horizortale
g . 0uy Uo
il vient : S5 ~ oL

0uy 0uy

Du coup%# < 50 siegf /L < 1 ce qui est vérifié jusqu’al'ordre 2. Alors OD 82;‘; + 32%) ~

0y?

&=

Les termes inertiels seront alors négligeables devaneteses visqueux si
U260 /eq < vU /€3
soit
(Uep/v) 0 = Re 0 < 1,

ou Re est un nombre de Reynolds construit sur la vitdgset la largeurey. Cette équation est un
compromis entre la condition des écoulements paral(@les 0 et Re en principe quelconqguget la
condition des écoulements de Stok&g (< 1 etd quelconque).

En étudiant ensuite la projection de Navier-Stokesysoin peut montrer que

op _ Op
oy <5

On obtient alors le systeme suivant pour résoudre I'iroant :

190p _ y82uw
p Ox oy?
10p _

p Oy 0

a condition de pouvoir négliger les termes instatioragize qui est le cas si le nombre de Stokes

est petit 6t = % < 1). On peut alors intégrer I'équation de Navier-Stokesrpguselony (variation
rapide) en négligeant les variationsygavecy puis on integre em. Tout se passe comme si localement
I'écoulement était parallele. On trouve donc toujowsedpn les conditions aux limites de pression et
de vitesse, une superposition locale d’'un écoulement deeBoet de Poiseuille.

!Dans la pratique inférieur & quelques milliers car sinéodulement peut devenir instable et transiter brutatgnaers
un état turbulent, c’est-a-dire ou la vitesse fluctugdimrent dans le temps en un point donné
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8.3.1 Calcul d’'un palier lubrifi &

On considere le mouvement horizontale d’un bloc au-dedsus plan, ce bloc faisant un petit
angled avec le plan (figure 10.12).

Exercice : Montrer que si I'on note respectivementet e; les épaisseurs minimum et maximum
de la couchd = (e5 — e1)/L, on a pour les forces tangentielle et normale :

- [6+21n <e—2>} % (8.20)

el
€9 nU
Fy = 6(ln(—|—-2| =
v = o[ (@)%
En particulier montrer qu% ~ 1/0 est grand, ce qui est recherché dans les paliers lubrifies
pour supporter de lourdes charges sans consommer tropsapoe. C'est le méme phénomene qui

sustente les planches de bois qui servent a glisser dafgugaecentimetres d’eau sur les plages a
marée basse, ou qui cause I'aquaplaning sur une routelgeouil

Fr



Chapitre 9

La portance sur une aile
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Pour tout objet dans un écoulement uniforme, on défirfiblee de trainée D (drag en anglais)
comme la force dans I'axe de I'écoulement, gbtatance L (lift en anglais) comme la force perpen-
diculaire a cet axe. On définit aussi des coefficients ad#oanés de trainée et de portance par :

D
Cp = —— 9.1
i $pUZ A -1
L
Cp = = 9.2)
5pU2 A

ou D et L représentent respectivement l'intensité des forcesailede et de portance dtest une
surface représentant I'obstacle. Pour une aile c’estetua surface de I'aile.

Une aile en incidence dans un écoulement (figure 11) pr&sede la portance uniquement s'il
existe une circulatiom’ non nulle autour d’elle. Mais sa portance sera maximum powngle d'in-
cidence donné que si l'aile n’a pas décroché, c'esr@4l I'écoulement est laminaire sur le bord de
fuite, c’est ce que I'on appelle la condition de Kutta (figlile). La circulation prend alors une valeur
particulierel’ i ,itq.

La figure 11 montre que pour avoir une portance il faut quetiesse de I'ecoulement soit plus
faible sous I'aile (coté appelléifitrados) qu’'au-dessus de l'aile (cot&trados). En conséquence, en
supposant le fluide parfait, le théoreme de Bernoulli rdiigue la pression sera plus forte sous l'aile
et plus faible au-dessus de I'aile comme le montre la figure 11

Attention, on trouve parfois dans la littérature un argahfaux : « comme le fluide qui passe de
chaque coté de l'aile doit arriver en méme temps au borditde, fie fluide sur I'extrados doit aller

85
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Fic. 9.2 — Ecoulement a differentes in-

Fic. 9.1 — Circulationl’ et condition de Kutta au cidences. Si l'incidence est trop grande
bord de fuite d’'une aile. D’apres [20] p. 553. (de I'ordre de 15) I'aile décroche

plus vite que sur I'extrados. Il n'y a aucune raison pour que le fluide mette le méme tengps p
parcourir chaque coté de l'aile et d'ailleurs il ne le faispcomme le montre la figure 11.3.

Un calcul complet montre que pour un fluide parfait la poréahgar unité de longueur pour un
écoulement supposé bidimensionnel est donné par l@oreta

= — —
L=pU,NT,

ouT est un vecteur dirigé dans le plan perpendiculaire ®U&ment et d’intensité égale a la circu-
lation " (voir § ?? page ??). Une démonstration simplifiée a déja étégmtée ay 7.3.5. Notons que
pour un fluide parfait la trainée est exactement nulles(deparadoxe de d’Alembert). Ce n'est qu'a
cause de l'existence de couches limites visqueuses queites fde cisaillement s’exercent sur la
surface de l'aile (trainée visqueuse) et que l'intégdeds forces de pression a une composante dans la
direction de I'ecoulement (trainée de forme et traiiv@uite). Toutefois la trainée est heureusement
pour nos avions d'un ordre de grandeur plus faible que laapoet
Pour un écoulement a haut nombre de Reynolds, les couohigss| sont minces, et les gradients de
pression transverses a ces couches limites sont faibfesoliséquence le résultat pour la portance
issu de I'hypothése de fluide parfait reste correct au preordre pour des fluides réels.

\oici a titre de comparaison I'écoulement autour d’'unimyte en rotation dans un fluide parfait
(figure 11.6).

9.0.2 Etude du ckcollage

Un avion en vol horizontal a son poids équilibré par lataoce. Cette portance suppose gu'il
existe une certaine circulation autour de ses ailes. Maggllsistance de I'irrotationalité impose que
cet avion en décollant laisse sur la piste un tourbillonideutation contraire a celle localisée autour
des ailes. Cette propriété est illustrée par la figur@.1@n peut d’ailleurs en faire I'expérience avec
un cuillere mise en mouvement rapidement dans un bol deaatie chocolat.
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FiG. 9.3 — Simulation d’écoulement autour d’'une aile, morttigure le fluide va plus vite au-dessus
de l'aile et que les 2 veines de fluides n'arrivent pas en m@m@s au bord de fuite.

e Tourbillons de bout d’aile. Comme nous avons vu qu'un tubeatécité ne peut s’arréter au
milieu de nulle part si le fluide est parfait, le vortex l&ssir la piste de décollage est en fait relié a la
circulation existant autour des ailes par deoxtex de bout d’'aileui sont visibles sur la figure 11.8.
Ces deux vortex contrarotatifs sont la signature d’'undodulement descendant derriere I'avion. Cet
ecoulement — appelé downwash en anglais — est une comségjau principe d’action et réaction.
Si I'air exerce une force vers le haut sur I'avion, la porravion exerce sur I'air une force vers le
bas. C’est pourquoi il est dangereux pour un petit avion diser le sillage d’'un gros porteur, et c’est
aussi pourquoi les oiseaux migrateurs préférent voleMErafin de profiter du courant ascendant
généré par un des vortex de bout d’aile de I'oiseau quréegde !

e En vol horizontal, sur un avion de ligne la portance créelpathoix d’un angle d’'incidence
des ailes et de la vitesse de croisiere équilibre le pdids.moteurs de I'avion dissipent alors une
puissance égale au produit de la force de trainée patdssé de translation de 'avion.

e Un planeur par contre, sans courant d’'air ascendant, nggpsutoler en vol horizontal. Il doit
perdre de l'altitude pour avoir de la vitesse et donc de lagpoe. Son angle de descente est donné
partan « = D/L. Son angle minimum de descente correspond au maximum dartg@ptance sur

trainée. On appellénessele maximum de ce rapportf: = L/D. Le tableau suivant donne quelques
valeurs typiques de finesse.

finesse
Moineau 4
parapente 8
deltaplane 12
aigle 12

Boeing 747 15
Albatros 20

Planeur < 60
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FIG. 9.4 — Ecoulement autour d’un profil mince. FiG. 9.5 — Distribution de pression autour d'une
D’apres [19] p. 43. aile. D’aprés [20] p. 552.

9.0.3 Utilisation de la polaire Eiffel

Pour améliorer les profils d’aile il est important de comreala portance et la trainée pour tout
les angles d'incidence, et aussi pour differents nombeeRelynolds (figure 11.9). Pour une plaque
plane sous faible incidence (inferieure &)L6n montre que’;, = 2x sin « et queCp = 0 (théorie
de Kutta-Joukowski).

La polaire Eiffel est la courbd. = f(D) ou chaque point correspond a un angle d'incidence.
Cette courbe permet de trouver facilement la finesse de.l'ail

9.0.4 Cas d'un voilier

Un voilier utilise aussi des forces de portance pour avaagec ou contre le vent. Pour lui la
portance ne sert pas a équilibrer le poids (la pousséectithede s’en charge). Par contre il a deux
sortes d’ailes : ses voiles et sa quille. Les premiéresssabt I'ecoulement du vent apparent (vent
relatif mesuré dans le référentiel du bateau) avec semgité et sa direction. Sa quille ou sa dérive
subit elle 'ecoulement de I'eau lié a la vitesse du bateaa son angle de dérive. L'équilibre des
forces de portance et de trainée, mais aussi des couptetodenement appliqués par ces forces, font
tout le plaisir et la subtilité de la voile ! Par exemple legdaux modernes peuvent aller plus vite que
le vent réel (mesuré par un bateau immobile) et ce danegdes directions !

Les figures suivantes illustrent deux cas classiques : lamége au pres (figure 11.10) et la des-
cente au portant (figure 11.11).

Notons que pour un voilier, en plus de la trainée de frictisqueuse (lié a la surface mouillée),
de la trainée de pression (lié a la forme de la coque)a tl@inée induite (lié a I'angle de dérive de la
coque) il faut ajouter la trainée de vague (énergie ammsee dans la génération des vagues).
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FIG. 9.6 — Ecoulement irrotationel d’'un fluide parfait autouur’cylindre en rotation une vitesse
angulaire (a) nulle, (b) souscritique, (c) critique et (dpearcritique.
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FIG. 9.7 — Apparition de la portance par
émission de vortex : (a) démarrage d¢
I'aile et émission d’'un tourbillon posi-
tif au niveau du bord de chute créant
une circulation négative sur l'aile, (b)
arrét de l'aile qui relache un tourbillon
négatif, (c) deux tourbillons de sens
contraires sont formés par le demarrage

et l'arrét de l'aile. FIG. 9.8 — Visualisation des vortex de bout d’aile
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FiG. 9.9 — Variation de la portance et de la trainée d'une ailfoeation de I'incidence. D’apres [28]

p. 154.

©
P
I\&Y =
hoot X
apparent wind ))uﬁg N N

=

00 120

NP W @
N drag (in newtons)
(a) ~—

140 160 180 200

FiG. 9.10 — Portance sur une grand-voile au

pres. D'apres [19] p. 62.

%
u0r e
5
3
course - ot &
w0} =
p-
« -2
-2 ‘“5% "
et heaing— | 2o &
2 B
Ve W
A At
b
apparent wind [ o) heeling force__3
N\ 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
\\ \" & drag (in newtons)
(b) bl
A\

FiG. 9.11 — Portance sur une grand-voile

largue. D'aprés [19] p. 62.

au



92 CHAPITRE 9. LA PORTANCE SUR UNE AILE

9.1 Nage et vol animal

De trées nombreux animaux se déplacent a hauts nombresyaws. Ils utilisent donc des forces
de portance, soit sur des ailes, soit sur des nageoires.

9.1.1 Les oiseaux

Une analyse dimensionnelle pour les oiseaux, supposé&s prps homothétiques, montre que leur
poids croit comme leur taille au cube (?), la surface de leurs ailes comrite Comme la portance
est proportionnelle a leur vitesse de vol au cakré ¢arCp ~ C'ste), on en déduit que le poids doit
varier comme le cube de la vitesse de vol. C'est ce que manfigure 11.12.

Une bonne référence sur les differents mécanismes lduwebplané, vol battu, vol stationnaire,
accompagneé de tres belles photos, [7].

9.1.2 Les poissons

Les poissons se déplacent en propulsant de I'eau vergfarmgrace a leurs nageoires latérales
et caudale (figure 11.13). Comme les voiliers ils n'ont pdsti@r contre la gravité. Par contre les
mouvements des nageoires sont instationnaires ce qui teaddplicat leur étude, on ne sait pas
encore tres bien estimer les rendements de leurs mouvenuémthon par exemple a un mouvement
alterné de sa nageoire caudale qui émet des tourbilloseme contraires correspondant a afiee
de von Karman. Toutefois ces tourbillons ont un sens opposé a celuigjaliraient si le poisson,
immobile ou mort, était tiré dans de I'eau au repos. En pigipn normale, un jet d’eau est dirigé vers
l'arriére, ce qui par conservation de la quantité de mmemt totale, pousse le poisson vers I'avant.
On pourra par exemple consulter le site du Mhittf://web.mit.edu/towtank/www/Tuna/tuna.html)
ou une équipe a réalisé un robot en forme de thon.
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Chapitre 10

La couche limite
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On pourra lire avec profit les documents suivants : [15] p, pf@p. 321, [20] p. 299 et [6] tome
Il p. 86, et le chapitre correspondant dans le CD [17].

10.1 Introduction

La compréhension du comportement des couches limitesdiatiebut du XXeme siéecle. Les
travaux de Prandtl ont permis une avancée majeure dastoitte de la mécanique des fluides.

Nous avons déja évoqué quelques phénomeénes de eoliotites lors de I'établissement de
I'ecoulement de Poiseuille ou de Couette, ou du deémarmdagee plaque plane a$10.1.6. Il existe
alors deux domaines : I'un loin des parois ou I'écoulen@est pas encore modifié et ou la viscosité
n'a aucune influence, I'autre prés de la paroi ou la guadié mouvement diffuse en racine du temps
a cause de la viscosité. En passant d’'une descriptiondesiigp & une description spatiale on voit
apparaitre deux échelles de longueur tres distinctes guiande dans le sens de I'ecoulement et une
petite dans la direction transverse a la paroi. L'étudéadmuche limite laminaire, par exemple sur
une plaque plane comme schématisée sur la figure 12.% lest e ce chapitre.

95



96 CHAPITRE 10. LA COUCHE LIMITE

—>

FiG. 10.1 — Ecoulement de couche limite au voisinage d’'une glaudgne. D’apres [1] p. 49.

10.1.1 [Efinitions de I'épaisseur de couche limite

On peut définir plusieurs échelles caractérisant I&ggur des couches limites présentes a haut
nombre de Reynolds prés des parois solides.
— Epaisseurdy g9 de la couche limite
Cette épaisseu g9 (=) correspond a la distance de la plaque ou la vitesse lafigéle atteint
99% de la vitesse a I'infini/..

u [I, 60799($)] = 0, 99 Ue .
Pour un écoulement uniforme sur une plaque plane on troée (x) ~ 5+/vz/U,.

— Epaisseur de @placement*
L'épaisseur de déplacement correspond au déplacemaié&nall de la paroi qu'il faudrait effec-
tuer dans un écoulement uniforme pour avoir le méme dahgsique dans I'hypothése d’'un
fluide parfait (glissement a la paroi). C’est aussi le dépiment latéral des lignes de courant
entre 'amont et l'aval. Ce déplacement latéral étandd’existence d’'une petite vitesse trans-
verse dans et hors de la couche limite. Pour un fluide incossijtrie le débit massique s’écrit :

Qlo= [ utin= [ viay.

*

en appellant/, la vitesse longitudinale loin de la paroi.
Un petit schéma montre que I'on a égalité des aires et donc

U.0" = / (Ue —u)dy .
0
On peut donc finalement écrire :
0 (x) = /0 (1 —u(z,y)/U.) dy .
Pour un écoulement uniforme arrivant sur une plaque plarteoave 0% (x) ~ 1, 73\/vz/U,.

— Epaisseur de quanétde mouvemenmnt™
Cette épaisseur est construite avec le flux de quantitéadrement :
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< u
0 = — (1 —u/Ue)dy.
| g —umwod

Pour un écoulement uniforme sur une plaque plane on trodigz) ~ 0,66/va/U,.

En résumé pour une plaque plane dans un écoulement liaeniméforme, on peut définir plusieurs
épaisseurs caractéristiques et I'ond g9 > ¢* > §**. Il faut toutefois remarquer qu'aucune de ces
définitions de la frontiére de la couche limite ne corregpa une ligne de courant.

10.2 Couche limite laminaire d’un fluide incompressible suune plaque
plane

L'hypothése de base est que, loin des parois, I'écouleemsriaminaire et n'est pas influencé par
la viscosité. On a alors affaire a un fluide parfait, quissait a I'equation d’Euler et a I'equation
de Bernoulli. Prés de la plaque au contraire, I'écouleneshdominé par les termes visqueux. Cette
couche limite est d’épaisseur varialller) mais faible et I'on pourra faire les approximations des
écoulements quasi-paralléles. Le raisonnement esit\alable si la paroi est |legérement courbée, a
condition que le rayon de courbure soit grand devant I%gmir de la couche limite.

10.2.1 Lestquations de Prandtl (1904)

Prés de la paroi on suppose que I'écoulement est 202 y) = (u,v,0) avec les conditions
aux limitesé = 0 poury = 0 etu = Ue(z) poury — +oo (figure 12.1) et 'on mene un calcul
similaire a celui d’'un écoulement de lubrificatioh10.3 page 96).

La conservation de la mas% + g—z = 0, nous permet une estimation des ordres de grandeur :
u/xo ~ v/d, olzy est 'abscisse du point considéré par rapport au bordadjae de la plaque. Donc
la vitesse transverse est négligeable devant la viteag@uadlinale lorsqué < z.

Ecrivons I'equation de Navier-Stokes d’'un écoulemeatiehnaire pour les deux composantes
etw.

ou ou 10p 0%u
ov ov 10p 0%v

Le terme visqueux a été simplifié pour tenir compte dudaid < x( et donc que les dérivées
secondes ep dominent.

Commev < u, les termes ou la vitesse intervient dans I'equationrsgid 2.2) sont d’un ordre de
grandeur inférieurs aux termes correspondant de la prengiguation (12.1). On en déduit @Ze«

%. Les gradients de pression transverses sont faibles eemigirordre la pression ne varie que selon
x, soitp ~ p(x). En particulier la pression dans la couche limite est la m@oe dans I'écoulement
extérieur. C'est a cause de cette propriété qu’un tubRitbt peut &tre utilisé pour mesurer la vitesse
dans un fluide (cf 7.3.1 page 57). En effet la pression mesuli@&paroi est pratiguement la méme que
celle qui existeau-deh de la couche Iimite% ~ 0). De méme c’est parce que les couches limites
sont minces que les équations d’Euler donne la bonne martpour une aile d’avion en incidence
malgré la présence de couches limites attachées (& [Fage 60).
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Les termes visqueux sont dominants dans la couche limgdelenes inertiels le sont en dehors
de cette couche. Les deux termes sont du méme ordre de grandee distancé de la surface solide
Si:

U2 /xq =~ vU, /82, ol x est la distance au bord d’attaque de I'obstacle. Soit si

d(zo) = Vvao/U..

L'épaisseur de la couche limite croit lentement, en mde la distance selan Si on introduit un
nombre de Reynolds longitudinal construit sur la distangelu début de la couche limitd&e,, =
Uezp/v,0na:

5(560) 1

Zo VReq,
Si ce nombre de Reynolds est élevé, on a bieti xy. En particulier I'analyse n’est plus valable
si g est petit, c’est-a-dire tres preés du bord d'attaque gedque.
En dehors de la couche limite, la viscosité étant néghigs I'eéquation de Bernoulli nous donne
p(x)+pU2(x)/2 = Cste sur une ligne de courant. Nous avons ici traité le casigéné I'ecoulement
externeU, (x) peut dépendre de. Soit :

10p U,

Y Ue(z) o (10.3)

On peut donc remplacer dans I'équation de Navier-Stokéerebbtient I'equation de Prandtl de la
couche limite :

u@ +v@ =7, (w)aUe + V@
Ox oy V7 ox oy? |

(10.4)

10.2.2 Profil de vitesse de Blasius (1907)

Si maintenant I'écoulement externe est homogénér) = U, = C'ste, I'équation 12.4 se s'im-
plifie en :
ou ou 0%u

"o oy T oy

et elle admet une solution auto-similaire.

Pour le montrer, posons = z/xo, Y =y/6(z), U = u/U. etV = v/( %Z ). La conservation
0

de la masse et I'équation de la dynamique de la composamgéudinale s’écrivent alors :

ou oV

6—X+8_Y = 0 (105)
ou ou 0’U
Vox "Voy T o (10.6)

Ces équations ne contiennent plus aucun parametié. (mi Re,,). Il existe une solution auto-
similaire,U = f(Y") avec pour condition aux limitesfi(0) = 0 et f(c0) = 1.

En exprimantg—g par I'équation de continuité (12.5) et en intégrant petip cette expression on
obtient formellement’(Y") que I'on peut injecter dans I'equation 12.6.
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On en déduit I'équation intégro-differentielle sédite parf :

Y
2" +1' [ Q) =0.

Si on introduit la fonctionF'(Y') = fOYf(C)dg cette nouvelle équation peut s'écrire :

[2F" + F'F = 0| (10.7)

C’est I'equation de Blasius

Cette équation s’integre numériquement et donne atomdfil de vitesse longitudinale dans la
couche limite (figure 12.2a). Le profil de vitesse est tragdire dans la couche limite et transite
rapidement (exponentiellement) vers I'asymptote.

PourY petit, on peut écrire un développement de Taylor. Qii(g = 0 et en utilisant I'équation
integro-differentielle,/” (0) = 0. En dérivant 12.7 on montre de plus gtié(0) = 0. Le développement
limité s’écrit donc :

F(Y) =Y f(0) +bY*+O(Y®).

En reportant dans I'équation de Blasius on trobive —4l8f’2(0).
Numeériguement I'on trouvg’(0) = 0,332 ~ 1/3 soit

De plusf (Y = 5) ~ 0,99 s0it dp g9 = 59.

L'écartement progressif des lignes de courant(ef est dii a I'existence d’une petite composante
de vitesse transverse (dans et hors de la couche limite)aqupdut calculer explicitement en utilisant
la conservation de la masse (figure 12.2b).

OB i 5 i 1 g s i s e i

S
<
\

vU

v |U U
Rt il =1y

FiG. 10.2 — Profil de vitesse de Blasius. a) vitesse longitudibal= f(Y'), b) vitesse transverse
V = f(Y). D’apres [20] p. 311.



100 CHAPITRE 10. LA COUCHE LIMITE

10.2.3 Calcul de la contrainte paréetale et du coefficient de tranée

La connaissance explicite de la vitesse dans la couchelpritmet de calculer la contrainte locale
de frottement visqueux sur la paroi.

B Ou  Ov\ ou\ _ rn Y , Ue 1 pU2

On en déduit la force de trainée visqueuse par unitéerdeua et par face d’'une plaque de longueur
L:

1
ReL ’

La force de trainée varie donc comri:fé;/2 et commeL!/?. La dépendance avec la vitesse en
puissance 3/2 est clairement intermédiaire avec le essvisqueux (force de Stokes) ou elle est
proportionnelle &/, et le cas des Reynolds tres élevés ou I'ecoulementudatlent et ou elle varie
comme le carré de la vitesse. La dependance avec la longoguissance 1/2 fait que Bidouble, la
force de trainée ne double pas. La contribution aux frottets des zones en amont de la plaque sont
donc plus importantes que celles des zones en aval (oteidlarisent est moins intense).

Si on introduit le coefficient de trainée adimensionnéfrouve :

L
Fp = / Orydr = 2pUZLf'(0)
0

 Fp 41
- 1pU2L  3/Rer
Résultat gu'il faut multiplier par 2 si I'on veut tenir cortgpdes deux faces de la plaque. Lorsque le
nombre de Reynolds est éleve, ce coefficient de traisigess faible, mais la couche limite peut aussi
devenir turbulente.

A. N. Calculer la force de trainée d'une plaque de % Irm tirée a incidence nulle a une vitesse
de 1 m/s dans de I'eau.

Cp

10.3 Couche limite turbulente

Si I'épaisseur de la couche limite est tres faible, il &xign trés fort cisaillement entre la vitesse
nulle sur la paroi et la vitess&, hors de la couche limite. Ce cisaillement peut devenir riedet
important que I'ecoulement laminaire se déstabilisesgtant turbulent. Ceci est observé si le nombre
de Reynolds transverse calculé avec I'épaisseur de leheolimite Re, = U.d/v est suffisamment

grand. Or
Re, =U.d/v = Uk, /1(/]_55/1/ =4/ Uex = +/Re,.
e v

La couche limite laminaire transite vers une couche limitbulent siRe, ~ 300 (ce qui cor-
respond aRe, ~ 10°). On voit alors apparaitre des ondes transverses ditegles de Tolmien-
Schlichting» qui se déstabilisent enépingles a cheveux, puis des taches turbulentes apparaissent
qui finalement envahissent toute la couche limite. Le praiidlesse dans une couche limite turbu-
lente est plus arrondi que dans une couche limite lamin@netrouve en général un profil de vitesse
logarithmique :

aju* ~ 2,510 (y“ ) +5.
14
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10.4 Couche limite sur une paroi courlee : cecollement et contdble de
la couche limite

S'’il existe un écoulement extérieur non uniforme (pamepks parce que la surface est fortement
courbée ou que I'écoulement se situe dans un convergeamn divergeant) il existe des gradients
de pression longitudinaux positifs ou négatifs qui iniemnent dans I'équation de la couche limite
(equation 12.1).

— Si I'ecoulement accélere, d’apres I'equation der®etli valable au-dela de la couche limite
(équation 12.3), on zgg < 0. Le fluide est accéléré par ce gradient de pressiotievient
négatif et la couche limite s’amincit.

— Par contre sig—ﬁ > 0, le fluide est décéléeré et comme pres de la paroi it &&ja ralenti
I'écoulement peut changer de sens pres de la paroi (figu®.1C’est ce que I'on appelle le
décollement de la couche limite, une transition trés irtgrtie par exemple pour les avions car

il correspond a une perte brutale de portance (décroghage

FiGc. 10.3 — Lignes de courant et profils de vitesse pres d’'untpl@irséparation S. La ligne pointillée
représente le lieu ou = 0. D’apres [20] p. 319.

C’est le méme phénomeéne que le marin cherche a visualiseses voiles en y collant des brins
de laine sur I'intrados et sur I'extrados (figure 12.4).

Le décollement des couches limites induit un sillage inmuret donc une forte augmentation
de la trainée de pression. Il est donc trés important ele piofiler I'arriere des obstacles. Le fait de
profiler un véhicule par exemple permet de faire baissevreefde trainée d'un facteur 10 a 100! Il
existe de nombreux dispositifs pour essayer de contréldetollement des couches limites : volets
de bord d’attaque ou de bord de fuite sur les ailes a I'astge, aspiration ou soufflage des couches
limites, profilage des véhicules, alules sur les ailes dices oiseaux planeurs (figure 12.5), etc.
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Fic. 10.4 — Brins de laine placés sur I'extra-

dos et I'intrados (prés du bord d’'attaque) d'une FIG. 10.5 — Aigrette en vol montrant ses alules

voile d’avant d’un voilier naviguant au prés et utilisees volontairement pour recoller la couche

qui permettent de visualiser le décollement des limite et donc augmenter la portance a basse vi-

couches limites. tesse.
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- - [ i d
7{ A-dl = // rotA-d (theoreme de BOKES)
c 5(0)
— - —
y{ vdi = - // VUAd
c 5(0)
ﬂ A-dS = /// div A dv (theoréme de BEEN-OSTROGRADSKY)
s V(S)

ﬂ(UﬁW—WﬁU) -dS = /// (UAW — WAU)dV
S V(S)
eThéoreme de LEIBNITZ :

d (M ht) g "
R A R 2

eThéoreme du transport de REYNOLDS :

%//V(t) f(F,t)dV:///v(t) {%eriv (fj—j)] v

eCoordonnées carésiennes :

U, U U
Y 9z 7

VA

I
+

div (4)

pA= (0 04N ooy (04 04N o (04 040 o
oy 0z * 0z ox 4 ox oy N

> 0’U  0*U 09U
_ 2 _
AU =VAU) = Ox? + Oy? + 072

<

rot(A) =

—,

A(A) = V2(A) = (AAy) € + (A4,) &, + (AAL) €
eCoordonnées cylindriques :
- - ou_, 10U , 0oU
VU=V =506t 8 9T 5, &

L 10(rA) 104, 0A.
dV(A)=V- A==+ %0 T o
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Om=r

mM = =z

FiG. 11.1 — Notations utilisées dans le systeme des coosdneylindriquesr, 6, z)

oo (104, 0Ap\ . [0A, OAL\ . (10(rAg) 10A\ .
rOI(A)_VAA_<Fae_¥>e’“+<az_m)e”(F or  ro0 )

- 10, 0U 1 0°U 0%°U
AU =V2U =~ 2 (p 2y 222 2 7
v=vu 7“87“(7087”)4_7”2 892+822

- A, 204, Ap

o o 2 DA,
A(A) =VPA= (A, = 5 = S—0) 6+ (Mg = 5 + 5

00

) 69 + (AAZ) é’z

eCoordonnées spleriques :

T

FiG. 11.2 — Notations utilisées dans le systeme des coosnsphériques:, 6, )

ou
or

—

10U 1 oU
e+ ——

r oo e+ rsinﬁ%%

1 0(r?A,) n 1 O(sinfAp) 1 04,
r2  or rsinf 00 rsinf g
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oo 1 OsinfA,) 0Ag. L 1. 1 0A, (rA,). . 1.0(rdg) 9A..
rot(4) = VA rsinﬁ( a0 agp)er+ (sm9 Oy aor )69+r( aor 00 )
1 92 1 9 ou 19U
=2 —_ _—
AU=VU 7“87’2( Ut Tame r2siné 69(51n989)+ r2 sin? 6 Op?
Y mo o 2 2 0 2 0A
A(A) =V?A= (A4, — SA A oy g
A=V (DA, 27" 125in0 00 5 50 04e) — r2sin @ Op )ér
Ag 2 0A, 2cosf 0A, A 2 0A, 2cosf 0Ag.
AAy— — AA,— £
+(Ad r2 si1r129+7°2 90 r2sin®0 Oy C) (DA, rzsin29+r281n9 Op +rzsin29 Op )%

11.2 Conservation de la masse &quation de NAVIER —STOKES
Pour un fluide Newtonien et incompressible on a:

div(@) =V -i@=0

o oo, 1o - =
E—F(u-V)u-—;Vp—Ffm—H/V u
e En coordonnées carésiennes ave@ = (u,v,w) :
o v, 0w
or  dy 0z
sur l'axex
Ploc "oz "y Tz T e Tt 828y 822
sur I'axey
0 v O O o [ +62 +82
ot Ox oy 0z oy vt 022 ' Oy? | 022
sur l'axez

Plor T TPy TV

[81&1 ow ow 8w}_ dp Pw  Pw (9210}

9z T [aﬁ T2 T o2

e En coordonnées cylindriques aveai = (u,, ug,u) :

la(rur) 18u9 Ou,
r Or r o0 ' 0z

=0
sur I'axer

[%_’_ %_’_%%_’_ % ug]__@_i_f_i_ [lg % ur 18211’7"_’_%_3%]
PCor T or T 00 T o - e o 2002 022 12 00
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sur I'axed
Ouyg Oug  upug ug Oug aue 10p 10 Ouyg ug 1 0%ug %up 2 Ou,
L ot e or * r e r 00 o0 T * 0z 921" 7“(99+f9+77[r or " or +r2 002 * 072 +r2 (99]
sur l'axez
8uz+ 8uz+@6uz+u ou, ——@-ﬁ-f N 12 T@uz i82uz+82uz
ot tr or r 00 0z | 0z N 0 or r2 002 072
e En coordonnées spleriques aveci = (u,, ug, ty) :
Ou, 2u, 10uy wugcotf 1 Ouy,
~ 70 =0
87°+7°+7°89+ r +rsin98gp
sur 'axer
8ur+ T@ur+@6ur u'(p 8ur_u_3_@ B (9p+fr
ot or r 00  rsinf dy r r or
. 162(7%) _ 2uy i82ur cot&% . 1 %, B 3% ~ 2ug cot 0 2 Ou,
r  Or? r2  r? 962 r2 00  r2sin?0 0p? 12 00 r? r2sinf Oy
sur I'axed
Oug Oug  upug — ug Qug Uy 6u9 ufo cot 6 1 8p
rl ot T or * r * r 00  rsinf agp r I= +fo
102 (rug) wy 1 9%ug  cot b duyg 1 d%up 2 Ou, 2cosf Ou,

77[; o2 r2gin20 12 062 r2 00 + r2sin? 6 Op? + r2 00 12 sin29%]

sur l'axey

[8u¢ G Ouy, n Urtp | Up Ou, — uguy, cot up, Ougp, 1 @ bt
at " or r r 00 r rsing dp '  rsinfdp ¥
10%(ruy) (7 1 9%*uy,  cot b duy, 1 9%u, 2 Ou, 2cosf Ouy

+n~

roor2  r2sin20 12 062 r2 00 +r25in29 02 +r28in9%+r25in29%

]
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Chapitre 12

Quelgues personnages marguants de la
Meéecanique des Fluides

Inspiré du site http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biogindex.html

— ARCHIM EDE (- 287, -212) : Né a Syracuse (Sicile), il est célebrerpgnn théoréme sur les

corps immergés, "Principe d’Archimede”.

BATCHELOR George Keith. (1920-2000) : Professeur de Mécanique deddd a Cambridge
(UK). De nombreuses contributions en particulier suiikt des écoulements de suspension de
particules et dans le domaine de la turbulence.

BENARD Henri (1874-1938) : Physicien francais ayant étudieéexpentalement les tour-
billons derriéres un cylindre en mouvement ainsi que laveotion thermique.

BERNOULLI Daniel (1700-1782) d’origine suisse était a la fois un mdataticien, un hydro-
dynamicien et un physicien. C’était le plus jeune de quines mathématiciens. Son Hydro-
dynamica (1738) présente son équation, mais ne la deenpas vraiment a partir des premiers
principes. La démonstration est due a Euler.

BLAsIUS Heinrich (1883-1970) : Physicien allemand connu pour s@&gtrx sur la couche
limite.

BoLTzZMANN Ludwig (1844-1906) : Physicien autrichien. Principal ateéur de la théorie
cinétique des gaz qu'il élargit ensuite en une mécanggatstique.

BOND : Le nombre de Bond compare les effets de gravité aux efeeta tbnsion superficielle.
BOUSSINESQ Joseph (1842-1929) : Physicien francais, hydrodynamiciennu maintenant
pour “I'approximation de BUSSINESJ.

BUCKINGHAM Edgar (1867-1940) : Physicien américain ayant permisskeppement de
I'analyse dimensionnelle.

COANDA Henri (1886-1972) : XXXX Effet "Coanda”.

COUETTE Maurice (1858-1943) : Il a inventé un viscosimetre qui oredes forces de cisaille-
ment a la paroi.

D’ALEMBERT Jean le Rond (1717-1783) : Un des fondateurs de I'hydrodimssmen par-
ticulier par son "Essai d’'une nouvelle théorie de la rfiasise des fluides”. On parle encore
souvent du Paradoxe de d’AMBERT.

DARcCY Henry Philibert Gaspard (1803-1858) a effectué de nonga®@tudes sur les pertes
de charge pour des écoulements d’eau en conduite. JuliisBACH (1806-1871) a proposé
la forme de I'équation de BrRCY dans son traité de mécanique des fluides pour ingénieur.
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FiG. 12.1 — Tableau chronologique de quelques figures marcgipote la Mécanique des Fluides

— DE VINCI Leonard (1452-1519) : Il s’est en particulier intéressdécrire les écoulements
turbulents.

— DEAN W. R. : 1928. Il a étudié les écoulements entre paroiskmsirOn parle d’instabilité de
DEAN et de nombre de BaN.

— EKMAN Vagn Walfrid (1874-1954) : Météorologiste et océanpipa suédois qui a décrit en
particulier la direction du vent ou du courant en fonctiorlaldistance a la surface de I'océan
(spirale d’EXMAN).

— EULER Leonhard (1707-1783) Un des mathématiciens les plus ptidsile son temps, en
particulier en mécanique, dynamique et hydrodynamiduedémontré que I'équation deeB-
NOULLI est une forme intégrale de I'equation diEER.

— FROUDE William (1810-1879) : ingénieur britannique. Créateurgtemier bassin pour essais
de modele et inventeur d’un frein hydraulique.

— GOERTLER Henry (1909-1987) : On lui doit I'etude des couches limgesdes parois concaves
(instabilite de @ERTLER et nombre de GERTLER).
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— HAGEN Gotthilf (1797-1884) Ingénieur allemand, a étudié éesulements en conduite a peu
pres en méme temps queOREUILLE (on parle parfois de profid’H AGEN-POISEUILLE).

— HELE-SHAW Henry Selby (1854-1941) : Ingénieur et professeur de Miecee des Fluides a
Bristol et a Liverpool. Il a inventé la cellule deBE-SHAW qui permet la visualisation entre
deux plagues de I'écoulement potentiel autour d’obssacle

— HELMHOLTZ Hermann von (1821-1894) : Physicien et physiologiste alledn Il a introduit
la notion d’énergie potentielle et énoncé le principecdaservation de I'énergie. A découvert
le rdle des harmoniques dans le timbre des sons et mesutédae de 'influx nerveux.

— HuGoNIoT Henri (1851-1887) : Physicien francais. L'équation ded®bNIOT intervient dans
les fluides compressibles.

— Joukovsky Nicolai (1847-1921). Professeur de Mécanique a I'uisite de Moscou. Il a
publié de 1862 a 1890 des quantités de travaux sur divetsgmes de mécanique et d’astro-
nomie et doit sa célébrité a sa découverte "sur leslprdfailes” qui a joué un rdle immense
dans l'aviation

— KARMAN, Theodore von (1881-1963) : Ingénieur américain né engte. Il a résolu de nom-
breux problemes d’hydrodynamique et d’aérodynamiqueptemiere soufflerie supersonique
des USA fut construite a son initiative.

— KELVIN Lord : Voir a Thomson.

— KNUDSEN Martin (1871-1949) : Physicien danois qui a établi les loisétiques des gaz
raréfiés.

— KoLmMOGORoOV Andrei N. (1903-1987) : Mathématicien russe qui étalelit bases axioma-
tiques du calcul des probabilites. On lui doit des moddketa turbulence.

— KuTTA Wilhelm Martin (1867-1944) :
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kutta.html.

— LAmMB Horace (1849-1934) : Mathématicien anglais, profesagddelaide puis a I'Université
de Manchester. Il a écrit en particulier un livre un peledatintenant mais qui couvre un large
champ de la mécanique des fluides.
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Lamb.html

— LAGRANGE Joseph Louis (1736-1813) : Mathématicien francais. vettippé le calcul differentiel
et intégral.

— LANDAU Lev Davidovitch (1908-1968) : Physicien théoricien sigue, prix Nobel 1962.
C’est intéressé a la turbulence et aux instabilitéedebre aussi aveclECHITZ pour leur cours
de Physique en 5 volumes.

— LAPLACE Pierre Simon de (1749-1827) : Astronome, mathématicigshgsicien, généralise
le theoreme des quantités de mouvement, la loi des ditespeincipe de la moindre action,
ouvre a la mécanique des espaces distincts de ceux desmaitjues.

— LORENZ Edward V. (1917-) : Météorologue, professeur au MIT copour son "attracteur de
LORENZ' et pour ses études sur la théorie du chaos et les sysi@ynamiques (effet papillon)
dans les années 60.

— MACH Ernst (1838-1916) : physicien autrichien qui mit en évickele role de la vitesse du son
en aérodynamique. C’était aussi un philosophe et un pdyghe.

— MAGNUS Heinrich Gustav (1802-1870) : Physicien allemand connu petude de la portance
crée sur un cylindre en rotation, "l'effet MsNUS".

— MARANGONI Carlo (1840-1925) : Il a étudié la convection avec surfdme et donc I'effet de
la variation de la tension interfaciale avec la tempégatur

— NavIER Claude-Louis-Marie-Henri (1785-1836) a contribué a lacanique du solide et des
fluides. H. NaviER a établi une théorie générale de I'élasticité et @i 'ecoulement des
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liquides dans les tuyaux. Les équations fondamentalea aetanique des fluides portent son
nom. Bien gu'il ait formulé pour la premiére fois I'eqimt de NaVIER-STOKES, il n'avait pas
développé le concept de cisaillement.

NEWTON Isaac (1642-1727). Dans son “Principia”, il a étudié lagargation des ondes acous-
tiques et la théorie cinétique des gaz. Ses lois du mounesent bien sur a la base de la
mécanique des fluides.

OSsEEN Carl W. (1879-1944). Théoricien suédois.

PAascaAL Blaise (1623-1662) : Philosophe francais.

PECLET Jean Claude (1793-1857) : physicien francais.

PiTtoT Henri (1695-1771) : Ingénieur et physicien francais. Girdbit de nombreux ouvrage
d’art ainsi que le tube delPoT pour mesurer la vitesse d’'un écoulement.

PLATEAU Joseph (1801-1883) : Physicien belge qui s'intéressa adaces d’aire minimale,
aux effets de ménisque (bordures denPEAU) et aux instabilités induites par la tension de
surface (instabilité de RYLEIGH-PLATEAU). C’est aussi un des précurseur du dessin animé!
POINCARR E Raymond (1854-1912) : Mathématicien francais, pereadb@orie des systemes
dynamiques.

POISEUILLE , Jean Louis (1799-1869) était un médecin et physicienchis qui a étudié
I'ecoulement du sang dans les capillaires.

PRANDTL Ludwig (1875-1953) a développé ses idées physiquesudabsef mais remarquable
article publié en 1905. Il a grandement influencé le dgweément de la mécanique des fluides
de ce siecle en particulier en développant la théoriegdtythamique de l'aile portante.
RANKINE William (1820-1872) : physicien écossais. Il a créaéggétique en distinguant les
énergies mécanigues, potentielles et cinétiques.

RAYLEIGH Lord, John Strutt (1842-1919) : physicien anglais qui d&cib I’Argon, étudia la
diffusion de la lumiére et donna une valeur du nombre d’Aadrg. Prix Nobel de physique en
1904.

REYNOLDS Osborne (1842-1912) : Ingénieur et physicien britanniglréversité de Manches-
ter), spécialiste de la mécanique des fluides et pionmdétude des écoulements turbulents.
STROUHAL Vincez (1850-1922) : XX

STOKES George Gabriel (1819-1903) mathématicien et physiciamdiais qui a fait de nom-
breuses contributions sur les écoulements visqueux, ricydeer la formulation compléte de
'eéquation de MVIER-STOKES et les écoulements a faible vitesse (écoulement TExE§S).
Spécialiste en optique aussi (fluorescence et rayons X).

TORRICELLI Evangelista (1608-1647) Physicien et mathématiciereital, inventeur du ba-
rometre. ORRICELLI assure les fonctions de secrétaire et d’assistant ader&LIL EE. ||
remplit de mercure un tube de verre long de 1,30 m et renvelsga dans un récipient. Il
observe alors qu’une partie du mercure demeure dans le tujpéue vide se forme a sa partie
supérieure. Le premier, Torricelli réalise ainsi un viglgmanent. Il conclut, aprés de longues
observations, que les variations de hauteur du mercure, jdwr a 'autre, sont dues a des
changements de la pression atmosphérique. Il ne pubkgrendant jamais ces résultats, trop
occupé par ses études de mathématique pure, en patipal des calculs sur la cycloide.
TAYLOR Geoffrey Ingram (1886-1975) : Professeur de Mécaniqud-tiedes a Cambridge. Il
a, parmi de tres nombreux autres travaux, étudié plusiestabilites hydrodynamiques.
THoMSON William [Lord Kelvin] (1824-1907) plus connu pour son int@m de I'echelle
de température absolu. Il a été diplomé de I'Univérsie Glasgow a lI'age de 10 ans! En
mécanigue des fluides, il a développé la théorie dessolgores, mouvement des tourbillons,
ondes capillaires et la stabilité des écoulements visquea introduit le mot de turbulence pour
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caractériser les écoulements instationnaires etatéat A étudié plusieurs exemples d'insta-
bilités hydrodynamiques.

— VENTURI Giovanni Battista (1746-1822) : Physicien italien ayantdé& l'effet VENTURI,
c’est-a-dire la diminution de pression dans des conddigesection variable.

— WEBER Moritz (1871-1951) : Un des quatre scientifiques allemaydsttravaillé en mécanique
des fluides et sur les émissions de gouttes. On doit a celliitroduction du "nombre de -
BER".
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Lectures conseilees

En francais :

— [14] D. Salin et J. Martinl.a mécanique des Fluidedlathan Université. Un livre simple et bref
d’introduction a la mécanique des fluides.

— [16] E. Guyon, J.-P. Hulin et L. Peti€e que disent les fluideBelin, Pour La Science, 2005.
Un livre ou, sous le principe de double pages Photo + Testad, illustrés des aspects de la
mécanique des fluides que I'on peut rencontrer dans la vieaote.

— [15] E. Guyon, J.-P. Hulin et L. Petitlydrodynamique Physiqu&DP Sciences, 2001. Un
réference en francgais avec une approche de physicida scanique des fluides.

— [4] S. CandelMécanique des fluide®unod

— [13] L. Landau et E. LifchitzMécanique des fluide&ditions de Moscou

— [30] W. Wick, Gouttes d’eauEditions Millepages. Livre de photographies.

— [21] M. Lesieur,La turbulence Presses Universitaires de Grenoble.

— [10] P.-G. de Gennes, F. Brochard-Wyart, D. Qué&euttes, bulles, perles et ondegelin,
2006.

— [22] P. Mannevillenstabilites, Chaos et TurbulencEditions de I'Ecole Polytechnique, 2004.

En anglais :

— [28] D.J. Tritton, Physical fluid dynamics, Oxford Scierieblication, 1988.

— [20] P.K. Kundu,Fluid Mechanics Academic Press, 1990.

— [12] Van Dyke,An Album of Fluid MotionParabolic Press, 1982.

— [1] D.J. AchesonElementary Fluid Dynami¢€xford, 1990.

— [18] U. Frisch,Turbulence Cambridge Univ. Press, 1995.

— [23] Th. A. McMahon and J.T. Bonne@n Size and LifeScientific American Library, 1983.

— [11] P.G. Drazin)ntroduction to Hydrodynamic StabilitfCambridge Univ. Press, 2002.

— [5] B. CastaingAn introduction to hydrodynamicslydrodynamics and Nonlinear Instabilities,
Cambridge University Press, pages 25 a79 (1998).

— [9] P.A. DavidsonTurbulence An Introduction for Scientists and Engine€rsford University,
2004.

— [8] O. Darrigol,Worlds of Flow : A Hystory of Hydrodynamics from the Bernisuid Prandt|
Oxford University, 2005.

CD conseilés :
[17] G. Homsyet al., Muti-Media Fluid MechanicsCD-Rom Cambridge University Press, 2002.

CD (images et films) sur les phénomenes interfaciaux dafaé [10].
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Films conseilés :
Toute une série de films duNational Committee for Fluid Mechanics FilmgNCFMF), anciens
mais excellents en moyenne, sont maintenant disponiblégrensur le site du MIThttp://web.mit.
edu/fluids/www/Shapiro/ncfmf.html.
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