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Plan de l’UE
Idée générale :

Au premier semestre, on va introduire les notions de base,
et s’intéresser en détails à une méthode numérique précise

Tous les jeudi matin (8h45-12h45) au bâtiment 625
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Modalités d’évaluation :
TPs + examen oral (question de cours + exercice)

21 Novembre : Cours 1 + Cours 2
4 Décembre : Cours 3 + TP 1
5 Décembre : Cours 4 + TP 2
12 Décembre : Cours 5 + TP 3
19 Décembre : Cours 6 + TP 4

9 Janvier : Cours 7 + TP 4
16 Janvier : Cours 8 + TP 5

23 Janvier : TP 5
30 Janvier : Examen



Différences finies : Principe

à À partir des équations et conditions aux limites, on écrit N équations algébriques 
(1 pour chaque point)

à On résout chaque équation à partir des valeurs des points voisins

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 + 𝑓 𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 𝑥!"# − 𝑓(𝑥!)

𝛿𝑥 + 𝑓 𝑥! = 0, ∀𝑖 ∈ [0, 𝑁 − 1]

On va approximer les dérivées comme une différence de variations
à En connaissant les valeurs voisines, on peut estimer la dérivée 

𝑓(𝑥!) 𝑓(𝑥!"#)𝑓(𝑥!$#)

Avantages :
Formulation la plus intuitive et la plus simple, applicable à un grand nombre de problèmes

Inconvénients :
On ne prend pas en compte ce qui se passe entre les points 

à Très dépendant de la résolution choisie
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Différences finies : Méthodes
Pour trouver la formulation en différence finie, on peut utiliser 3 méthodes :

La tangente Les développements limités Le polynôme de Lagrange

𝑑𝑓
𝑑𝑥

𝑥 = lim
!→#

𝑓(𝑥 + 𝜖) − 𝑓(𝑥)
𝜖

Ordres supérieurs :
Combinaison de Forward, 

Backward et Centré

Avantages :
Facile et intuitif
Inconvénients :
Pas systématique

Avantages :
Précis

Inconvénients :
Difficile

Avantages :
Systématique

Inconvénients :
Peu précis

Ordres supérieurs :
Bonne combinaison 

linéaire de DLs

Ordres supérieurs :
Dérivation du 

polynôme de Lagrange

𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝑥! ≈

𝑑𝑃%
𝑑𝑥 (𝑥!)

𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝑥! = 6

&'(

)

𝐴&𝑓(𝑥!"&)
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Cycle des méthodes numériques

Équation(s)

Solution numérique

Définition du 
problème

Discrétisation du 
domaine

Discrétisation des 
équations

Écriture matricielle

Programmation
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Cycle des méthodes numériques

Équation(s)

Solution numérique

Définition du 
problème

Discrétisation du 
domaine

Discrétisation des 
équations

Écriture matricielle

Programmation
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Hypothèse : 1D
Pour cette première application, on ne va s’intéresser qu’à des problèmes à 1 dimension : 

Équations différentielles 
ordinaires (EDO)

𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

+ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)

= les inconnues ne dépendent 
que d’une seule variable
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MAIS la même méthode sera 
généralisable aux EDPs

0 L

x

Domaines 
sous forme de segments

𝑥 ∈ [0, 𝐿]
𝛿𝐷 : 2 points

Gauche : 𝑥 = 0
Droite : 𝑥 = 𝐿

Cela permet de simplifier l’écriture du 
problème dans un premier temps
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Hypothèse : Problèmes stationnaires
On rajoute l’hypothèse supplémentaire que les dérivées étudiées 

sont forcément par rapport à l’espace et non au temps :
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Cela permet de se concentrer d’abord sur les conditions aux limites
(avant d’ajouter la condition initiale)

+
Cela permet d’obtenir une seule solution finale stationnaire

(pas d’évolution temporelle) à plus facile à valider

La dimension temporelle sera ajoutée à la séance 6
(EDP spatiale + temporelle) 
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Premier exemple
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Définition des étapes
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Équation(s)

Solution numérique

Étape 1 : 
Définition du 

problème
Étape 2 : 

Discrétisation du 
domaine

Étape 3 : 
Discrétisation des 

équations

Étape 4 : 
Écriture matricielle

Étape 5 : 
Programmation

?



Étape 1 : Définition du problème
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Avant de passer à la partie numérique, il faut s’assurer 
d’avoir bien défini le problème physique/mathématique continu

Premier exemple :
Problème de Poisson 

Équation : 

Inconnue : 

Domaine : 

Condition aux limites : 

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)

(problème de Poisson)

(fonction réelle 1D)

𝑥 ∈]0, 𝐿[ (segment 1D cartésien)

𝑓 0 = 𝐶(, 𝑓 𝐿 = 𝐶% (CL de type Dirichlet)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

1



Étape 2 : Discrétisation du domaine
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On va maintenant passer d’un milieu continu à discret à l’aide d’un maillage :

2

Premier exemple :
Maillage uniforme

Nombre de points : 

Numérotation : 

Valeurs nodales connues : 

Valeurs nodales inconnues : 

Pas d’espace : 

Équivalence discret/continu : 

𝑀 + 1
(résolution)

𝛿𝑥 = 𝐿/𝑀

0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿
𝑥! = 𝑖𝛿𝑥, ∀𝑖 ∈ [0,𝑀]

(noeuds du maillage)

𝑔(, 𝑔#, 𝑔*, … , 𝑔+

𝑓(, 𝑓#, 𝑓*, … , 𝑓+

(valeurs aux noeuds)

𝑓 𝑥! = 𝑓! , 𝑔 𝑥! = 𝑔! (notation)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

𝑥!



Étape 3 : Discrétisation des équations (principe)
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3

Une fois qu’on a discrétisé le domaine de calcul et les quantités physiques, 
il faut encore choisir comment approximer les dérivées = choix du schéma numérique

à Le but est d’arriver à avoir une équation algébrique à résoudre 
pour chaque point du maillage :

à Pour les bords, on écrit une représentation fidèle de la condition aux limites
(immédiat avec Dirichlet) à en 1D, 2 équations supplémentaires

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

𝑥!

𝑓! = 𝐹(𝑔! , 𝑓&)

𝑓( = 𝐶(	 𝑓+ = 𝐶%	



Étape 3 : Discrétisation des équations (exemple)
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3

Premier exemple :
Schéma centré pour dérivée seconde

On cherche à discrétiser l’équation suivante :

𝑑*𝑓!
𝑑𝑥* = 𝑔!

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

On peut alors utiliser les formules du chapitre précédent :

𝑑*𝑓!
𝑑𝑥* ≈ 𝑓!"#

1
𝑥!"# − 𝑥! 𝑥! − 𝑥!$#

+ 𝑓!
𝑥!"# − 𝑥!$#

𝑥!"# − 𝑥! 𝑥! − 𝑥!$# * + 𝑓!$#
1

𝑥! − 𝑥!$# *

𝑑*𝑓!
𝑑𝑥* ≈

𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#
𝛿𝑥*	

(maillage uniforme)

𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#
𝛿𝑥*	 = 𝑔! 𝑓! =

1
2 𝑓!"# + 𝑓!$# − 𝑔!𝛿𝑥*

∀𝑖 ∈]0,𝑀[



Étape 4 : Écriture matricielle
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4

𝑓! =
1
2 𝑓!"# + 𝑓!$# − 𝑔!𝛿𝑥*

On a donc finalement obtenu notre schéma de résolution numérique :

à On pourrait être tenté de résoudre le problème de manière itérative : 

MAIS schéma implicite !! à la formulation matricielle est la plus universelle

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

𝑥!

?
?



Étape 4 : Écriture matricielle (principe)
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4

𝑓! =
1
2 𝑓!"# + 𝑓!$# − 𝑔!𝛿𝑥*

Schéma implicite ! 
(besoin de points non calculés)

à Au lieu d’écrire le problème sous forme itérative, on l’écrit sous forme matricielle : 

𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 𝐶(
1
𝛿𝑥* (𝑓( − 2𝑓# + 𝑓*) = 𝑔#

1
𝛿𝑥* (𝑓# − 2𝑓* + 𝑓,) = 𝑔*

1
𝛿𝑥* (𝑓!$# − 2𝑓! + 𝑓!"#) = 𝑔!

… …

… …
1
𝛿𝑥* (𝑓+$* − 2𝑓+$# + 𝑓+) = 𝑔+$#

𝑓+ = 𝐶%

𝐴𝐹 = 𝐺

𝑓(
𝑓#
𝑓*
…
𝑓!
…
𝑓+$#
𝑓+

𝑪𝟎
𝑔#
𝑔*
…
𝑔!
…

𝑔+$#
𝑪𝑳

𝑀 + 1 ×(𝑀 + 1)



Étape 4 : Écriture matricielle (exemple)
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4

𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 𝐶(
1
𝛿𝑥* (𝑓( − 2𝑓# + 𝑓*) = 𝑔#

1
𝛿𝑥* (𝑓# − 2𝑓* + 𝑓,) = 𝑔*

1
𝛿𝑥*

(𝑓!$# − 2𝑓! + 𝑓!"#) = 𝑔!

… …

… …
1
𝛿𝑥*

(𝑓+$* − 2𝑓+$# + 𝑓+) = 𝑔+$#

𝑓+ = 𝐶%

Premier exemple :
Schéma centré pour dérivée seconde

1 0 0 … 0 0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥*

… 0 0

0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥*

… 0 0
… … … … … …

0 0 0 …
−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥*

0 0 0 0 0 1

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…



Étape 5 : Programmation
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5

Il ne reste plus qu’à demander à l’ordinateur de résoudre le problème !
à Sous forme matricielle :

𝐴𝐹 = 𝐺 𝐹 = 𝐴12𝐺

Étapes informatiques :
1. Définir le vecteur G,
2. Définir la matrice A,
3. Inverser la matrice A,

4. Multiplier par le vecteur G pour avoir la solution !

Premier exemple :
En Python, on pourra utiliser la librairie linalg de numpy pour calculer et inverser A



Au-delà : Validation
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Bravo, vous avez obtenu une solution numérique de l’équation !
MAIS :

ü Comment être sûr qu’il n’y a pas eu d’erreur au cours de la procédure ?
ü Comment être sûr que la solution est bien physique ?

à Dans des cas simples, on peut valider la solution numérique 
en la comparant à une solution analytique

Premier exemple :
Prenons la fonction suivante : 𝑓 𝑥 = sin 2𝑥

à On peut calculer à la main sa dérivée seconde : !
$"

!#$
= −4 sin 2𝑥 = 𝑔(𝑥)

à On peut imposer des conditions aux limites naturelles : 
𝐶$ = 𝑓 0 = sin 0 = 0, 𝐶% = 𝑓 𝐿 = sin(2𝐿)

à Si on impose 𝑔 𝑥 = −4 sin 2𝑥 et qu’on utilise les conditions aux limites ci-dessus, 
la solution de l’équation devrait naturellement être la fonction cible
à On peut alors tester si la procédure fonctionne correctement !

✓



Exemple avec code (I)
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1

Étape 1 : Définition du problème

Domaine : 

Conditions aux limites : 

𝑥 ∈]0, 𝐿[

𝑓 0 = 𝐶(, 𝑓 𝐿 = 𝐶%

Fonction connue : 𝑔(𝑥)



Exemple avec code (II)
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Étape 2 : Discrétisation du domaine

2

Nombre de points : 𝑀 + 1

Pas d’espace : 𝛿𝑥 = 𝐿/𝑀

Numérotation : 0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿

Valeurs nodales connues : 𝑔(, 𝑔#, 𝑔*, … , 𝑔+



Exemple avec code (III)
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Étape 3 & 4 : Discrétisation des équations et Écriture matricielle
(la discrétisation des équations se retrouve dans la forme de la matrice)

3 4

Définition du vecteur G : 

Définition de la matrice A : 



Exemple avec code (IV)
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Étape 5 : Programmation et Validation

5 ✓

Calcul de la solution : 

Comparaison avec solution 
analytique : 

Question : Que peut-on faire pour faire diminuer l’erreur ?



Influence des hypothèses
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Influence de la condition aux limites (I)
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Rappel de cours : 

Dirichlet :
On fixe la valeur de 

la fonction sur le 
bord

Neuman :
On fixe la valeur de 

la dérivée de la 
fonction sur le bord

𝑓 𝑡, �⃗� = 𝐹&'(! 𝑡, �⃗�
∀𝑡 ∈ 𝐼), ∀�⃗� ∈ 𝛿𝐷

𝑛 @ ∇𝑓 𝑡, �⃗� = 𝐺&'(! 𝑡, �⃗�
∀𝑡 ∈ 𝐼), ∀�⃗� ∈ 𝛿𝐷

0 L

x𝐹/01234(𝑡)

𝐹567!84(𝑡)𝑓 𝑡, �⃗�

0 L

x𝐺/01234(𝑡)

𝐺567!84(𝑡)𝑓 𝑡, �⃗�

à Que se passe-t-il si on utilise une condition de Neuman au lieu de Dirichlet ?



Influence de la condition aux limites (II)
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Étape 1 : Définition du problème

Deuxième exemple :
Problème de Poisson + conditions de Neuman 

Équation : 

Inconnue : 

Domaine : 

Condition aux limites : 

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)

(problème de Poisson)

(fonction réelle 1D)

𝑥 ∈]0, 𝐿[ (segment 1D cartésien)

𝑓 0 = 𝐶(,
𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝐿 = 𝐷% (CL de type Neuman)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐷%

1



Influence de la condition aux limites (III)
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Étape 2 : Discrétisation du domaine

2

Deuxième exemple :
Problème de Poisson + conditions de Neuman

Nombre de points : 

Numérotation : 

Valeurs nodales connues : 

Valeurs nodales inconnues : 

Pas d’espace : 

Équivalence discret/continu : 

𝑀 + 1
(résolution)

𝛿𝑥 = 𝐿/𝑀

0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿
𝑥! = 𝑖𝛿𝑥, ∀𝑖 ∈ [0,𝑀]

(noeuds du maillage)

𝑔(, 𝑔#, 𝑔*, … , 𝑔+

𝑓(, 𝑓#, 𝑓*, … , 𝑓+

(valeurs aux noeuds)

𝑓 𝑥! = 𝑓! , 𝑔 𝑥! = 𝑔! (notation)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿𝑥!

𝐶(

𝐷%



Influence de la condition aux limites (IV)
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3

Deuxième exemple :
Problème de Poisson + conditions de Neuman

Étape 3 : Discrétisation des équations

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

On complète avec les conditions aux limites :

(maillage uniforme)
𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#

𝛿𝑥*	 = 𝑔! ∀𝑖 ∈]0,𝑀[

𝑑𝑓+
𝑑𝑥 = 𝐷%

à Il faut également approximer la dérivée 
première pour la condition de Neuman !

NB : on préférera une formulation cohérente avec le reste des équations
(même précision) à Attention aux points choisis !

𝑑𝑓*
𝑑𝑥 = 𝐷%

1
2𝛿𝑥 (𝑓( − 4𝑓# + 3𝑓*) = 𝐷%

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿𝑥!

(Polynôme de 
Lagrange)𝐶(

𝐷%

𝑓( = 𝐶(



Influence de la condition aux limites (V)
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Étape 4 : Écriture matricielle

4

𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 𝐶(

1
𝛿𝑥* (𝑓( − 2𝑓# + 𝑓*) = 𝑔#

1
𝛿𝑥* (𝑓# − 2𝑓* + 𝑓,) = 𝑔*

1
𝛿𝑥* (𝑓!$# − 2𝑓! + 𝑓!"#) = 𝑔!

… …

… …
1
𝛿𝑥* (𝑓+$* − 2𝑓+$# + 𝑓+) = 𝑔+$#

Deuxième exemple :
Problème de Poisson + conditions de Neuman

1 0 0 … 0 0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥* … 0 0

0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥* … 0 0

… … … … … …

0 0 0 …
−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥*

0 0 0
1
2𝛿𝑥 −

4
2𝛿𝑥

3
2𝛿𝑥

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…

1
2𝛿𝑥 (𝑓+$* − 4𝑓+$# + 3𝑓+) = 𝐷%
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Influence de la condition aux limites (VI) ✓

Étape 5 & 6 : Programmation et Validation

5

𝐴𝐹 = 𝐺 𝐹 = 𝐴12𝐺
Même concept pour la programmation, pas de changement :

Pour la validation, on propose la même fonction que précédemment :

Deuxième exemple :
Prenons la fonction suivante : 𝑓 𝑥 = sin 2𝑥

à On peut calculer à la main sa dérivée seconde : !
$"

!#$
= −4 sin 2𝑥 = 𝑔(𝑥)

à On peut imposer des conditions aux limites naturelles : 

𝐶$ = 𝑓 0 = sin 0 = 0, 𝐷% =
𝑑𝑓
𝑑𝑥 𝐿 = 2cos(2𝐿)

à Si on impose 𝑔 𝑥 = −4 sin 2𝑥 et qu’on utilise les conditions aux limites ci-dessus, 
la solution de l’équation devrait naturellement être la fonction cible
à On peut alors tester si la procédure fonctionne correctement !
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Influence de la condition aux limites (VI)
Exemple avec code :

Conditions aux limites : 

Définition du vecteur G : 

Définition de la matrice A : 



Influence du schéma (I)
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Rappel de cours : 

Une fois qu’on a choisi la méthode numérique qu’on souhaite utiliser, 
il reste encore de nombreux choix possibles = schéma numérique

ex : différences finies à !"(#)
!#

+ 𝑓 𝑥 = 0

à comment approximer la dérivée ? quelle formulation ?

𝑑𝑓 𝑥!
𝑑𝑥 ≈

𝑓 𝑥!"# − 𝑓(𝑥!)
𝛿	𝑥

Schéma d’Euler Forward

𝑑𝑓 𝑥!
𝑑𝑥 ≈

𝑓 𝑥!"# − 𝑓(𝑥!$#)
2𝛿	𝑥

𝑑𝑓 𝑥!
𝑑𝑥 ≈

𝑓 𝑥! − 𝑓(𝑥!$#)
𝛿	𝑥

Schéma d’Euler centréSchéma d’Euler Backward

NB : on a vu en différences finies que le choix du schéma a un impact sur la précision de 
l’approximation et sur les points sélectionnés



Influence du schéma (II)
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Étape 1 : Définition du problème

Troisième exemple :
Problème de Poisson + ordre supérieur

Équation : 

Inconnue : 

Domaine : 

Condition aux limites : 

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)

(problème de Poisson)

(fonction réelle 1D)

𝑥 ∈]0, 𝐿[ (segment 1D cartésien)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

1

𝑓 0 = 𝐶(, 𝑓 𝐿 = 𝐶% (CL de type Dirichlet)



Influence du schéma (III)

Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 4 05/12/2024Université Paris-Saclay

35/60Introduction Premier exemple Hypothèses Valeurs propres Conclusion

Étape 2 : Discrétisation du domaine

2

Troisième exemple :
Problème de Poisson + ordre supérieur

Nombre de points : 

Numérotation : 

Valeurs nodales connues : 

Valeurs nodales inconnues : 

Pas d’espace : 

Équivalence discret/continu : 

𝑀 + 1
(résolution)

𝛿𝑥 = 𝐿/𝑀

0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿
𝑥! = 𝑖𝛿𝑥, ∀𝑖 ∈ [0,𝑀]

(noeuds du maillage)

𝑔(, 𝑔#, 𝑔*, … , 𝑔+

𝑓(, 𝑓#, 𝑓*, … , 𝑓+

(valeurs aux noeuds)

𝑓 𝑥! = 𝑓! , 𝑔 𝑥! = 𝑔! (notation)

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

𝑥!



Influence du schéma (IV)
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3

Troisième exemple :
Problème de Poisson + ordre supérieur

Étape 3 : Discrétisation des équations

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑔(𝑥)

On complète avec les conditions aux limites :

(maillage uniforme)
−𝑓!"* + 16𝑓!"# − 30𝑓! + 16𝑓!$# − 𝑓!$*

12𝛿𝑥*	 = 𝑔! ∀𝑖 ∈]0,𝑀[

𝑓+ = 𝐶%𝑓( = 𝐶(

NB : on peut prendre une formulation avec une précision différente !

𝑔(𝑥)

𝑓 𝑥 ?

0 𝐿

𝐶(

𝐶%

𝑥!

Le schéma ne marche 
pas en 𝑖 = 1 et 𝑖 =

𝑀 − 1 !
à Il faut d’autres CLs :

𝑓+$# = 𝐶%#

𝑓# = 𝐶#
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Influence du schéma (V)
Étape 4 : Écriture matricielle

4

𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 𝐶(

1
12𝛿𝑥!

(−𝑓" + 16𝑓# − 30𝑓! + 16𝑓$ − 𝑓%) = 𝑔!

… …

… …

𝑓+ = 𝐶%

Troisième exemple :
Problème de Poisson + ordre supérieur

1 0 0 … 0 0 0 0
0 1 0 … 0 0 0 0
0 −𝑎 16𝑎 −30𝑎 16𝑎 −𝑎 … 0
… … … … … … … …
0 0 0 … 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…

𝑓# = 𝐶#

1
12𝛿𝑥!

(−𝑓&'! + 16𝑓&'# − 30𝑓& + 16𝑓&(# − 𝑓&(!) = 𝑔&

𝑓+$# = 𝐶%#

𝑓+$*
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Exemple avec code :

Influence du schéma (VI)



Influence du maillage (I)
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Rappel de cours : 

Un maillage est dit uniforme (ou régulier) 
quand l’espacement entre les points du maillage est toujours le même :   

t

𝑥( 𝑥+

𝑥# 𝑥+$#𝑥!

𝛿𝑥 𝛿𝑥 𝛿𝑥𝛿𝑥

Un maillage est dit irrégulier
quand l’espacement entre les points du maillage est différent entre chaque point : 

𝛿𝑥! ≠ 𝛿𝑥!"#, ∀𝑖 ∈ [0,𝑀 − 1]

t𝑥(

𝑥+

𝑥# 𝑥+$#𝑥!

𝛿𝑥! 𝛿𝑥!"#𝛿𝑥(

𝛿𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒



Barbara PERRI M1, Méthodes Numériques, Cours 4 05/12/2024Université Paris-Saclay

40/60Introduction Premier exemple Hypothèses Valeurs propres Conclusion

Étape 1 : Définition du problème

Quatrième exemple :
Problème de couche limite

Équation : 

Inconnue : 

Domaine : 

Condition aux limites : 

−𝜖*
𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 + 𝑓 𝑥 = 1, 𝜖 ≪ 1

𝑓(𝑥)

(problème de couche limite)

(fonction réelle 1D)

𝑥 ∈ [0,1] (segment 1D cartésien)

1

𝑓 0 = 0, 𝑓 1 = 0 (CL de type Dirichlet)

Influence du maillage (II)

𝑓 𝑥 ?

0 1

1
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Étape 2 : Discrétisation du domaine

2

Quatrième exemple :
Problème de couche limite

Nombre de points : 

Numérotation : 

Valeurs nodales inconnues : 

Loi d’espacement : 

Équivalence discret/continu : 

𝑀 + 1
(résolution)

𝑥! =
1
2
−
1
2
cos

2𝑖 − 1 𝜋
2 𝑀 − 1

, ∀𝑖 ∈ [1,𝑀 − 1]

0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿
(noeuds du maillage)

𝑓(, 𝑓#, 𝑓*, … , 𝑓+
(valeurs aux noeuds)

𝑓 𝑥! = 𝑓! (notation)

Influence du maillage (III)

𝑥!

𝑓 𝑥 ?

0 1

1
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3

Quatrième exemple :
Problème de couche limite

Étape 3 : Discrétisation des équations

−𝜖*
𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 + 𝑓(𝑥) = 1

On complète avec les conditions aux limites :

(maillage uniforme)

∀𝑖 ∈]0,𝑀[

𝑓+ = 0𝑓( = 0

Influence du maillage (IV)

𝑑*𝑃%
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝑓(

2
𝑥( − 𝑥# 𝑥( − 𝑥*

+ 𝑓#
2

𝑥# − 𝑥( 𝑥# − 𝑥*
+ 𝑓*

2
𝑥* − 𝑥( 𝑥* − 𝑥#

−𝜖*
𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#

𝛿𝑥*	 + 𝑓! = 1

à On ne peut plus utiliser cette formule !
à On utilise alors l’approximation par Polynôme de Lagrange :

−𝜖*
2𝑓!$#

𝑥!$# − 𝑥! 𝑥!$# − 𝑥!"#
+

2𝑓!
𝑥! − 𝑥!$# 𝑥! − 𝑥!"#

+
2𝑓!"#

𝑥!"# − 𝑥!$# 𝑥!"# − 𝑥!
+ 𝑓! = 1
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Influence du maillage (V)
Étape 4 : Écriture matricielle

4

𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 0

−𝜖*
2𝑓(

𝛿𝑥(𝛿𝑥*
−

2𝑓#
𝛿𝑥(𝛿𝑥#

+
2𝑓*

𝛿𝑥*𝛿𝑥#
+ 𝑓# = 1

… …

… …

𝑓+ = 0

Quatrième exemple :
Problème de couche limite

𝛿𝑥!$# = (𝑥! − 𝑥!$#)

𝛿𝑥! = (𝑥!"# − 𝑥!)

𝛿𝑥!"# = (𝑥!"# − 𝑥!$#)

−𝜖*
2𝑓#

𝛿𝑥#𝛿𝑥,
−

2𝑓*
𝛿𝑥#𝛿𝑥*

+
2𝑓,

𝛿𝑥,𝛿𝑥*
+ 𝑓* = 1

−𝜖*
2𝑓!$#

𝛿𝑥!$#𝛿𝑥!"#
−

2𝑓!
𝛿𝑥!$#𝛿𝑥!

+
2𝑓!"#	

𝛿𝑥!"#𝛿𝑥!
+ 𝑓! = 1

−𝜖*
2𝑓+$*

𝛿𝑥+$*𝛿𝑥+
−

2𝑓+$#
𝛿𝑥+$*𝛿𝑥+$#

+
2𝑓+	

𝛿𝑥+𝛿𝑥+$#
+ 𝑓+$# = 1
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Influence du maillage (V)
Étape 4 : Écriture matricielle

4

Quatrième exemple :
Problème de couche limite

0 0 0 … 0 0
−2𝜖*

𝛿𝑥(𝛿𝑥*
−2𝜖*

𝛿𝑥(𝛿𝑥#
+ 1

−2𝜖*

𝛿𝑥*𝛿𝑥#
… 0 0

0
−2𝜖*

𝛿𝑥#𝛿𝑥,
−2𝜖*

𝛿𝑥#𝛿𝑥*
+ 1 … 0 0

… … … … … …

0 0 0 …
−2𝜖*

𝛿𝑥+$*𝛿𝑥+$#
+ 1

−2𝜖*

𝛿𝑥+𝛿𝑥+$#
0 0 0 0 0 0

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…
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Influence du maillage (VI) ✓

Étape 5 & 6 : Programmation et Validation

5

𝐴𝐹 = 𝐺 𝐹 = 𝐴12𝐺

Même concept pour la programmation, pas de changement :

Pour la validation, il faut trouver une autre fonction solution de ce problème :

Quatrième exemple :

Prenons la fonction suivante : 𝑓 𝑥 = 1 −
,-./ %

&

,-./ '
&
+
,-./ %('

&

,-./ '
&

à On vérifie les conditions aux limites : 

𝑓 0 = 1 −
sinh 0

sinh 1
𝜖
+
sinh −1𝜖
sinh 1

𝜖
= 1 − 0 − 1 = 0, 𝑓 1 = 1 −

sinh 1
𝜖

sinh 1
𝜖
+
sinh 0

sinh 1
𝜖
= 1 − 1 + 0 = 0
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Exemple avec code :

Influence du maillage (VII)

Maillage : 

Matrice A : 



Problème plus général
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Définition d’un problème aux valeurs propres
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On appelle problème aux valeurs propres le problème suivant :

Soient 𝐴 et 𝐵 deux matrices carrées de dimension 𝑛×𝑛
Soit 𝜆 un scalaire

Problème :
Trouver le vecteur 𝑉 de dimension 𝑛 qui vérifie : 

𝐴𝑉 = 𝜆𝐵𝑉

à On appelle alors 𝑉 le vecteur propre de 𝐴 et 𝐵

à On appelle alors 𝜆 la valeur propre de 𝐴 et 𝐵
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Exemple général :
Problème aux valeurs propres

Équation : 

Inconnue : 

Domaine : 

Condition aux limites : 

−
𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝜆𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)

(problème de Poisson)

(fonction réelle 1D)

𝑥 ∈ [0, 𝐿] (segment 1D cartésien)

1

𝑓 0 = 0, 𝑓 𝐿 = 0 (CL de type Dirichlet)

NB : la problématique d’un problème aux valeurs propres est plus large que trouver 𝑓
à On veut également trouver les 𝜆 pour lesquels il existe une solution 𝑓 non nulle !
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2

Nombre de points : 

Numérotation : 

Valeurs nodales inconnues : 

Pas d’espace : 

Équivalence discret/continu : 

𝑀 + 1
(résolution)

𝛿𝑥 = 𝐿/𝑀

0 = 𝑥( < 𝑥# < 𝑥* < ⋯ < 𝑥+ = 𝐿
𝑥! = 𝑖𝛿𝑥, ∀𝑖 ∈ [0,𝑀]

(noeuds du maillage)

𝑓(, 𝑓#, 𝑓*, … , 𝑓+ (valeurs aux noeuds)

𝑓 𝑥! = 𝑓! (notation)

Exemple général :
Problème aux valeurs propres

On va repasser sur un maillage uniforme :
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3

On cherche à discrétiser l’équation suivante :

𝑑*𝑓!
𝑑𝑥* = 𝜆𝑓!−

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* 𝑥 = 𝜆𝑓(𝑥)

(maillage uniforme)

−
𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#

𝛿𝑥*	 = 𝜆𝑓! ∀𝑖 ∈]0,𝑀[

Exemple général :
Problème aux valeurs propres

On complète avec les conditions aux limites :

𝑓Z = 0𝑓[ = 0

𝑑*𝑓!
𝑑𝑥* ≈

𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#
𝛿𝑥*	

Étape 3 : Discrétisation des équations



Étape 4 : Écriture matricielle (principe)
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𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 0

1
𝛿𝑥* (𝑓( − 2𝑓# + 𝑓*) = 𝜆𝑓#

1
𝛿𝑥* (𝑓# − 2𝑓* + 𝑓,) = 𝜆𝑓*

1
𝛿𝑥* (𝑓!$# − 2𝑓! + 𝑓!"#) = 𝜆𝑓!

… …

… …
1
𝛿𝑥* (𝑓+$* − 2𝑓+$# + 𝑓+) = 𝜆𝑓+$#

𝑓+ = 0

𝐴𝐹 = 𝜆𝐵𝐹

𝑓(
𝑓#
𝑓*
…
𝑓!
…
𝑓+$#
𝑓+

𝑀 + 1 ×(𝑀 + 1)
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−
𝑓!"# − 2𝑓! + 𝑓!$#

𝛿𝑥*	 = 𝜆𝑓!

𝑀 + 1
×(𝑀 + 1)



Étape 4 : Écriture matricielle
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𝑥(

𝑥#

𝑥*

𝑥!

𝑥+

𝑥+$#

𝑓( = 0

1
𝛿𝑥* (𝑓( − 2𝑓# + 𝑓*) = 𝜆𝑓#

1
𝛿𝑥* (𝑓# − 2𝑓* + 𝑓,) = 𝜆𝑓*

1
𝛿𝑥*

(𝑓!$# − 2𝑓! + 𝑓!"#) = 𝜆𝑓!

… …

… …
1
𝛿𝑥*

(𝑓+$* − 2𝑓+$# + 𝑓+) = 𝜆𝑓+$#

𝑓+ = 0

1 0 0 … 0 0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥* … 0 0

0
1
𝛿𝑥*

−2
𝛿𝑥* … 0 0

… … … … … …

0 0 0 …
−2
𝛿𝑥*

1
𝛿𝑥*

0 0 0 0 0 1

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…

Exemple général :
Problème aux valeurs propres 𝐴

𝐵

0 0 0 … 0 0
0 1 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0
… … … … … …
0 0 0 … 1 0
0 0 0 0 0 0

𝑥(
𝑓( 𝑓# 𝑓* 𝑓+$# 𝑓+

𝑥#
𝑥*

𝑥+$#
𝑥+

…

…



Étape 5 : Programmation
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5

Il ne reste plus qu’à demander à l’ordinateur de résoudre le problème !
à Sous forme matricielle :

𝐴𝐹 = 𝜆𝐵𝐹 𝜆? 𝐹?

Étapes informatiques :
1. Définir la matrice A,
2. Définir la matrice B,

3. Trouver les valeurs propres,
4. Trouver les vecteurs propres F associés.

Premier exemple :
En Python, on pourra utiliser la librairie linalg de numpy

pour calculer les valeurs et vecteurs propres

Exemple général :
Problème aux valeurs propres



Validation
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En fait, on cherche la solution analytique de :

à C’est une équation hyperbolique qui admet une solution ondulatoire !

Solution :

On trouve les constantes grâce aux conditions aux limites :

✓

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* + 𝜆𝑓 = 0

𝑑*𝑓
𝑑𝑥* + 𝑘

*𝑓 = 0𝜆 = 𝑘*

Exemple général :
Problème aux valeurs propres

𝑓 𝑥 = 𝐴𝑠𝑖𝑛 𝑘𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑓 0 = 0 ⇒ 𝐵 = 0 𝑓 𝐿 = 0 ⇒ 𝐴𝑠𝑖𝑛 𝑘𝐿 = 0 ⇒ 𝑘 = 𝑘: =
𝑛𝜋
𝐿
, 𝑛 ∈ 𝑁

Les fonctions propres sont donc :

𝑓: 𝑥 = sin
𝑛𝜋𝑥
𝐿 , 𝜆: =

𝑛*𝜋*

𝐿*

𝐿 = 𝜋
𝑘: = 𝑛
𝜆: = 𝑛*



Exemple avec code
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Conclusion
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Récapitulatif
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Équation(s)

Solution numérique

Définition du 
problème

Discrétisation du 
domaine

Discrétisation des 
équations

Écriture matricielle

Programmation



Application à l’UE
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Définition 
du problème 

• Dirichlet et 
Neuman,

• Problème 
aux valeurs 

propres.

Discré-
tisation du 
domaine :

• Maillage 
(non) 

uniforme.

Discré-
tisation des 
équations :

• Points 
internes,

• Points sur 
les bords,

• Choix du 
schéma.

Écriture 
matricielle :

• Passer d’un 
système 
linéaire à 

une 
matrice,

• Définir les 
matrices et 

vecteurs 
nécessaires.

Program-
mation :

• Program-
mation

Python de 
chaque 
étape,

• Librairies 
Python 
utiles.

Validation :

• Trouver 
une 

solution 
analytique,

• Calculer la 
différence 

avec la 
solution 

numérique



Plan de l’UE
Idée générale :

Au premier semestre, on va introduire les notions de base,
et s’intéresser en détails à une méthode numérique précise

Tous les jeudi matin (8h45-12h45) au bâtiment 625
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Modalités d’évaluation :
TPs + examen oral (question de cours + exercice)

21 Novembre : Cours 1 + Cours 2
4 Décembre : Cours 3 + TP 1
5 Décembre : Cours 4 + TP 2
12 Décembre : Cours 5 + TP 3
19 Décembre : Cours 6 + TP 4

9 Janvier : Cours 7 + TP 4
16 Janvier : Cours 8 + TP 5

23 Janvier : TP 5
30 Janvier : Examen


