
CHO : Introduction

E) Rappels et notations de calcul diff
f : Uc R

"

-
RP

-

ouvert

Def : of est différentiable au point ne U

si flnth) = fla) + Df (a) (4)+HUER)
--

avec E Lh)- O linéaire négligeable
↳ 0 euh

por
avec hi- Df (a) (h) C- LER; RP) . rapport
différentielle de f au pt a

eu . . - m)
• f a une dérivée partielle en x par

rapport à la variable ni ( ie L1 . . -
n} ) si

f (mi - - -

,
ni- i , Kitt

, rire ,
_ . _

,
nn) - flm ,

- - -

,
nn)

t
a une limite lorsque t→ o ;

annote cette

limite 9¥.cn) ou 1. f (a) ou Iif (a)

¥ya
liner
fcnttei)

ei = iemevect de base .



Rappel : o f différentiable en a→ f a une
dérivée partielle dans toutes les directions et

Df (a) Lei) = 1¥.

G)

• Df (a) (4)E RP

(Df G) Cht! = ÉTÉ G) hj
^ \

Matrice
= Mps (a) Beery (DVD

-

- ¥÷H - - - ff4Jacobienne au

Los - - Ëi;
n

colonnes

• D (f. g) (a) = Dfcgcns) .Dga

• Si p --1 f : Ucr
"

- R

( fcts à valeurs scolaires , ces le + fréquent
dans ce cours ) Df (a) EL ( R

"

,
R)

( se Jacobienne est un vecteur ligne :

fast Cat , - - - 7mF tas) . )
J ! vecteur deR"

,
noté 0f (a) (ou goodfa)



tq Df (a) (h) = 0f (a) . h
[ pdtsolaire .

euclidien de
Dans

ce cours .
on identifie ru .

0f (a) avec ses coordonnées ds la base

canonique ,
i - en 0ft -%! %,)

• Si p=n : u : UCR
"

-
R
"

"
"

Divergence du clip de vecteurs :

div G) =
Tr ( Duca)) (¥r!§

= E.sn#u
Lien entre div et 0 ?
u :
U
- R

"

clip de vecteurs
f : U- R scolaire



hq ne CE CU ; R
"

) le

f e EECU ; R)
fonctions à support couperet

( feat) , supp (f) =p , forte } ,

qui est un fermé par def . )
tu ¥4.BY de = Ê

, funins ftp.osde| c-R" Lebesgue
pdtsolaire de R"

Ipp

È - lamaïstes faide
(pas de terme debord

¥ ÉTR

car fats à support cpct) = - fydirfunflatda
en ÈE

Dans ce cours
,
on va étudier desEDP

d' évolution : Les fds seront donc

définies sur [ est] × Rd ou tqt) xU
- w t
temps espace ouvert

on notera les variables : deRd

¥ ,
a) =L ,m ,

-

→xd ) e Rt
+ d

.

Les opérateurs et div seront toujours pris

nonnen
Ellipse 




par rapport aux variables d'espace : m

ie : • ¥!¥ ra ,
""" Ü!ÜË,)

• pour u : R × Rd→ Rd
( t

, a) ,- ult , a)
div ( re) Lt , a) = Ê

, ?fÜt , al

F)Equations aux dérivées partielles (EDP)
• On va étudier des EDP d' évolution du

premier ordre ( ie .

contenant au plus des dérivées

d'ordre 1) de la forme :

¥z = Fft , x , ult.nl ,DuLt , n)){ te R+ ,
a e-Rd

u : Rt x Rd- R .

• D' autres EDP tres intéressantes ( mais pas
étudiées dans ce cours) prennent par ex la

forme : a _
Du

= f (Equ dePoisson)

nonnen
Droite 




( D= duo = Ê
. En:)

* Qu _ Du = 0 ( Equ de la chaleur)
• Hu - Bu = 0 (Equ des ondes)

↳ toutes trois d' ordre 2
.

•
On va s' interesse au pb de Cauchy : Etant

donnée une Condition initiale ne = ne (a) , on

voudrait montrer
qu

'

7 ! solution de telle

que u ( O ,
a) = no (x) .

-

Utada)
→ generalisatin du pb de Cauchy pour les

EDO (Equa - diff . Ordinaires )
Ici

, difficulté supplémentaire : choix d'un

espace fonctionnel ( i -e. espace de fonctions) E
( nécessairement de dim -]) hey :(

tétatlixé)
( - application xp-UH ,a)

Si u.EE ,
alors ut EE ,

tt tso

Ls pour les EDO , F- = R
"
ou 1C

"

.
Ici

,

F- = CYR
' ) ou MRd) en L1 (Rd ) ou

nonnen
Rectangle 


nonnen
Texte tapé à la machine
Attention ! Que signifie la dérivée d'une fonction dans ces espaces?



Lfc (Rd) = f f :
Rd
-

R
,
mesurables tq

HK compact de Rd , fplffda§
Ren

: Lfc (Rd ) est un gros espace de fdrs
Là J C

'

,
LES E

,
East

• Rem : Le pbm de Caudry n'est pas

toujours bien posé ( et cela dépend de l'espace
F- choisi ! )
• Ren :

IL n' existe pas de thon général
satisfaisant pour montrer que * est bien posé .

↳ necessité d' étudier les eqns au cas par cas .

F)Modélisation
comment la physique arrive à une équation

comme Ca) : Description d' une densité

flt , m) (de véhicules

- ftp.??Eion)auhpstaupta .

Qtité ~
Je

=:choses

nonnen
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1) En dimension 1 :
x C- R

Si qlt , a) = débit de choses au hps taupe
¥ 91M
[ ] >

a b R

Bilan de quantité de Choses sur un intervalle

[ a.b) - R .

Nlt) = fabqlt , a) du = qtihé de choses
ds l'intervalle

Bilan fur NLH = qlt , a) - qct ,b)
- -

débit entrantds ta
, b)follet,a)du = fabzzekntda-fabsaqct.at da

Dc Aacsb
, fab@tqtIaqXt.a) da - O

-_

D'où 2f + Iraq = 0 ,# a) EIIEXR

↳ une Equation ,
deux inconnues ( p et q ) :

le système n'est pas fermé .

Si vlt
, a) = vitesse des choses au tpst , ptn

Nb de choses passant par x pendant
un temps dt = qlt , a)dt

nonnen
Texte tapé à la machine
Conservation de la masse

nonnen
Texte tapé à la machine
bilan infinitésimal au point x



et = Lev) Lt , a)dt
, y
a-rdt x↳ " toutes les choses entre n -vdtetx passent

par le ptn pendant dt
"

Dac q = et -

↳ 7- et on = 0

Mais on a toujours 2 inconnues
↳ Pour clore le système ,

il faut faire une

hypothèse de modélisation :

vanta
• Ex : voitures sur une route :

La vitesse

est fct du traffic a- V (e)-

densité a

←
pas
de voitures✓
⇒ vitessemax

â

:X.
On a alors

2f +saleVÇD --0 • s

(0,9
furax l

qui a la forme densitémax

trop de voitures
→vitesse nulle

• Méo des fluides ( gaz dans tuyère ID )



v est solution d' un autre EDP d'evolution

( système de 2 EDP du type # ) .

2) En dimension quelconque
↳ c'est " Pareil " : le bilan doit s'écrire

• ⇐ saumon ÷: "

vecteur et J

IPPyŒÊ¥Ç÷) Tibia desurface -r z
sortant

= - frdivlqkt , a) da q r x.%
↳ Le + div ( q ) - O

E

• q = qv ⇒ 7f + divers) --0
Puis hyp de modélisation pour Clore le

système !

Plan du cours • CHI : Equus de transport linéaires(àcoeffs réguliers )
• CHI : Eqns de transport non

linéaires



( lois de conservation
scolaires )

g-
le • CHUI : Eques de transport
taffer! { linéaires à coeffs singuliers

chI : Equations de transport
linéaires

,
à coefficients réguliers

Das ce chapitre ,
on étudie (Ifa)

En + bla) .Ou = 0 ,
tso

,

XERD
* { ufz.efnt-u.ca) ,

nerd

à
.

-4¥)
ambla) est un champ de vecteurs

• suffisamment régulier " ( donné )
•
u : R

+ x
Rd
- R est l' inconnue

• no : Rd- R : donnée ¢
initiale

Qn : Sous quelles conditions sur b et no
on a 3- ! solution à * ??



Que peut on dire de cette solution ?
"

b I

b

X

I) cas ou best constant a
×

On suppose bla) = b Ha c-Rd
no

vecteur constant
.

•

à tout ptn de Rd
,
on associe la vû

direction b
"

.

Le 26/01/2021
Cours n°2

1) Solutions classiques ( faire TDI
sur le convolution)

Def : on dit que u est Exel pour
le

solution classique de
(¥027 2%1

si me catogan ; e) ncoltqatxird;DD

et on vérifie *, ponctuellement au tps E- 0
i.e. Hutt

,
a) +b.Du Lt

, a) = 0ff70{ nom) = u.cn) v. a c-Erâe!
Rem : cela nécessite a. ECOCRD ; R)
Thm

:
Au
.
E C
'
( Rd ; R) , # ) possède une

unique solution ,
donnée

par marin) = ne} - tb)V-tzoFEderda.ee?rd



Rem : * La formule donne aussi ( pour n -- y + tb)
net , yttb) = moly ) htt> 0 , Ay c- Rd .

• Les courbes t
→ y + tb ,

ici des
-

demi
-

droites (to ) s' appelle#Rdles caractéristiques
.

La formule dit :

" la solution est constante le

long des caractéristiques
"

.

• no se propageonsporte sans se

déformer .

voté Ex en D= 1
de
'

> b> 0
fb

no
7

÷:P.im
- § s

b Y a

tb ultinl-u.tn- tb)
c-
=
0 Et

en vert en rouge



4- a

✓ caractéristiques

E- - - - -
-

M Ha - tb-- constante
A X d

t-
-

→ !

µ /
←⇐

age ,

Ks
suppose. tb yttb

a

Eu dire 2

tb

.

ÉÏ.ua?::::.
b- (donnépar téqn) Beffy

②eu du thon : ① Existence et formule .

On pose ult , a) = u. (x - tb) .

Alors
• u : Lt

, a)- n-tbp-u.cn -tb)
Écrin .ua?r9uffEL?pdl



donc u C- CYR ×Rd )
.

• Vérifier teqn :

7- ultra ) = 2. (u.tn#b))---Gb.0u.)Cn-tb)diLtidtede la composée .

( en effet t
- n-tb-u.lu-tbt-u.dk)
R
g-

Rd
x.

R

a.üü÷Ë.IE?odIi.InK:.)---bdeCuooH(2n.u.,.--Snduo)HapdCu.ot)--
Cdtluootôtdnluozdbjsg.ie?ln-tb)---di:bu.)Cn-tb) )

et ult
, a) = b. (u.ln-tbD-fb.vn/Cxtb)

Si on somme :

Hutt ,a) +b.0ult.nl -f- b.Ou.hn -

tb)
+ (b.Ou.) (x-tb) =O

donc ce u vérifie l'qu .

De plus ulo ,
a) = u.tn - e) = Melas .

D' où existence d'une sol classique + formule .



② Unicité : si u
,
et ne sont deux

solutions de
, par

linéarité
,
A- les - uz

est sol de Dev + b.On = 0 Lt
, a) e)orteil{

v ( o ,
a) = 0 nerd

Donc vlt
,
nxtb) vérifie :

¥ (vlt , nttb)) Ardt , notb) +4.0Mfr , nttb)
#

composition différentielles =
0 car

(en effet , à a fixé
1-* (t.nxtbi-vlt.netb)
R - Rx Rd

v-Rz.cvonnt-EHIodtn.I.FM)@v.dnv) HADk€4140 end"

d

= Holt + f. bjb.gr (HD)
= h-rlt.nttbtlb.UA

,

attb) )
Donc V-t.ae) C- R+xRd , vlt.ni-tbt-tlo.no)

Donc Ht , g) c-Rand va
"")



Donc u
, = uz et l' unicité ! Es

Propriétés qualitatives : ( qui découlent dictent
de la formule) :

• principe du maximum : Si qfu.EE
W w

sur Rd
,
alors EIR R

Ht > 0
, asEult

,
a) fac .

• Propagation à vitesse finie : si

super c BCO ,
R ) ,

alors appeler . .))
at

suppultik c BG , Rttlbl )
w

norme
euclidienne\

Blqrxtlbl) ds Rd
•
µ
. ↳RTapple.sc

•
Domaine de dépendance : alt

.

.) ds

la boule Blo
,
R) ne depd que de no ds

B. ( o
,
Rttlbl ) :

dt

K
' '

'

BGR+HbD .

d '
a

BCOR )



Equation avec terme source :

son + b.Vu = flt.sn){ uh
.

no
Inné

Thon : ne C- CYR? R) , fe CYR ,_ x
Rd
; R)

alors 7 ! solution classique ,
donnée

par

ult
,
a) = u.la - t-b) + [fls , a - b ( t-D) ds

Dream
: exo ( cf TD 2) .

2/02/2021

2) Solutions faibles
a-suis

Rem clé : l' expression explicite
ult.nt-u.la - bt)

est bien définie û si u. n'a pas de

régularité .

Par ex : no ET ouu.EE

ou vûn no E LEOCCRD)
ex :

en dime :
no

fb
,

notre - tb )

>



On aimerait
que

cette formule définisse-
mdr

,
n) - nota- tb)

une
" solution généralisée

" de ¥) .

→
Notion de " dérivée faible

"
d' une foto, Là. .

Def : soit no ELL Card) ,

On dit
que u

est une solution faible de (

*{tu +
b.Ou = o ts o

,
nerd

ulo
, a) = re. (a) nerd )

si u ELL LR
+
x Rd) et

{
*
pualtm)# +b.Ol) Gn) dtdn + frauda) Qco, a) du = 0

AQE CE Rd ) .

Rem : a tout a un sens ici QE [⇒ 24 , b.VQOK{ Ce qui est sous l' intégrale
est intégrable car

"

LE × CE • L1
"

←

• Y a le rôle d'une
"

fonction test
"

l'
eqn / doit ê vraie HQ

nonnen
Ellipse 


nonnen
Texte tapé à la machine
terme de bord en temps



Qn Naturelle : cette definition est elle pertinente?

Ici : parachutée .
Pour qu' une notion de

"

solution généralisée
" soit raisonnable

,
il est

souhaitablelnecessaire
que

les propriétés suivantes
Soient vérifiées : -

en unsens genedise
<

doitgénéraliser

①Toute solution classique est solution faible
② Toute solution faible et régulière est
une solution classique

b-qui a la
régularité
/ suffisante

=
" dérivabilité " par ème

sol classiqueC-
+ régulier que C

"

ie
. necttsqatxrd)

C
"

+ régulierque c
"

nettoiera
ce- ci

ce_ L' outée
-

pas régulier
!

Plan : → Mg c'est unebonne def !
↳ Mq a. elfe donné , 7 ! sol faible !

→
n'G.n) = udatb)



9/02/2021
Cours n°4 .

① Prop : Soit uoecscrd) et u une solution

classique de#) associée à no .
Alors

n est sol faible de

i.e. toute sol classique est sol faible ( ouf ! ! ) .

Dem
: u sel classique : u E C

' qotxkdncqe.at
• LEUR+ xRd )

De plus , Sault , a) + b.Du Lt , a) = 0 Act
,
a)

C-Jo, Rd
en multiplie cette identité par une fct test

QE CE lard) et on fera d "

t
° = [fratrie + b.OUTËÎFLT , a) dadt .

Idée
: IPP pour faire pour faire porter les

dérivées sur Q .

IPP (Soit TS o top supp Q c ET ,TJ x Rd -

Ipp ent sur 1erterme

% ↳ultima)doit Mantell dndt
IPP eux

sort ↳ - [Jpa ultra) div (b4) G. n) dadtterme ¥12 bjsjq cabine



0
= - franco , a)% ,

a)du -1%au (2.4+6.04) dadt-
u
. (a) par hyp .

Donc n est sol faible de (a) Es

Rem : c'est ce calcul d' IPP qui motivefpéàde
la définition en fait !
Dac la def de sol . faible est bien
une

"

generaliset
" de la def de sol forte .

② Prop : Si u est sel faible de ¥) et tq
ne CLIO ,

- Ex Rd) n C. ( to, - Ex Rd ) .
Alors

, n
est solution classique de #) .

La
preuve de

cette
propos:O repose sur

le

lemme (super - important ) suivant :
Lemme

: Soit f ELL Card) tq

CH) freefull la) du = 0 Hye Card)
Alors f = 0 pp .

[
signifie
" futaille au sensfaible

"

nonnen
Texte tapé à la machine
propriété de l'intégrale de Lebesgue



La
preuve de ce lemme super - important

repose sur le :

sous
- lemme : Soit qe c? (Rd) hqq> Oetffa 1
et

le (a) = fdp (E) ( tpproxdet.at .)
Alors

,
Hfet lard )

,
on a

• qe *
F E CTRd) n Morel)

• Ufe * ftp.E kf4
• µ * F - ftp.gpd) ⇒ 0

@ fexf (a) = fard qe la - g) Fly ) dy ) .
Dem du sous

-

lemme : TDI
.

(Montre en particulier C-Crd) NEGRI dense dsE)

Dem de Sous
- lemme ⇒ Lemme :

on a f E hoc LRD) .

Soit XE CE Ard) et qe
à ci - dessus .

Pour tout x ( fixé ) C- Rd ,
on regarde :

e. *¥1! " -

- t.HN?ee!:-rdIy

nonnen
Texte tapé à la machine
lissage d'une fonction L1 par convolution



donc par LH ) ,
tu c- Rd le *②f) (a) = 0

A dee * (Af ) - Xf Nypd) à °

-
= OHESO

Donc Xf = 0 de L' IRI{ ix. = opp
Mais ceci vrai AXE CE LRD) , donc finalement

f-- o pp sur Rd ⑧

Reste à démontrer le proprio (grâce au lemme)
Dem de la pop : mile près de 0 .

1) on choisit tout d'abord Qe ↳tard)
wifi# a

¥ ou
# a alors (def de sel faible) : )

ut
"

[façon a) (H + b.04kt , a) + 0--0

En irbegrant par parties, on obtient

- [fratrie + b.Ou) Qdndt = 0
Hector

D'après le lemme super - important ou dedroit
7- le + b.Du = 0 pp (tp) e) qotx Rd



ar Au + b.Du = 0 ppt ,a)
Foto

,
- tard) ftp.

donc tequ est satisfaite .

Que restante : Condition initiale ?

2) vérifie de uto , a)= caca) tue Rd .

Soit QECELR × Rd)
,

la m' IRA dans

{
*
pudltiafblftb 4)ltiddadttfudakqada-epd-tzdutmkff.edu?tttIppKEI
= - franco , a)90,a)de - fpfqzuatb.lu) Qdadt

⇒Et après les) !

Donc fpatu.la) - uco , 4) Mon)dn=0tÆ¥
on en déduit fpafednl-ulqaptcnd.co
(en effet te Card)

, QG ,
a) = pas

#EGARD)
-
C- CE

1-d)
et elle , a) = Ha) si c) =L )

Grâce au lemme
super - important ( super- lemme

terminologie Antonio)

nonnen
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on déduit no (a) = uco , a) pp nerd
- un

C- Cocard ) E Colard ) par hyp .

par nyp Haenel
)

finalement n est une sol
. forte !

Thon
:
Soit ne C- LE Crd) ,

7 ! solution faible
u de #) donnée explicitement par

u Lt
,a) = a. Ca _ tb)

Dem
: 1)

"

Existence et formule
"

:

•

"

Régularité
"

: Mq ne ↳c # x IRD ) -

u mesurable car Lt
,
a)→ a- tb→ u.la - C-b)
c- toc

et f-⇒ a-dût = ftp..mu. EEN dndt
y -- a-tb

= [f-c.*tîdytldydt .

-

Atelier] , Bla ,Rttbc
B- (o,Rttlbl)
car#Exf

2- [ f-cariatides dt-f.fi !



Donc u (défini par la formule) est ↳ CRARI
•

"

Eqn
"

: On vérifie que ult , a) = mtn -tb)
est sol faible :

{arnàthtb) (79+404) G. a) dadt

F- ferait 4) (79+404) Lt ,yi-tbjdydty-n.tt-
dy -- da ¥ (Qlt , yttb))M'→ Rd

integra

>%d l'G)¥ ( llhgttb)) dydt
ent I

- fraudes ) 410 , g) dy '

donc n est bien une sol faible !

2) Unicité :
Si ui

,
u
,
sont deux sols faibles de

* ,
alors ne na -y

est sol faible de

z v + b.Or = 0
c'est à dire :{ vite

. =L
ve Là & fraie (44+404)dadt -- OH f- EtalÀ



But : Mq a- 0 .

On va Montrer que tt te Grand )
,

②
z q e CICR ×Rd) tq 14 +b.04=4 a-fait
si on fait ça (1)⇒ fvtdadt-ORHRdytec.ECMARI
→ a- 0 pp .

d-à l'unicité
.

-
Lemme

← Rem :
Lemme : htt E CE URXIRD)

super- important mais cgccz.de lemme est+ fait !

Pour montrer (2) ,
on montre

que HIUEÇCRXRD
74.ec?CRd)hq la solution classique de

A-Y + b. 04 = t sur R
+
xD'

la↳ = 9. SE:&
On sait ( cf thon montré ds LTD2) que la
solution de ls ) s'écrit :

Qlt , a) = Q.tn - tb) + f.tt/s,n-Lt-s)b)ds .

Soit Tso hg supp
tu c ET II × Rd .

On choisit Q
.
hq QLT ,

. ) = 0 sur Rd
,

c'est à dire : 4. ( n -Tb) = - ff4 (s ,
n - G- s) b)ds



i.e. 4. (g)÷ - f.tt ( s , ytsb) ds
On a bien alors 4. EGARD) ( derivoosousf

et
supp det)

Avec ce choix de 9. , QCT , . J' Fallût

donc Q résout
{ 2.4 + b.04=0

t>Iaeord
4ft) = 0

Donc
par unicité des duos, 4=0 sort>T

Es de#
NB : par

ailleurs
, Q ne doit pas satisfaire

d'
eqn pr ts

o
,
donc on peut le

tronquer avec Xe CTR) , { X = 1 sur EE -t
A-
-
o surfa ,

- s]
On a finalement ME ÇLRXRD) qui
résout (s ) Et

Rem
: Toutes les ptés qualitatives (principe du
max

, support , domaine de dépendance )
restent vraies

pour
les sols faibles grâce

à la formule explicite .

Par semaine prochaine →
TDZ

.

→ Raviser Cauchy - Lipschitz



Rem
:
Sol faible qui n'est pas sd classique?

Soit u
.
C- LEECH) les (Rd ) ;

Alors

@pasIYIeaEqeCa-tbtests.l faible
par ex no = Ami ,

a. = Ça
,

-
- -

16/02/21

Il Cas des clips devecteurs variable
n°6

etlmais.mg)
Ici

,
b-
-

bla) - b :
Rd
-

Rd
9

> bly )
b ne dépend bla)

>

× t
pas du temps . n y +

× s

(clip de × x

vecteurs Autonome)
×

s

b régulier ?
' s



Def : a

WHCRd.IR/--ff:Rd-R,IC,LSohqlfCa)lECV-neRdlfcn)-fLyjlELla - YI Hye
= fonction bornées (globalement) lipschitzienne
"Bouffie CHR? R) ,
7C

,
MSO tq 1f (a) IEC Haeard

{ misaient }
• be we' Card , ( resp .

c:(rdird))
si toutes ses composantes sont WIRD ; M )

( resp . Cf ( Rd ; R)) .

NB :
Ces

espaces
contiennent de l' info jusqu'à

l' infini ( Bonnes uniformes sur Rd ) .

NB : • CI c W
'

d' après l' inégalité
des accroissements finis

lfcas-fcytlE@apl0fDln.y I

TM si fee! .



• W
"" ¢ CJ , par ex :

f : R- R : fcn) = min@ ,
Irl )

•
1 f

t t
pas ca pas C1

÷ y es

pas csldériable .

1) Rappels d' qua - diff et flot d'un chpdevat
Thon ( Caudry - Lipschitz , version globale) :

si bewt.HR?Rd)
,
alors Hye Rd

(donnée initiale ) ,
7 ! x : R- Rd

t
→ alt)

hq ne CHR ; Rd) et à LA = bfncts) ttER .

*Lacey
Fry -Lipschitz bof

Ren
: • b localement Lipschitz ⇒ 7 ! sol définie

localement
.

au voisinage de t - o ( i.e. sur tete,et )
• Puis b bornée globalement de
1nA) - âÜ = I ft btncsddsf-%FE.me



< f4bGds E ttbb
Ellbb

Donc frotte lyl +Hebdo t> o
tnCDI E lyl + Itt Ump ,

TE 0

⇒ Pas d' explosion en tps fini
( pas de

"

sortie de tt get
" flemme des Bouts!)

↳ existence globale
•

tt ER
.

On peut noter Xlt , g) = alt) la solution de

Lex) au temps t ,

issue de la donnée gavtpso .

i.e
.
on restaure la dépendance de la Sdn0

par rapport à la donnée initiale y .

Autrement dit :
X : R × Rd- Rd
Lt

, y ) ,- Xlt
, y )

est la sol de ¥ Xlt , y) = BCXCT , y )){ xlo
, g) = y

au temps t .

On notera aussi Xz = Xlt ,
. ) : Ici on

fixe le temps t et on regarde tqplicatiar



A- = Xlt
.
. ) : Rd
-

Rd
> y c- Xlt , g) = :#g)

↳ (g) a b tissudeab (Xt (gr)) yautpst .

g.)
"b

Yi o

v blyth
b -

> b

Xt : y
-¥Ù utbspotéparkflotàulpst

On appelle l' application Xt ( ou peut - être
XC .

.
. ) . . . ) le flot du clip de vecteur b .

Thm : Soit be we ,

-

(Rd ; Rd ) :

• Att
,# R

'

,
Xe o Xs = Xtts

• ATER ,
l' application Xe : Rd- Rd

est lipschitzienne .

• Si de plus be (Rd ; Rd) alors



X : Rx Rd → Rd est de classe C'

(et en particulier tt Xe :
Rd
-
Rd est C1)

Ren : ds le cas b E C}
,
on sen que

tt ER Xe : Rd- Rd est C1

X. e : Rd
-
R
'
est ce{

Xzo Xp = X. = Idrd -1+04
Donc Xt est un à difféomorphisme

d' inverse ( Xt )
- '

= Xp .

↳ (Xt)#rest urgpeà b.paramètre dedifféomorphisme
Nb : la propriété

"

de flot
"

Xt - Xs = 4-+ s
n'est vraie

que
si le clip de mot b est

autonome ( irdep de t ,
ce qui est le cas ici ) .

Dem (des 2 premiers pts seulement , on admet
le troisième ) :

1) tt o Xs = Xts : Soit y C- Rd
,
on pose

ses G) = Xto Xs (g) = Xlt ,
Xls

, g))
-
résout l'EDO pdt

mtpss.hu
puis résout l'EDO pdt Y

un tpst à partir du
point X (s , y ) .



et ma G) = 4- + s (g) = Xltxs , g)
-
résout t- F-Do pdt un tps
txs à partir de y

on a à G) = 7- ( X H ,
Hs

, y )))
=
b. (Xlt , Xcs , y))) par def de b{ = bon

o
,
× y )) = Xlsis)et

ne (a) =

et sizltt- 2- ( Xltts , y))
= c-

X ) ltxs
, g) = b ( Xttts , y) ){ = bla

;
+ s , g) = Xlsy )et ne (a) =

Donc
ns et on sort sol du ûpbm de Cauchy

donc (unicité des Cauchy - Lipschitz )
ft ER

,
alt) = nzlt)

Xto Xs (g) = 4- +sly) Age Rd .

2) Caractère Lipschitz de Xt : Rd- Rd
.

On a 2- Xlt , g) = b ( Xlt , y )) ,
Xlo

, g) = y
De Xlt

, g) = Xlo , g) + ft b (X (r , y))dr
→



Xlt , g.) - Xlt.gr/--ys-yz+ftbCXC9y.D-blXG,yzDdr
Mais best Lipschitz :

IXK.yd-Xlt.ge/Elyi-yd+ftLlXlr,yD-Xlr,gd/dr--av(H¥-0 ( to idem . . . ) var)

C'est une inégalité du type oct) EA + Lfotvcsds
On va déduire le Lipschitz ianitud de Xlt , . ) -4

par
un terme de Grénwall ad-hoc

.

Lemme ( Grünwald ad - hee) : Soit A> 0
,
LIO

et v : Rt- Rttqvltkt-thf.tv#dsV-tzo
.

Alors vltkrxèt) A tt> a)
Inégalité Intégrale

(différentielle)Égo 4-nfomooinptiùte
Dem de lemme

:

explicite sur v.

On
pose QLH = f. trocs) des E Chart ; Rt)
et 9. A) = vit) § A + LQCT)- Effritée
i. e. il _ zq ÇA .

Hyp

def (e-
"

9) ⇐ e-HA



Donc éttqlt) - 46 ) E f. tétradr
wo -

Dac 94K¥èt
EH - e-LYLE

L

Hyp → vlt) E A + LQLDE Alttèt)
⑧

Appliqué à notre pbm ,
Gronwall donne :

Htt , g.) - Xlt , ydf Ely ,
_ yzlltxèt)

Donc Xt est l + èt) - Lipschitz ? ⑧

2) Solutions fortes de l'eqn de transport .

2-n + bla).On a o ft , a) EtqstxRd
* {

u le
. .

= u
.

ds Rd .

où l' inconnue est re : ¥ Rd- R

Maintenant
,
b = bla) est variable .

G ds le cas b = est
,
a dit

que
u est si

forte si u E C
' o.at/Rd)ncYtqotxRd)( dossier] résout ) en tout tpstso.pt nerd



Thm : Si bec} ( Rd ; Rd) : V-u.EU Rd),
7 ! ne c

'

o.at/Rd)ncYto,stxiRd)
solution classique de (* ) , donnée

explicitement par ult.nl -_ a. ( X. i. Ca))

Ren : généralise le cas b-- cte car ds

ce cas Xt (a) = nxtb : Sd de

7- Xt (a) = b-indepden
.

{ X. (a) = a ↳Xttaknttb

D'
em : On utilise le flot de clip de vedrb

défini par h-Xlt.se/=b(XCt.aD
A-as#*IL X ( o

, a) = a =#a)
@voie)

1) Existence et formule :
il suffit devérifier

que ult.ae) : = n
.
( X

-ztn) ) est

solutionde exe) .

Cette fct a la bonne

classique egularité car Lt , a) →Html

est CHR"' ; Rd ) et no C- C1
.



16/03/2021
• ulo , a) = a. (E. tn) ) (Rappel : DM pr 62%3)-

=p (a)
a
donc cool

.
initiale et

.

• Pour vérifier l'Equation ,
on regarde

) le Lt , Xzln)) = no ( X-t# tu )) ) -- nota)
-

irdepdet .
On calcule

A- ( ult.H.la))) -- deu) Lt
,
# GD

+

daultiXttnD.k_XtI-_fr.uLtiXoLnDbCXtCnDtblXtlaD@uXt.XtCnD
Si u est donnée par ,

alors que (a)⇒
D'où Ht

, a) C- Rx Rd , on a

Chu) Lt , X. l'xD + blk-tnD.oult.HN) -10
en y

-

- 4- Ca) ( Xt : Rd- Rddiffeo global)
Hutt , g) + bly)-0nA , g) = 0 kt , g)EIRXRD

Donc ult , a) = 1 ( X. e. Ca) ) est bien une
sale de Lex ) .



2) Unicité ? on suppose n Lt , a) sol
C ' (Jo ,- tard) ne (to;- ExRd ) de
Hutt

,a) + bla) .Ou Lt , a) = 0L
u (o

,
a) = ho tut .

On s' intéresse à ult
, Xztn)) :

LLult.XtlaDJ-fhuXhXeKDtblXttnDDultHtaD-_O.usdde@jdonct-suLt.I
ln)) est ate

donc ult
, Xt ln)) = le. (a) htt> OHNERD

donc ult
, g) = a. (X. ← (y)) nécessairement
d'où l' unicité et

3) Solutions faibles
Même philosophie que lorsque b= est :

no o X.e Gr) a un sens vû si MELE .

(
en quel sens ceci est vue sol

"

faible
"

de # ? ?



Def : Soit u
.
ELLE Urd)

.

On dit
que

u est solution faible de si :

ne LE
.
LR

+ ×
Rd) et tt QEÇ (Rx Rd )

{
*
à#+

b.0¥ b)9)dudt = - frau. co, a) da

Ren :&Exo ) : il faut vérifier la cohérence
de la definition : • Tarte sol forte est

sol faible .

• Sel faible + régulier
est solution forte .µzÊsâ) live.es?EEE::?-ssort )

• D'où vient le dèvb ?
→
CE de pasde

¥ termes debord

{ bas .Outta) y du=/ @abord .OndineRd Rd

⇒
¥ f- div (% bla)) net,a) du
= Idf @ %) .bla) +Qu divblnp.ulr.dk-

nouveau terme

par ropport au cas best



Irm : Si beef (Rd)
,
alors tu

. ELLERY
7 ! u sol faible de # ) ( au sens de le def
prudente) , explicitement donnée par :

ult
, a) = a. (X- c- La) ) .

Dem
: 1) Existenceformule : Soitult.at#+hDMquest sol faible :

• ne LE ( Rt × Rd) ? mesurable ok et

¥ .sc?rfK-ekD/dedtEB)y--x%afx!iisi!?pyfk-4ddg
Xdg) = x
du =

ldetdxk.ly/dy/JeCy)/TD3
et on a vu ( TDS) que

zpy.eftdivlblkslnbd.IE (a) = div (b) (4- la))Jedi)←{ g. (g)=L
+D3

En particulier div b ERARD ) car beef
et # tn) 1 ⇐ et Udivblho



De plus ,
BEE

,
IX# (a) LE lnltttlblho

Dac ke LBLORDCBCO
, Rtttthboho)(

par Xiii solde Ê¥%¥¥")Ë
T

[ 7- Xtlndt = [bain)) dt-
X.cm -X.bg l' Ifa)
IX. la) - Il 2- [lbLH.tn/dt-Ezdbqjdbko¢> g
D'à IX. Calle lnltzllblho)

De retour à (Gg)
,
on a obtenu

¥!ü¥-

thNdadteftfee.gs/etttJkarBCqRtTdbUa)zteTkdivbUsffueLy)Idg#
Bla

,
Rtttlblls )
car no C- Là



• n est sol faible de teqn :

soit QE CE LR x Rd ) :

{Îd%Îy§§Q +bol + divlb)4) (tm)dtdr
on pose y

-

-

X
-c-
tn)

dn-tz.ly/dg--Jely)dy--#raudy)fh-Qtb.0Qddivb)9J(t,XecyDIlg)dydt
Rem : b- (QG , Xely))) = Xt

,Hy)) +

bkrlyD.MG#gyt--f+fraudytth-flltiH-HD)+divmbKY9ltiH-HIBIYA
Jets )

⇒ TD3

= ↳↳uddfh-flkxthdDIGIMKH-GDIHDL-frfzau.ly) 7- (44,4GB 7. (g)) dgdt
Si on intègre en te Rt



= - fraudes) (4K , ELDER) dy
Y 1

TDS

- - fpdu.ly/4lqy)dy
Donc n est sol faible de ④ .

-

no (X
- t tn) )

2) Unicité soient res et en deux

solutions faibles de &) et a- le, _ uz .

Alors (linéarité) n est sol faible de

(d) avec donnée initiale nulle
,
i.e

.

{
*adulte a) Eh 4 + b.04 +

div (b)4) Lt ,a) dadt --0
VQEÇCR × Rd) .

Comme ds le cas b constant
,
ceci revient à

req ft ECE (Rx Rd) , ZQECELR × Rd) tq
(G){ 2+4 + b.04 + didb)9=4 , #a)ERE Rd
En effet , on aura alors

↳
×
#
tt

, a) Htm) dndt = o
Ate CICR × Rd)



D' où (Lemme super - important)⇒u=0 pp .

De û
que
de le cas b = est

,
on résout )

avec la donnée (finale) QLT , . ) = 0
à le Test fixé tg supp tctqtxcrd .

Cela nécessite de savoir résoudre l' éqn de

transport avec→
second mb¢ ici)

pour
£sels → terme multiplicatif (divb ici)
classiques qui est ce ¥%d)

ce
que
l' on peut faire , comme ds le cas

b = cst ( Exe ) .

#

Rem : • Ce thon s' étend à be we ,MR? Rd)
(clips de rect .

bornés lipschitzienne)
mais il faut utiliser la formule de chgmt
devariables ds les intégrales pour

les

homéomorphismebi
-Lipschitz ( moins que ce)

•
La régularité West essentiellement

optimale pour utiliser Cauchy - Lip . (de le flot Xt )


