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Problème

1. Soit v ∈ R. On considère l’équation aux dérivées partielles,{
∂tu+ v∂xu = 0, t > 0, x ∈ R,
u/t=0 = u0(x).

(1)

(a) Si u0 ∈ C1(R), montrer qu’il existe une unique solution u ∈ C1(R+ × R) de (1).

(b) Donner la définition d’une solution faible pour (1).

(c) Montrer que si u0 ∈ L1
loc(R), il existe une unique solution faible u ∈ L1

loc(R+ × R)
de (1).

(d) Montrer que si de plus, u0 ∈ Lp(R), p ∈ [1,+∞] alors la solution de la question
précédente satisfait ‖u(t, ·)‖Lp(R) = ‖u0‖Lp(R, pour presque tout t > 0.

2. On considère maintenant l’équation{
∂tf + v∂xf = 0, t > 0, x ∈ R, v ∈ R,
f/t=0 = f0(x, v)

(2)

dont la solution cherchée est une fonction f(t, x, v).

(a) Si f0 ∈ C1(R2), montrer qu’il existe une unique solution f ∈ C1(R+ × R × R)
solution de (2).

Si f0 ∈ L1
loc(R2), on dira que f ∈ L1

loc(R+ × R2) est solution faible de (2) si∫
R+×R2

f(t, x, v) (∂tφ+ v∂xφ) dtdxdv = −
∫
R2

f0(x, v)φ(0, x, v) dxdv.

(b) Montrer que la solution de la question 2.)a) est solution faible.

(c) Si f0 ∈ L1
loc(R2) montrer qu’il existe une unique solution faible de (2).

On suppose dans la suite de la question que f0 ∈ L1(R2).

(d) Montrer que la solution faible de la question précédente est telle que f(t, ·) ∈
L1(R2) pour presque tout t > 0.

(e) On pose ρ(t, x) =
∫
R f(t, x, v) dv. Montrer que pour presque tout t > 0, ρ(t) ∈

L1(R).

(f) Si de plus f0 vérifie
∫
R supv∈R |f0(x, v)| dx < +∞, montrer qu’il existe C > 0 telle

que pour presque tout t > 0, x ∈ R, ρ(t, x) 6 C/t.

Soit U ∈ C2(R), tel que U ∈ L∞. On étudie maintenant,{
∂tf + v∂xf − U ′(x)∂vf = 0, t > 0, x ∈ R, v ∈ R,
f/t=0 = f0(x, v)

(3)
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3. On s’intéresse d’abord au système{
x′(t) = v(t),
v′(t) = −U ′(x(t))

(4)

(a) On pose b(x, v) = (v,−U(x))t : R2 → R2. Calculer div b.

(b) Montrer que si (x(t), v(t)) est solution de (4), alors

d

dt

(
1

2
v(t)2 + U(x(t))

)
= 0.

(c) On admet que pour tout (x, v) ∈ R2, il existe une unique solution maximale de (4)
vérifiant (x(0), v(0)) = (x, v). Justifier que (x(t), (v(t)) est définie sur R.

On notera (x(t), v(t)) = Φt(x, v)

(d) Justifier que Φt est un difféomorphisme de R2 pour tout t ∈ R.

(e) Si f0 ∈ C1(R2), montrer qu’il existe une unique solution f ∈ C1(R+ × R2) de (3).

(f) Si de plus f0 ∈ L1(R2), montrer que ‖f(t)‖L1(R2) = ‖f0‖L1(R2), ∀t > 0.
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