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Examen partiel: durée 2h

documents et calculatrices interdits

Probléeme

1. Soit v € R. On considere I’équation aux dérivées partielles,

{3tu+v8xu:0, t>0,x€eR, (1)

U/jp=0 = uo ().
(a) Siwup € C'(R), montrer qu'il existe une unique solution u € C*(Ry x R) de (1).

(b) Donner la définition d’une solution faible pour (1).

(c) Montrer que si ug € Li,.(R), il existe une unique solution faible u € L}, (R4 x R)
de (1).

(d) Montrer que si de plus, ug € LP(R), p € [1, 40| alors la solution de la question
précédente satisfait |[u(t, )| zp(r) = ||uollLrr, Pour presque tout ¢ > 0.

2. On considére maintenant I’équation

{atf+v8xf:0, t>0,r€R, veER, @)
fri=0 = fo(z,v)

dont la solution cherchée est une fonction f(t,z,v).

(a) Si fo € CY(R?), montrer qu'il existe une unique solution f € C'(Ry x R x R)
solution de (2).
Si fo € Li,.(R?), on dira que f € L}, (R} x R?) est solution faible de (2) si

/ flt,z,v) (Opd + v0, @) dtdxdv = —/ fo(z,v)é(0, x,v) dedv.
R, xR2 R2

(b) Montrer que la solution de la question 2.)a) est solution faible.

(c) Si fo € L},.(R?) montrer qu’il existe une unique solution faible de (2).
On suppose dans la suite de la question que fo € L'(R?).

(d) Montrer que la solution faible de la question précédente est telle que f(¢,-) €
L' (R?) pour presque tout ¢ > 0.

(e) On pose p(t,x) = [ f(t,z,v) dv. Montrer que pour presque tout ¢t > 0, p(t) €
L'(R).
(f) Si de plus fo vérifie [ sup,eg |fo(x,v)|dz < +oo, montrer qu’il existe C' > 0 telle
que pour presque tout ¢t > 0, x € R, p(t,z) < C/t.
Soit U € C%(R), tel que U € L. On étudie maintenant,

{ Ohf+vo,f —U(x)0,f =0, t>0,z€R, veR,
f/t:O :fo(ﬂj‘7v)



3. On s’intéresse d’abord au systeme

2(t) = v(t),
{ o) = U (x(1)) )

On pose b(z,v) = (v, —U(x))! : R? — R2. Calculer div b.
Montrer que si (z(t),v(t)) est solution de (4), alors

4 (5007 + Ue) ) =

On admet que pour tout (z,v) € R, il existe une unique solution maximale de (4)
vérifiant (x(0),v(0)) = (z,v). Justifier que (z(t), (v(t)) est définie sur R.

On notera (x(t),v(t)) = ®¢(z,v)

Justifier que ®; est un difféomorphisme de R? pour tout ¢ € R.

Si fo € C1(R?), montrer qu'il existe une unique solution f € C'(Ry x R?) de (3).
Si de plus fo € L'(R?), montrer que || f(t)[| 12y = || foll L1 (r2), V¢ = 0.



