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ExXAMEN DU 9/05/2023

Documents et calculatrices interdits — Durée: 2h. Merci ’ d’encadrer vos résultats|.
Les 8 exercices sont indépendants

Exercice 1. Soit f € L'(R).

1.

Pour h € R, exprimer la fonction z — f;Jrh f(t)dt comme le produit de convolution de f par une

fonction «y, & déterminer.
On pose F(z) := [ f(t)dt.

La fonction F' est-elle continue sur R ? (on justifiera sa réponse).

F(z+h)—F(z)
h

Pour h > 0, on pose Gp,(z) := . Montrer que G}, — f dans L*(R) lorsque h — 0%.

Exercice 2. On considére b € C}(R%4RY), ¢ € C)(R%R) (fonctions continues bornées), une donnée
initiale up € C'(R%;R) et 'équation

10.
11.

dwu(t,z) + b(x) - Vu(t,z) = c(z)u(t,z), (t,z) € Rf xR?,  u(0,z) =up(x), z¢cR™L (1)

. Rappeler la définition du flot (¢;)icr du champ de vecteurs b.

On rappelle que I'application (t,z) — ¢:(x) est de classe C'! partout ot le flot est défini.

. Rappeler pourquoi, sous les hypothéses ci-dessus, pour tout x € R? le ¢;(x) est bien défini pour

tout t € R.
Calculer explicitement ¢;(x) lorsque b est constant.

Soit a € CO(R;R). Expliciter la solution de I’équation différentielle ordinaire Ly(t) = a(t)y(t)
satisfaisant y(0) = yo € R.

Soit u une solution de (1) et v(t,z) := u(t, ¢¢(x)). Montrer que v est solution d’une équation
différentielle du premier ordre que 1’on explicitera.

Résoudre cette équation.
En déduire que (1) admet au plus une solution u, dont on donnera une expression explicite.
On pose maintenant

u(t, @) = g 0 d_i(7) exp ( / e (bes(@)) ds) .

Montrer que u est une solution de ’équation (1). Indication : on pourra s’intéresser a la fonction
v(t,x) := u(t, ¢t(x)). Conclure que I'équation (1) admet une unique solution.

Soit p € [1,+00] et ug € C1(R%R) N LP(R?). Montrer que pour tout ¢ > 0, la solution u de (1)
vérifie [[u(t, )| Lrray < € |Juol| Lo (ra) Ol @ est & déterminer.

On s’intéresse maintenant a I’équation appelée “de continuité”

atf(tax) + div (b(x)f(t,sc)) =0, (th) € Rj X Rda f(va) = f0($), z R (2)

Montrer que I’équation (2) se reformule sous la forme (1), ot 'on explicitera la fonctions c.

En déduire pour fy € C'(R%R) I'expression de l'unique solution de (2).



12. On se place dans la situation ou fy € LL _(R?%R). Définir une notion de solution faible pour (2).
13. Montrer que (2) admet au plus une solution faible.

14. Montrer qu’il existe une solution faible, dont on donnera une expression explicite.

Exercice 3. On consideére en dimension 2 d’espace (ol 'on note x = (x1,72) € R?) I’équation de
transport

Opu(t, ) — 200y, u(t, ) + 210,,u(t,2) =0, (t,z) € RF xR?, u(0,2) = up(z), z€R%:  (3)
1. Identifier le champ de vecteurs b(z) impliqué dans cette équation.
2. Calculer la divergence de b.
3. Calculer le flot ¢; de b.

4. En déduire I'expression explicite de la solution de (3) si on suppose ug € C'(R?;R). Montrer que
la formule obtenue définit toujours une solution classique de (3) si ug € C1(R?;C) (c’est a dire, est
a valeurs complexes).

5. On dit que u est une solution radiale de (3) s’il existe une fonction g € C*(R} x RS ;R) telle que
u(t,z) = g(t,|z|), ot Pon a noté |z| = (22 4+ x3)'/2. Décrire toutes les solutions radiales de cette
équation.

6. On cherche maintenant les solutions u de (3) de la forme u(t, z) = e*v(z) ot A € C et v € C*(R?;C)

(c’est & dire, & valeurs complexes). Caractériser les A € C et v € C1(R?;C) tels que (3) admette

u(t,x) = e*v(z) pour solution.



