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EXAMEN DU 11/05/2021

Documents et calculatrices interdits — Durée: 2h. Merci’ d’encadrer vos résultats ‘

On rappelle la définition de la convolution de deux fonctions (lorsqu’elle a un sens) :

wo(o) = [ ule =gy,

Les exercices 1 et 2 ne sont pas indépendants.

Exercice 1. On considére dans cet exercice une fonction quelconque p € L' (R?) telle que [;, p(z)dz =1
et p > 0.

On rappelle que si on suppose de plus que p est & support compact dans R%, et si on pose p.(z) =
e~9p(z/e), on a

lig(l) l|pe * f = fllLoo(ray =0,  pour tout f € C(RY), (1)

lin | pe + f = fll1ey =0, pour tout f & L'(R?). (2)

L’objectif de cet exercice est de montrer que (2) est vérifiée sans ’hypothese de support compact.
Pour A > 0 suffisamment grand, on pose

p*(x) = Lp(o,4)(2)p(x) (/ p) et pl(x) = e Ypi(a/e).
B(0,A)

1. Montrer que ||p* — pllLt ey — 0 lorsque A — 4-o00.

2. Montrer que si p € L*(R?) est telle que [,, p(z)dz = 1 et p > 0, alors p.(z) = e ¥p(x/e), vérifie (2).
(Autrement dit, montrer que ’hypothése de support compact n’est pas nécessaire).

Correction 1. 1. Par convergence dominée.
2. Soit v > 0. On décompose
Ipe* f = fllLr@ay < llpe = f = p& = fllpr@ay + 08 = f = fllos e
< |lpe — P?HLI(W)HfHLl(Rd) +lp * f — Fllor (may
<llp— pAHLl(]Rd)”fHLl(]Rd) +lpfx f - Fllor(way-

Puis, pour A assez grand, le premier terme est < v d’apres la question précédente. Pour ce A 1a, le
deuxieéme terme tend vers 0 (TD1) donc est < v lorsque € — 0.

Exercice 2. Pour t > 0, z € R, on pose

1 2
G(t>x) = Gt(m) = (47715)%6 4,

et on rappelle que f]R e dy = VT

1. Montrer que pour tout f € L'(R), |Gy * f — f|l 1) — 0 lorsque ¢ — 07 (ici, et dans tout Iexercice,
* est la convolution dans la variable x € R seulement).



2. Calculer 9;G, 9,G et 902G et donner une équation aux dérivées partielles satisfaite par G pour
t>0,zeR.

3. Soit f € L*(R). On pose u(t,z) = (G * f)(x) pour (t,x) € Rf x R.

(a) Montrer que la fonction u est bien définie et que pour tout ¢ > 0, u(t,-) € C*(R) N L}(R).
(b) Montrer que u € C?(R} xR), et que ses dérivées partielles satisfont une équation & déterminer.

C ontrer que pour tout ¢ > 0, ||u(?,)||L1(RrR) = L1(R) Ou C > U est a determiner.
Mont tout £t > 0 t ()<O ()\C 0 est a dét i

4. Montrer que pour tout ¢ € C2°(R?),
/ / G(t,z) (dp(t,x) + 02¢(t,x)) dedt — —p(0,0), lorsque e — 0T,
€ R

Indication : on admettra que (1) est satisfaite pour tout p € L*(R) tel que p >0, [ p=1.

5. Montrer que pour tout ug € L'(R), la fonction u(t, ) = (Gy * ug)(z) vérifie

/ u(t,z) (Opp(t, ) + O2¢p(t, x)) dadt + / uo(2)@(0,2)dz =0,  pour tout p € C3(R?). (3)
R xR R

6. Soit ug € C°(R). Montrer que toute fonction u € C?(R% x R) N CO(R; x R) qui vérifie (3) est
solution forte d’'une EDP d’évolution & déterminer.

Correction 2. 1. 1l s’agit d’une conséquence de I’exercice précédent

2 2

T et 9,G(t,x) = —2753%6_% et

8

N

2. On pose G = V47G et on a 9,G(t,x) = (—th% + 4;”0%) e
~ z2
92G(t,z) = (—2%/ + 4;—,) e~ soit 92G = 8,G.

3. Par dérivation sous 'intégrale (localement sur [a,b] x R avec 0 < a < b < 00), on a
oult.a) = [ 06— )y, duult.a) = [ .G 0w ) ()
R R

et idem pour les dérivées successives (et dérivées croisées), donc u € C?(R x R) et dyu — 0%u =0
sur Rj x R. De phlS ||Gt * f”Ll(R) § ||Gt||L1(R)Hf||L1(]R) = ||f||L1(R)

4. Par intégration par parties, en utilisant le fait que G est solution de I’équation de la chaleur loin de
t = 0, on déduit

oo

/jO/RG(t,x) (Opp(t,z) + 02e(t,x)) dadt = URG(t’I)@(t’z)dIL

= _/RG(e,x)go(e,x)dx — —¢(0,0),

en utilisant la continuité de ¢ en zéro, le fait que [, G(e,2)p(0,z)dx = (Ge * (0,-)) (0) (par parité
de G en ) et (1).

5. Utilise Fubini et la question précédente : on écrit u(t, z) = [ uo(y)Gi(x — y)dy et Fubini donne
[ e @upte.) + 22ott.0)) o
Ry xR
— [ wl) [ Glta - ) Quett.) + 02 (t,0) dudrdy
]R+ R+ xR
= / uo(y) / G(t,2) (Grp(t,w +y) + Tep(t, = +y)) dudtdy
R Ry xR

. / o (y)(0, y)dy,
Ry

ol on a utilisé la question précédente dans la derniere égalité.



6.

On fait les intégrations par parties pour faire porter les dérivées sur u, et on conclut avec le lemme
super-important comme dans le cours que u est solution de dyu — 82u = 0 et u(0,-) = up.

Exercice 3. On définit deux applications by : R? — R? par by (z,y) = (y, —z) et b_(z,y) = (x, —y).

1.

Les résultats du cours concernant existence et unicité pour I’équation de transport par un champs
de vecteurs b s’appliquent-ils directement & ces champs de vecteurs b4 7

Montrer que pour tout (2o, o) € R?, les équation différentielles
X(t) =0b+(X(t)), X(0) = (z0,%0),
admettent une unique solution. Montrer que ces solutions sont définies globalement en temps.

Expliciter le flot @ti : R? — R? de ces équation différentielles et montrer que ce flot est une fonction
C* de (t,z,y). Dessiner les courbes intégrales de b.

Montrer que pour tout ug € C*(R?) 'EDP
Owu+by -Vu=0, pour (t,r,y) € RT x R*  w(0,2,y) = uo(z,y), (4)

admet une unique solution, dont on donnera une expression explicite. NB : V est le gradient dans
les variables z,y.

Pour ug,v9 € C2°(R?), on appelle corrélation de ug,vo les fonctions

C(iuoﬂ)o)(t) ::/ “i(t7$7y)vo(m,y)dxdy,
R2

ol ug est la solution de (4), respectivement pour le champ de vecteur by.

Montrer que C’(J; . UO)(t) est une fonction périodique dont on donnera la période.

Montrer que pour tous ug, vy € C°(R?), C(;O v0)<t) — 0 lorsque t — 400 & une vitesse que 1’on
précisera.

Montrer que si dJug(0,y) = 0 pour tout j < k et tout y € R, alors il existe une constante K > 0
telle que |C(:m7v0)(t)| < Ke=*+2)t Jorsque t — 4-00.
Montrer que pour tous ug,vg € C2°(R?),

Clape) () = Z a(n, k)e”F+HnFDE L O(e= N2 - orsque ¢ — +00
kneNk+n<N

avec a(k,n) des coefficients & déterminer.

Correction 3. 1. Non car ils ne sont pas bornés.

2.

3.

Il s’agit par exemple d’'une conséquence directe du théoréeme de Cauchy-Lipschitz. Le caractere
global en temps vient de ce que b1 est linéaire.

Pour by, on a £ =y,y = —x soit £ = —x et donc la solution est le couple
x(t) = cos(t)xo + sin(t)yo, y(t) = —sin(t)zo + cos(t)yo.

Autrement dit,
®f (z,y) = (cos(t)z + sin(t)y, —sin(t)z + cos(t)y).

Pour b_, on a directement (x(t),y(t)) = (etwg, e tyo), soit

®; (z,y) = (¢'w, e 'y).



. Pour Dexistence et la formule, il suffit de vérifier que u(t, x,y) = ug o ®=,(x,y) est solution. Pour
I'unicité, comme dans le cours : si u est solution u o ® vérifie d;(u o ®F) = 0 et donc u o ®F = .
Dans le deuxiéme cas en particulier on obtient u(t, z,y) = ug o ®—,(x,y) = up(e 'z, ely).

. On remarque que ®; est 27—périodique et que C’;’uwo)(t) = Jgo o 0 ®L,(2)vg(2)dz est donc aussi

2m—périodique.

. On écrit

C(io,vo)(t):/ Uf(@xay)vo(x,y)dmdy:/
R2

uo(e_tx, ety)vo (7, y)dzdy
RQ

:e_t/ ug(e a1y Yo (z, ety Ydady'
RQ

qui vérifie
+ _
Ol o) (D < €™ [supp(uo)|| supp(vo)|[[uol| £ [|vol| L= -

. On a alors par Taylor reste integral ug(z,y) = ¥ (x,y) avec ¢» € C>°(R?) et on obtient dans la
formule précédente

Cip 0 = [ waleapon(o ety oy’ = e [ (1) oty Yoo, ety dady
R R

d’ott
CE. ()] < e~ D supp(ug)|| supp(eo) [l 145 = ool 2=
. En utilisant une formule de Taylor reste integral, on obtient ug(z,y) = ?:0 %a’;uo(o,y) +

oE+ Ly (z,y) avec v € CX(R2?). Faisant de méme avec vy (mais par rapport & la variable y),
on obtient finalement le résultat avec

a(n, k) = ﬁ (/R zkagvo(z,())dx) (/R y”ajguo(o,y)dz>.



