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l. Introduction
diagramme de phase de I'eau

solide liquide gaz

Fression { Pa)

Podmt irijds

Temperature (200

Qu’est-ce qu'un fluide ?

fluide = corps a I'état gazeux ou a I'état liquide.

caractéristiques : un fluide n'a pas de forme propre (état désordonné).
un liquide a une surface libre / un gaz occupe tout le volume qui s'offre a lui.
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A quelle échelle décrit-on la mécanique des fluides ?

microscopique K mesoscopique K macroscopique
échelle des molécules particule fluide échelle de I'écoulement L
libre parcours moyen A notion de moyenne spatiale échelle de variation des champs
vitesse gouvernee par T significative et peu fluctuante scalaires ou vectoriels (p, T, p, v ...)

(mouvement Brownien)

- Approche « milieu continu »

Robert Brown
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Quelques exemples

Grande variété d'échelles, de viscosités,
de matériaux.

Tourbillon cyclonique

Tourbillon de sillage Coulée de lave Méandres Dunes de sable
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Vagues Enroulement d'un filet de miel

e
;3:'11' 1
' »

s

Montgolfiére

Lézard des sables Mousse liquide Gerris marchant sur l'eau
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Apparition d'une structuration, de motifs
(instabilités hydrodynamiques)

Taylor-Couette Saffman-Taylor

W

I ] . )
Von Karman Kelvin-Helmholtz Rayleigh-Benard
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Il. Hydrostatique

L'hydrostatique traite des cas ou le fluide est immobile & % = 0.

Notion de pression
Soit un volume élémentaire de fluide a I'équilibre hydrostatique.
Le fluide, au repos a I'échelle macroscopique, est composé de molécules animées d'une vitesse aléatoire.

La seule contrainte existant sur la surface du volume élémentaire est la pression, dont 'origine est I'impulsion
transmise par les collisions des molécules de fluide.

fluide molécules
‘J Vo Q — _ T o L L
( '|]) \ @ dF = —p dS | ou la surface est orientée vers 'extérieur du volume considéré
ligne de courant J\ \J temps ¢
échelle continue échelle moléculaire
(macroscopique) (microscopique)
propriété : isotrope Autres unités :
L 1atm=1013,25 hPa 1 bar=10° Pa .
unité : Pa (N/m? ' ’ . | FACULTE
( ) 1 PSI =45,965 Pa ;1 Torr =1/760 atm universite  Des sciEnces
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Loi de Pascal

On considere une particule fluide cubique : Résultante des forces suivant x (pression) :
[p(x) —p(x +dx)]dydz =10
zZ 7 d§> Z 7 force de pression 3 3
el 1 el cestadire: —-%dxdydz =0 soit: == =0
df(— —> dl — -
B | J, I S I lpoids
dfi T Résultante des forces suivant z (pression et gravité) :
S e S S MAE [p(z) —p(z + dz)] dx dy —pg dxdydz=0
c'est a dire : —(Z—Z+pg) dxdydz =0 soit : g—z= —pg

>(Tp=pg| (gradp=pg)

Conditions limites :

N - La pression peut étre imposeée aux extrémités du systeme par I'expérimentateur
Blaise Pascal - Pour une interface liquide/gaz ou entre 2 liquides non miscibles,

1623-1662 : L ez : :
[ 11 il y a égalité de la pression de part et d'autre de l'interface :
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Poussée d’'Archimede

o

o)

« Tout confps cmmengé dans an fluide an nepos est soumcs, de la parnt de celuc- <,
d ane poussce venticale, dinigée de bas en haut, cgale au foids du volume de Jlucde deplace. »

J

Démonstration : Archiméde =
[-287 — -212]

La force qu'un fluide exerce sur un élément de fluide de volume VV délimité par la surface S est :

_#pdsz ~
ﬁ:_ﬂﬁpdv <

Si le fluide est au repos (equilibre hydrostatique) dans le champ de pesanteur, la loi de Pascal conduit a :

.y

Donc la résultante des forces de pression F qui s'exercent sur la surface S délimitant le volume V

F

Green-Ostrogradski

est égale au poids propre du volume de fluide.
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l1l. Cinématique des fluides

Descriptions Lagrangienne et Eulérienne

« Meécanique du point : point de vue Lagrangien - 7(t), v(t), a(t), ...

« Mécanique des fluides : point de vue Eulérien = v(7,t),d(# t), p(7, t), ... Joseph-Louis Lagrange
Notion de champ [1736-18131 K |
Par exemple, la vitesse du fluide (le champ de vitesse) dépend du temps mais aussi de l'espace :
Vye(x,9,2,t)
v(x,y,z,t) =| vy(x,¥y,21t)
v,(x,y,2,t)

Un fluide peut étre décrit par la donnée de 3 champs:
- 1 champ vectoriel : v(#,t)
- 2 champs scalaires décrivant les variables thermodynamiques : p(7, t), p(7, t)

Comment définir 'accélération qui est une notion purement Lagrangienne [1707-1783] EX

dans le Principe Fondamental de la Dynamique de Newton ? . FACULTE
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Dérivées Lagrangienne et Eulérienne

« Exemple d'un champ scalaire : la température T (7, t)

On consideére le champ de température T (%, t).
Une petite variation de température est donnée par la différentielle : dT = % dt + Z—i dx + Z—i dy + Z—Z dz

Cette variation de température par unité de temps s'écrit : % = % + vxg—i + vyg—; + v, ?TZ
Soit: =24 (3-V)T

« Exemple d'un champ vectoriel : la vitesse v(7, t)

De la méme facon : Z—f = g—f +(-V)¥ > Cestlaccélération !

On définit la dérivée particulaire (ou dérivée totale) :

d d - = d d - T

,® . FACULTE
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Trajectoire, ligne de courant, lighe d’émission

 Trajectoire (pathline)

Chemin suivi par une particule fluide au cours du temps, i.e. ensemble des positions successives de cette
particule durant son mouvement (suivi lagrangien). La tangente a la trajectoire est parallele au vecteur vitesse
gu'avait la particule a l'instant ou elle passait en ce point.

« Ligne de courant (streamline)

Ligne dr tangente en tout point au vecteur vitesse v, a un instant donné. Ce sont les lignes de champ du
vecteur vitesse a cet instant (description eulérienne).
dx _dy _ 4z

[d?’/\i’ - 6] soit =

Vy vy Vg

« Ligne d'émission (streakline)

Ligne formée par la position successive de points émis d'une source fixe (injection continue d’'un colorant ou
de fumée).

n Dans un écoulement stationnaire :

trajectoire = ligne de courant = ligne d’émission UnIversite | bessciences
PARIS-SACLAY | D’ORSAY




« Technigues de visualisation

- injection de colorant
- eémission de fumée

== Si |'injection ou I'émission est continue, on visualise les lignes d’émission

- ensemencement par particules sphériques
- eémission de bulles

== DhOtO avec temps de pose court : lignes de courant
== DhOtO avec temps de pose long : trajectoires particulaires et lignes d’émission

- ensemencement par particules anisotropes (paillettes réfléchissantes : Kalliroscope, Iriodin)

== yvisualisation de la structure de I'écoulement

e . FACULTE

universite DEes sCIENCEs
PARIS-SACLAY | D’ORSAY



« Technigues de mesure de vitesse

- anémomeétrie
== g helices, a coupelles

== J fil chaud
== |aser Doppler (LDA)

== Doppler ultrasonore

- tube de Pitot

E ¢ it it

"

Lt ridulle

MNappd [aer
Padiculet e . FACULTE

- vélocimétrie par suivi de particules (PTV)
- vélocimétrie par images de particules (PIV)

Lasar & doukde
angaLlion

Camirs CCD universite DEes sCIENCEs
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Débit

Débit volumique : Qv=|[[v- d§] (m3s7)

Débit massique : Qm=[[p @- df)} (kg s

Remarqgue : vitesse moyenne (ou vitesse débitante) : V= % = (f)—’;

Vorticité

La vorticité w(7, t) est définie comme le rotationnel de la vitesse : [Ei =TVA E’J (w=rot V)
Unité . s

La vorticité deécrit la rotation locale des particules fluides.

0 (écoulement non tourbillonnaire et champ de vitesse

dérivant d'un potentiel) e FACULTE
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IV. Equations de bilans

On s'intéresse au transport d'une quantité physique F dans un volume de contrdéle (VC) matériel donne,
délimité par une surface de contréle (SC). On notera U(#,t) la vitesse de déplacement de la surface de contrdle.

Transport d'une quantite scalaire F

—F(t)—d ff f(, t)dt—jUa f(, t)dr+#f(r t)U ds

Transport d'une quantité vectorielle F

EF(t) =aff f(r,t)dt = jf af(r,t) dt+#f(r,t) (U - dS) Osborne Reynolds
44 4 SC [1842-1912]1 0 E

Le théoréeme de transport de Reynolds permet d’'aboutir a 'équation de conservation de la masse

et au principe fondamental de la dynamique pour un fluide. Jp——
universite DEssCIENCES
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Démonstration : cas 1D

b(t) b(t+At) b(t)
— | f(x,t)dx = lim ( ] f(x,t + At) dx — j f(x,t) dx) /At

dt Jop A0\ Jot+at) a(t) |
développement :
de Taylor i
= A, L+a_am <f (.0 + EM> dx = L feotydx | /AL Gottfried Wilhelm Leibniz
Jt [1646-1716] ==
f(x,t+AY)
Jxt)
b(t) _
— ) dx =
dt J o f ) dx At
> X

,® . FACULTE
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Démonstration : cas 1D

b(t) b(t+At) b(t)
— f(x,t)dx = lim (] f(x,t+At)dx—j f(x,t)dx)/At

At—0

dt Jop a(t+At) a(t)
développement
ab de Taylor .
. g T af b PN .
=A%\ ) L oa,, <f (et + EM> dx = L flotydx |/At Gottfried Wilhelm Leibniz
ot [1646-1716] ==

da db
f+—At dx—faJrWAt f—I—gAt dx+jb+mm f+ﬂAt dx—fbfdx JAt
T At0 a at b ot a

b of a+g—?At a+a At f b+g—let b+abAt of b
= lim jfdx+ —Atdx—j fdx—f —Atdx+j fdx+J —Atdx—ff x | /At
At—0 a a a d b b J

6a ob
da b+22At ob
jb of f dx ja"’ﬁm of et fb O™ fdx N f’”ﬁ“ f 4 le domaine d'intégration
—dx — —dx —dx
e At . ot At , ot tend vers 0

= lim
At—0

.® FACULTE
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iy p+28a¢

bof f f dx fb N fdx sur un domaine tendant vers 0, f est quasiment constante,
—dx — + soit f~f(a,t) et f~f(b,t) respectivement.
L ot At At

abt

da
+o-At A
_ | [0 dx_ f@n ], dx f@ 0], 7 fb@gdm YY)
At=0 At At a(ty 9
— fxt)

JO.) |- = sral
(baf F@OGA fBO% M) =

= lim —dx — ? — /
At—0 ot ob
a M M fla,t) .___/l aa / f(b,t)aAt
f(a,t)=-At /
/i

.

AN
7

- Mﬂ‘ > X
d rb® b(t) g of ob a(t+At) Ja b(t+At) ob

‘ —j f(x,t)dx—j —dx — f(a, t)—+f(b t) =a+o At =b+ooAt
dt ), ae) Ot

vitesse de déplacement des bords du domaine
(analogue de U du théoréme de transport)

.® FACULTE
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. dm d
Conservation de la masse = %jjjpdr =..=0
Ve

[‘;—’t’ + pdivv = OJ Equation de continuité

. . . . . e 7 . N 1d 7
Le long de sa trajectoire, une particule fluide voit sa densité augmenter ou diminuer a un taux ;d—’; donne

par —div v. Ainsi, si divv > 0 (écoulement de dilatation), alors % < 0 (la densité diminue).

. . . . d
Un fluide incompressible conserve son volume au cours du temps, et donc sa masse volumique (—p = O),

. dt
soit .

[_lf V= 0] Condition d'incompressiblité (divv = 0)

,® . FACULTE
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« Quand peut-on considérer un fluide comme incompressible ?

fluide incompressible < vitesse caractéristique de I'écoulement V « vitesse du son ¢ dans le fluide

Nombre de Mach : [Ma =

o<

J Ma « 1 écoulement subsonique

Ma > 1 eécoulement supersonique

Exemples :

- Pour I'eau : ¢~1500 m/s. L'hypothése d'incompressibilité est toujours satisfaite en pratique.

- Pour l'air:  ¢~340 m/s. Des effets de compressibilité sont attendus dans les écoulements appliqués a I'aéronautique.

e . FACULTE
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Conservation de la quantité de mouvement d(;nv) = ; jﬂ pvdr = - = Z Foxt
t t
|48

Jﬂ pd—dT = ) Fext Principe fondamental de la dynamique pour un fluide

A Ce résultat est remarquablement simple et a été obtenu sans I'hypothese d'incompressibilité p = p(7, t).

,® . FACULTE
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V. Fluides parfaits

Un fluide est dit « parfait » lorsque sa viscosité n peut-étre considérée comme nulle.
La viscosité est la seule source de dissipation d'énergie pour un fluide donc:

[fluide parfait < conservation de I'énergie mécanique]

Remarqgue : un fluide parfait n'oppose pas de résistance au déplacement d'un objet.

Equation d’Euler

On a vu que le Principe Fondamental de la Dynamique s'ecrit Uj —dr = z Foxt
Les forces extérieures sont :

-le poids : [ff,.pg dt

- les forces de pression : §p. . —p ds

Leonhard EuIer
[1707-1783] E&

, . a_> — — z .
On en déduit que [pa—: +p(¥-V)v=-Vp+ pg’} Equation d’Euler

universite DEes sCIENCEs
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y

Equation de Bernoulli

Hypotheéses :| - écoulement stationnaire (9/dt = 0)

- fluide parfait (n = 0)
- écoulement incompressible (p = C')

L'intégration de I'équation d’Euler le long d'une ligne de courant conduit a -
Daniel Bernoulli

[1700-1782]1 EX

[%pvz +p + pgz = C* le long d'une ligne de courant]

|
pression pression pression (cette quantité est appelée la charge)
dynamique statique hydrostatique

Cette équation traduit la conservation de I'énergie par unité de volume
E + E, +E -

cinétique interne potentielle — *totale

e . FACULTE
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« Ecoulement irrotationnel :

Dans un écoulement irrotationnel (w = 0), la charge est la méme dans tout le fluide.

e Présence de machine:

1 P 1 N
2PVE D1+ pgz + = 5 pv; + D2+ pg%2 ou (L

P > 0 sila puissance est recue par le fluide (pompe)
P < 0 sila puissance est perdue par le fluide (turbine)

« Perte de charge :

P : puissance (W)
Q,: débit volumique (m3s)

S'il y a dissipation d'énergie (viscosite), I'écoulement dans une conduite horizontale voit la pression du fluide

diminuer au cours de la propagation (au lieu de rester constante).
Cette diminution de pression est appelée perte de charge Ap.

1 1
Alors : Epvf +p; + pgz; = 5,01722 +p, + pgz, + Ap

Z

A

| |
1 1 X

1 2
,® . FACULTE
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V. Fluides visqueux

Z M~
La viscosité Vo
- : : a . >
« Manifestation macroscopique I
/
—>  Vy(2)
%/
- Ecoulement de Couette plan 0 N g
7 Maurice Couette

, . , ) ) [1858-1943] K |
En régime stationnaire, on observe un profil de vitesse linéaire donné par

Z
Ve(z) = Vg E

Newton montre que, pour une plaque de surface S, la force de friction F est proportionnelle
au gradient de vitesse entre les plaques (on parle de fluide Newtonien)

E, Vo % . contrainte visqueuse (contrainte de cisaillement)
s g n . viscosité dynamique (Pa s)

« QOrigine physique

La viscosité assure le transfert diffusif de la quantité de mouvement d'une couche de fluide a la suivante.
La viscosité est la manifestation macroscopique des collisions entre particules a I'échelle moléculaire.

,® . FACULTE
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Diffusion de Diffusion de

chaleur quantité de mouvement
3 Y T A Y U
2 -
] h
"' Ty Tuw
f: 0+ l j-Q l jP
0 X 0 X
Tl
Y T, y 7
h h
T(y)
0 X 0 %
Tl
A Y Tj A Y U
- —_—
h h -
e T() u ()
s - 4 - ,® . FACULTE
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Nombre de Reynolds
Nombre sans dimension qui compare les effets inertiels aux effets visqueux

[Re=”—”}
n

: masse volumique (kg m-3)
: échelle de vitesse (m s™)

: échelle de longueur (m)

: viscosité dynamique (Pa s)

S o0O<KO

Osborne Reynolds
[1842-1912] N B

Il permet de caractériser le régime d'écoulement :

« SiRe « 1, les effets inertiels sont négligeables devant les effets visqueux.
(écoulement laminaire)
« SiRe > 1, les effets visqueux sont négligeables devant les effets inertiels.

(écoulement turbulent)

,® . FACULTE
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Tenseur des contraintes

Une contrainte genéralise la notion de pression vue précédemment (unité : Pa ou N m2).

G o . tenseur des contraintes
dF = o dS 2 L . , .
dS : élément de surface orienté vers l'extérieur

.

Ve

notation tensorielle
(convention de sommation d’Einstein)

dFi = O-ij dS]]

.

Oxx Oxy Oxz
&= |0yx Oyy Oyz tenseur de rang 2, symétrique (o;; = 0j;)
Ozx Ozy Ozz

Il existe 2 types de contraintes : contraintes normales, contraintes tangentielles.

e . FACULTE
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» Hydrostatique ou fluide parfait

La seule contrainte est normale : dF = —p ds

_ = 1sii=j
Donc: g=-pl ou oy =—péjj §;; - symbole de Kronecker §;; = {0 iy ;tj'
. v —= _
v=0 === _ n=>0

!
3
Tl

 Fluide visqueux

En présence de viscosité, il existe des contributions supplémentaires, a la fois normales (comme la pression)
mais aussi tangentielles. On note alors

[3 =—pl+5 ’] ou [aij =—pd;; + Ui'j] ol g;; est |le tenseur des contraintes visqueuses.

Pour un fluide Newtonien incompressible, le tenseur des contraintes visqueuses s'exprime en fonction des
gradients de vitesse

- — 7
oi; =1 -2 ——ug .
cs =
e aX] axi é_>> > = Ft
> r»
>
- ,® . FACULTE
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 Tenseur G des taux de déformation (ou des gradients de vitesse) | G;; = I,

’ o _1fav;  0v;\ | 1fdv; v
Décomposition : Gij =5 (ax,- * axi) i (axi 0xi

= ei]- + wij

e;j . tenseur des deformations pures (symetrique)
correspond a une déformation pure du fluide (élongation, contraction)
Propriétés : -trle] =e; = vy

i _ d -
= daivv
axi

- la direction des déformations subies par le fluide est donnée par les vecteurs propres de e,

et les valeurs propres A renseignent sur le type de déformation (1 > 0 élongation ; 2 < 0 contraction)

w;;j ‘tenseur des rotations pures (antisymétrique)

correspond a une rotation pure du fluide

e . FACULTE

universite DEes sCIENCEs
PARIS-SACLAY | D’ORSAY



Equation de Navier-Stokes
Pour un fluide visqueux, le principe fondamental de la dynamique ﬂj —dT = z Fext

s'écrit donc
jﬂ —dr—jﬂpﬁdr+#?‘d§
|48 SC

CIaude Louis Marie
ov Henri Navier
On en deduitque [P— +p(¥-V)o=-Vp+pg+n AV} Equation de Navier-Stokes ~ [1785-18361 11

0

e \ N
terme terme terme terme de terme
instationnaire d’advection gradient gravité de contraintes
(non-linéaire)  de pression visqueuses

Remarques :

v Pour un fluide parfait (n = 0), on retrouve I'équation d’Euler.
George Gabriel Stokes

v Pour un fluide immobile (hydrostatique v = 0), on retrouve la loi de Pascal. [1819-1903] |

, : . . L O LN LI L
On rappelle I'expression du Laplacien en coordonnées cartésiennes A = V= — + — + o FACULTE
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. Clay Mathematics Institute
X Yang-Mills and Mass Gap -

Experiment and computer simulations suggest the existence of a "mass gap« in the solution Millennium Problems
to the quantum versions of the Yang-Mills equations. But no proof of this property is known.

X Riemann Hypothesis

The prime number theorem determines the average distribution of the primes. The Riemann hypothesis tells us about the deviation from the average.
Formulated in Riemann's 1859 paper, it asserts that all the 'non-obvious' zeros of the zeta function are complex numbers with real part .

X Pvs NP Problem

If it is easy to check that a solution to a problem is correct, is it also easy to solve the problem? This is the essence of the P vs NP question.
Typical of the NP problems is that of the Hamiltonian Path Problem: given N cities to visit, how can one do this without visiting a city twice?
If you give me a solution, | can easily check that it is correct. But | cannot so easily find a solution.

X Navier-Stokes Equation

This is the equation which governs the flow of fluids such as water and air. However, there is no proof for the most basic questions one can ask:
do solutions exist, and are they unique? Why ask for a proof? Because a proof gives not only certitude, but also understanding.

X Hodge Conjecture

The answer to this conjecture determines how much of the topology of the solution set of a system of algebraic equations can be defined in terms of further algebraic
equations. The Hodge conjecture is known in certain special cases, e.g., when the solution set has dimension less than four. But in dimension four it is unknown.

v’ Poincaré Conjecture

In 1904 the French mathematician Henri Poincaré asked if the three dimensional sphere is characterized as the unique simply connected three manifold.
This question, the Poincaré conjecture, was a special case of Thurston’s geometrization conjecture. Perelman'’s proof tells us that every three manifold is built
from a set of standard pieces, each with one of eight well-understood geometries.

X Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture

Supported by much experimental evidence, this conjecture relates the number of points on an elliptic curve mod p to the rank of the group of rational points.
Elliptic curves, defined by cubic equations in two variables, are fundamental mathematical objects that arise in many areas:

Wiles' proof of the Fermat Conjecture, factorization of numbers into primes, and cryptography, to name three. o | FACULTE

universite DEes sCIENCEs
PARIS-SACLAY | D’ORSAY



« Conditions aux limites cinématiques

Pour un fluide visqueux, il y a non-glissement a la paroi (condition d'adhérence) qui impose une égalité de
la vitesse de la paroi U et celle du fluide v.

paroi

— —>
V= Uparoi]

Remarque :

Pour un fluide parfait, il 'y a pas de frottement et la vitesse ne s'annule pas nécessairement au contact d'une paroi. La
composante de la vitesse tangente a la paroi peut étre quelconque (glissement). En revanche, la composante normale est
nécessairement e€gale a celle de la paroi.

—

Alors v-n=0U

AN

paroi 'n

« Conditions aux limites dynamiques

T - PvMm
>
Pour un fluide visqueuy, il y a continuité des contraintes, normales ”x|1 }*/ D
H I I; >

et tangentielles, de part et d'autre de l'interface. I S x

el Ol ) >

Loazll — 2 dz | 2 Vy >// @
vy, _ vy, |z / P2,12
M35, |1 2752 —
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. Ecoulements visqueux (Re « 1)

Les écoulements a tres faibles nombres de Reynolds sont gouvernés par I'équation de Navier-Stokes
dans laquelle les termes inertiels et instationnaires sont négligeables car petits.

On peut se ramener alors a I'équation :

[ 0= —l_7>p +n Afy’] Equation de Stokes (équation lineaire)

Propriétés de I'équation de Stokes :

v’ unicité de solution
v' réversibilité hydrodynamique
v' symétrie de I'écoulement autour de corps symétriques

e . FACULTE
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4. Quelques écoulements simples

Dans quelques configurations simples, I'équation de Navier-Stokes peut se résoudre analytiquement.
C'est le cas par exemple des écoulements paralléles unidirectionnels stationnaires et incompressibles.
Dans ce dernier cas I'équation de Navier-Stokes

ov . = S S
po-+p(V- V)i ==Fp+pg+ndv

se réduit a

0=-Vp+pg+ndv (équation linéaire)

Pourquoi? Parce qu'outre le terme instationnaire, les termes inertiels sont nuls en raison de la topologie
de I'écoulement.

e (X, ¥, 2 /1)
= ecoulement unidirectionnel, stationnaire, incompressible, le champ de vitesse se reduita v =|v, =0
v, =0

Les équations de Navier Stokes se simplifient alors considérablement :

oV, 0%y azvx 0%v,
pzé < /1 Uy ay %) + PIdx T 1 </6x2 + 072
J }v 6}1} 6/21)
y y 90y y y y

%é <x6x+v 0y+ ) +,09y+77(/ax2 /0y?2 /822>

<

N

0V, 0 0y, 2 a%vz H}UZ
Bé (v/'x ox " Vay T 02) AL (ﬁxz fy? " Joz? universit | o s
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